Applications du théoréme de Birkhoff aux fractions
continues.

1 Ergodicité de la transformation {1}

Théoréme 1 L’application T : x € B — { } est ergodique pour la mesure de

Lebesgue ou la mesure de Gauss ji = i 2(1+x dx

Démonstration. Utilisons la mesure de Lebesgue. Appelons B,, 'ensemble de
tous les cylindres B(ay, ..., a,)de longueur n et B = U,>18,. Comme le diamétre des
cylindres tend vers 0 la tribu o(B) engendrée par B est la tribu borélienne de B.
Soit A une partie de B invariante par 7. Cherchons pour = € B(ay, ..., a,)

/ x)dz.
al,... ’

,,,,,

Comme T7}(A)=Aonaly=140T" dou

1
r)dr = ———— 1ao0T"(x)dx.
‘ / |B(ay, ...an)| Blai,....an)

CL1,

77777

Comme T™ est une bijection de B(ay,...,a,) sur B de réciproque V(ay,...,a,) on
obtient avec le théoréme du changement de variable

1
2)dr = T 1aoT™(x)dx
al’ |/ """ |B(a1’ 'an)| B(ai,...,an) ( )
=— [V 10T 0V Gy d
|B(a1,...an)|/ (0/1, @ )< )X A° © (alv @ )(':C) X
1 dz.
(117 |/ AV a17 ,a )( ) €T
Or
1 1
@ <V (ala--'van>($) < 4@
et 1
|B(a17 7an) :/V,(al, )( )de‘<4—2
B q;
donc
2
i LA

D’apres le théoréme de densité de Lebesgue on a pour presque tout x € B

lim z)dr = 14(x
n— oo, :EEB(a1 ----- an) |B a/17 | / A( )

.....

d’ot 14(z) > 4 4] ‘ presque partout et |A| =0 ou 1. O
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2 Théoréme de Levy

2

Théoréme 2 Pour presque tout 6 € [0,1] on alim :Ing, = 7—.

Démonstration. Remarquons que %ln Gn €t —%ln r, sont proches. En effet,
GnTn—1 + Qn-1Tn = 1 donc

1
< @prp—1 <1let 1115 <Ing,+Inr, ; <O0.

N =

Par conséquent

1 1
—(=In2—-Inr, 1) <-Ilng, < ——lInr, ;.
n n n

7'(2

Il suffit donc de montrer que %ln T = 121n2
Pour § € [0,1[ on a § = ry et 6, = oo pour n > 1 dour, = 0,0,,_1..00 =
()T 1(0)....T°(0) et

n—1
1 1 i
E In T'n—1 = E kEZO InT (9)

Appliquons le théoréme de Birkhoff a (B, T, u = (mz?ﬁ) et a la fonction f(z) =
Inx. f est de sgn constant et

Inz Inz —
/{071} In2(1+x) [0.1] In2 2( )

Or
k+1 k
k x 1 x
"Inx dv = |lnz X —/ dx
L, e b=
B 1
(k41
et
1 1 1 1 1
D e e Z =D GE T 2
= (k+1) = (2k (2k +1)? = (2k) = k = (2k)
1 1 772
Tl Em
donc | )
e o o
/[01]1n2 1+ ) /[01]11122 k+1) T
Comme T est ergodique on obtient % Z;é InT*(9) = —71r—2 pour presque tout 0. [

Théoréme 3 de Khinchin. Soit ¢ : R™ — R une application.

1. Si ) -, ¢(n) < +oo alors pour presque tout § € R il existe au plus un nombre
fini de q € N* tels que ||qz|| < ¢(n).

2. Si les applications ¢(x) et x¢(x) sont décroissantes et si y_ -, ¢(n) = +oo alors
pour presque tout 0 € R il existe une nombre infini de ¢ € N tels que ||qf|| < ¢(n).
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Démonstration. Il suffit de prouver le théoréme pour 6 € [0, 1]. Le 1 résulte du
lemme de Borel-Cantelli et du fait que l'application 7, : = € [0, 1[— {qz} conserve
la mesure de Lebesgue. Prouvons 2 a I’aide des théoréemes de Borel-Bernstein et
Levy.

D’apres le théoréme de Levy il existe A € R tel que pour presque tout 6 € [0, 1]
¢.(0) < €™ pour n assez grand. Posons f(z) = eA*¢(e”). Par hypothése f est
décroissante donc

Zf(n)—ooﬁ/loof(t)dt—oo.

n>1

/loof(yc) dx:/looeA‘%(eAx)dx: %/ejogb(t)dt: 00
1

car ¢ est décroissante et Y, #(n) = oo, donc pour presque 0 € [0, 1] a,41(60) > o)
pour une infinité de n. Par conséquent pour presque tout 6 il existe une infinité de
n tels que

1 1 f(n) e'mo(e) Sqm(qm

g0l < < < =

n+1 nt1GQn — Qn gn Gn

= ¢(Qn) O

3 Comportement de g, |[¢,0||

3.1 Extension naturelle du développement en fraction con-
tinue

Soit S I'application définie sur B x B par

S(x,y) = (T(x), V(ar(2))(y))-

S est une bijection de B x B sur lui-méme de réciproque

S y) = (V(a()(@), T(y))-

Lemme 1 La probabilité p = ﬁ (11;”:5)2

est S-invariante.

Démonstration. Comme S est un diffeomorphisme de |0, 1[?\{(z, ) : i € N*}

sur 0, 1[*\{(z, y) : + € N*} il suffit de montrer que JacS™' x foS™' = f. Calculons
le Jacobien de S~1. On a S~!(z,y) = (=2=,% — a1) ot a; = a;(y). Par conséquent

aitz’y
=L 1
Jae(S7)(r,y) = det ( 0 ) "o P
Avec f(z,y) = m on a
Jac(S_l)(%?J) X fo S—l(m,y) — 1 % 1
(o + 2Py " (14 5 —a))?




Lemme 2 S est ergodique pour la mesure de Lebesgue ou la mesure ji.

Démonstration. Comme S est bijective bimesurable et conserve p on a pour
tout f e L!

S B R R
ngrfmn;fos (,9) —ngrfmn;foS (,y)
pour presque tout (z,y). On a S*(z,y) = (T%(x),V(ax(x),...,a1(x))(y)) donc si
Y,y € Bona !Sk(x,y) — Sk(x,y’)| — 0 quand k& — o0 ; par suite, si lim,, | o % Z;é fo
S*(z,y) = l(x,y), alors pour tout y' € B on a lim,_, | + Sy foSk(x,y) = I(x,y)
donc pour presque tout (x,y) la suite %ZZ;& f o S*(z,y) converge vers une limite
I(z) qui dépend pas de y. De méme avec S~ on démontre que pour presque tout
(z,y) la suite 1 S0y foS7F(x,y) converge vers une limite I'(y) qui ne dépend pas

de z. Par conséquent on [(z) = l'(y) pour presque tout (z,y) et I(x) et I'(y) ne
dépendent ni de z ni de y. Il résulte que lim,, % Zz;é o S*(x,y) est presque
surement constante et cette constante ne peut-étre que la moyenne M(f) de f sur

B x B. D’apres le theoréme de convergence dominée (ou Von Neuman) la conver-
gence a aussi lieu dans L'. La suite des applications linéaires A, f = %Zz;é foSk

est bornée sur L' () et converge pour la norme ||||, vers M (f) sur un ensemble dense
(les fcts continues) donc pour tout f € L' A, f tend vers M(f) dans L'. Finalement

si A est une partie S-invariante la fonction f = 14 est S-invariante et A, f = f pour
tout n donc f = cste. [J

Remarque. On a utilisé le lemme suivant :

Lemme 3 Soit (X, A, 1) un espace mesuré, L, L' deux applications mesurables de
X X X dans R et [,l' deux applications mesurables de xdans R. Si L = L' presque
partout L = o py, presque partout et L' = 1" o py presuqe partout alors L est presque
strement constante.

3.2 Theorem de Bosma, Jager et Wiedijk (1983)
Théoréme 4 Pour N € N, t € [0,1] et § € B posons
AN, t,0) = {1 <n < N:qr, <t}.

Alors pour presque tout 0 € B on a pour tout t € [0, 1],

) 1
lim NA(N,IS,H) = g(t)

N—o0

L sitelol
o0 ={ Ll 5 o)

s sit € [3,1]

ou g est donnée par

Démonstration. Il suffit de prouver que pour presque tout # on a limy_ %A(N ,t,0) =
g(t) pour les t € QN [0, 1] car les fonctions g(t) et +A(N,¢,0) sont croissantes et la
fonction g est continue.

Calculons ¢,r, pour # € B x B. Nous avons

— pnflTne + Dn

0
Qn—lTne + an
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donc

pnflTne + Dn

nrn:nne_n:nn
q Gn @t — Pul = qn |@ — T 1,

- Pn

. pn,lT”G -+ Pn . pn—lTnQ + Pn — pn(qz_;lTne + 1)
B R R U TG 1 1
T =R T0 ) g, T — puge IO T
I = X TG 1 T BTG 4 1
De plus,
S™(0,y) = (170, V(an(0), ..., a1(0))(y))-
Calculons
V(a’n(e)a 7a1(9))(0)
Nous avons V(ay)(0) = % = 20 et par récurrence on voit que
1
Vian,...;a1)(0) = V(a,)(V(an-1,...,a1)(0)) =
(@rren)0) = V(@) V(1,000 = i
- 1 . Gn—1
- q7L -
Qn qn ? In

Considérons la région
x
+ zy

Q(t):{(az:,y)eBxB:1 <'t},

D’apres le calcul précédent g, (0)r,,(0) <t équivaut & .5™(0,0) = (17(0), ©2-) € Q(t).
Par conséquent

lim lA(N,t@ = lim —Zlgt)oS (0,0).

N—oo N—ooco N

Cela suggere d’appliquer le théoréme de Birkhoff & f; = 1g().Pour presque tout
(0,y) nous avons

w(2(t)) = lim —thoS 0,9).

N—ooo N

Comme dans la démonstration de l’ergodlclte de p on voit que pour tout y € B
V(an, ...,a1)(y) € B(an, ...,a1)

et diam(B(ay, ...,a1)) < &, qui tend vers 0 et ne dépend pas de . Par conséquent,
pour y € B nous avons S™(0,y) = (u,v) = S"(0,0) + a,, ol || < €, et

S™0,0) = (u,v) € Qt) = (u,v —ay) € Qt)
N U U 1 <t(1+e)
=

= X
l+uw—a,) (I+uv) 1- 88
S™0,y) € Qt(1 +¢&,)).
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De méme

S™(0,y) € Q(t —e,) = S™(0,0) € Qt).

Donc pour 6 > 0 fixé,

N—1 N—1
1 1
thlngONgft 508"(0,y) < thlggoN;ftoS"w,m
| Nl
< lim sup — 0 5"(6,0) <lim sup — o S™(0
SSUTS SRS S ARt

Soit (0,y) tel que + SV fis08™(0,y) — Qt — ) et & Ziv o fris 0 S™(0,y) —
Q(t — d) pour tous les § d’une suite tendant vers 0. Comme (2t £ 9)) tend vers
1(Q(t)), d’apres les inégalites précedentes on a

© 2 fio §7(6,0) = p0(0)

d’ou pour presque tout 8 € B on a

lim %A(N,t,@) = u(9Q(1)).

N—oo

11 ne reste plus qu’a calculer p(€2(t)). On a

T 1 1
<tesy>- ——
142y t x
et
1 1 t 1 1
———<1l<«=zx< et - — —<0<«= <t
t T 1—t¢ t T

Sit <1/2 alors

In2 x pu($2 /dm/
0 0

x

x

g 1 1
WA gy / e ﬁ_l 4y (1+ xy)?
1

1
x

=/0

da ( x(1+x)>+/t dx(x(1+x(%—%))_x(1+x))
d (— )+/tltdx(i—l+ )

0 1+I

= ln(l—i—t)—i—l—(l—t)—(lnl ! t—lnt)—i—(ln(l—i—%_t)—ln(l—i-t))

= t.



Sit>1/2 alors

1 ! ! 1
In2 x (2t :/dx/dy —i—/dm/ dy ——
(82(2) 0 L+ay)? 117 (L4 ay)?
1 1

N /odx 1+m>)+/tdx(as(lw(%—%))_x(l”))

1 t 1 1
= d d
[t [l -t )
= Inl+t)+1—-t+Int+In2—-In(1+1¢)

= 1—t+In2¢t. 0O




