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1 Introduction : substitution de Fibonacci

Commengons par décrire une situation particuliere ol une substitution est naturellement associée
a une translation du tore T! et & un codage défini par cette translation.

Soit 1+T‘/5 le nombre d’or et a = HT‘E -1 = *1%6 > % « est solution de I'équation
a?+a—1=0. Soit 7: T! — T! définie par 7(x) = z + . Identifions T' & I'intervalle [0, 1] et
considérons la partition du tore T = [0,1 — a[U[1 — o, 1[= o U I;. Sur Iy, 7(x) = x + a et sur Iy,
T(z) =24+ a—1.

1. Déterminons 1’application 7, de premier retour dans I;.
On a

Jo=7I)nhL={zecl:7(z) >1—a}=[2—2a,1]
Posons J; = [[1\Jop =[1 —«,2—2a[. On a
T(J)=1-a+(a—1),2-2a+ (a—1)[= I
et
(J1) =7(Io) = [, 1[C L.

Par conséquent,
() = (@) =r+2a—1size s
w = T()=z4+a—-1siz e

2. Conjuguaisons. Remarquons que

Z(Jl):272a7(1—a):17a:a

(1) a a

Cela suggere que 7 et 77 sont conjuguées. Vérifions le. Soit ¢ ’application définie par
p:[0,1[— I
) l—axsiz#0
.x—>{ l—asiz=0
¢ est une bijection bi-mesurable. Pour x € I,
o) =1—az €]l —a(l —a), 1[=]2 - 2, 1[= JY,
donc
mop(lz)=7(l—az)=1—-ar+a—-1=a-ax,
et
T o90)=71(1—a)=7%1-a)
=l—-at+a—-14+a=na.
Pour x € 19,
p)=1—-ar€]ll —a,l —a(l —a)[=]1 —a,2 - 2a]= J7,

donc
mop(z)=¢(@)+a—14+a=2a—ax,

et
mop(l—a)=71(2-2a)=2-2a+a—-1=1-qa.

De méme, pour z € I,
por(z)=plz+a)=1—-alz+a)=a—azx

=11 0p(7),



et pour z € 1Y,

por(x)=plz+a—-1)=1—-alz+a—1)
=l4+(a—1)+a—axr=2a—ax
=110 ¢(2),

enfin,
porT(l—a)=p(0)=1—a=mop(l—a).

3. Codages. Codons les éléments de x € [0, 1] par 7(z) = (a;);>0 définie par

a = 0 si Ti((E)EI(]
T Isitiz) e

et les éléments = € I par 7’'(z) = (a});>o définie par

o — { 0 si T{(m) €Jo
T 1siTi(z) €y

4. Substitutions. Il y a une relation simple entre 7(z) et 7'(x) pour = € I;. Appelons n; le i™¢
temps de retour dans I;.
-Siy=r7i(z)=7"(x) € Jyalors y € I, T(y) € Iy et 72(y) € I, par conséquent 7" (z) € I et
i+l (z) € Iy. On a aussi 7" 2(z) € I;.
-Siy=ri(z)=7i"(z) € Jyalors y € I et 7(y) € I1.
Ainsi

Comme la suite n; vérifie n;y1 =n; +2si a; =1 et nj41 =n; + 1 si a, = 0 on vérifie que la suite
m(x) est 'image de 7’'(z) par la “substitution”

o: {0, 13N = {0, 1}

définie par o(0) =1 et o(1) = 10.

4. Points fixes. L’unique point fixe de ¢ est «, vérifions que son codage 7(«) est 'unique point
fixe de 0. En effet, comme ¢(I?) = J? un point z dont la trajectoire ne passe jamais par une
extrémité des I; a le méme codage que le point ¢(z). Or pour tout n > 1, on a jamais na = 0 ou
—a modulo 1 car « est irrationnel. Donce 7(a) = ©'(p(a)) = 7' (@) = o(n(a)).

2 Généralités sur les substitutions

Notations et vocabulaire. 1. Dans toute la suite du chapitre A désigne un alphabet fini ayant
au moins deux éléments.

2. A* = Upen A" est 'ensemble des mots de longueur finie. Par convention, 'unique élément de
A° est le mot vide .

3. AT = U,>1.A" est I'ensemble des mots de longueur fini non nulle.

4. Siw € A", n = |w| désigne la longueur du mot w.

5. Concaténation. Soit v et w deux mots € A*. Le mot u = vw est la concaténation de v et w
(dans cet ordre!).

6. Préfixe, suffixe. Soit v et w deux mots € A*. v est un préfixe (rep. un suffixe) de w si il
existe un mot u tel que w = vu (resp. w = uv).

7. Facteur. Soit v et w deux mots € A*. v est un facteur (un sous-mot) de w si il existe des mots
u et u' tels que w = uvu’.

Définition 1 Une substitution ¢ sur A est une application de A dans AT.



Prologement. Une substitution ¢ : A — AT se prolonge & A* par concatenation :

(e)=e,
C(wy...wy) = C(wr)...¢(wy)

pour tout wi..w, € A'. Le prolongement obtenu ¢ : A* — A* est un morphisme du monoide
(A*, concaténation).

Remarque. Un morphisme du monoide A* est entierement défini par 'image des éléments de
A. Si les images des éléments de .4 ne sont jamais le mot vide alors ce morphisme est défini par
une substitution.

( se prolonge & AN de la méme maniére par

C(wo...wn...) = C(wp)...C(wy)...
Langage et sous-décalage. Le langage de la substitution ¢ est ’ensemble :
L = {facteurs de ("(a) : n >0, o € A}
et le sous-décalage associé a ( est la restriction du décalage S a
Xe={re AN : L(z) C L}

Lemme 1 Soit { une substitution sur un alphabet fini A et « € A. Si a est un préfive de ()
alors pour tout n € N, ("(a) est un préfive de ("1(a).

Démonstration. Si ("(a) = (" (a)w alors (" (a) = ((("Ha)w) = "(a)¢(w) et le
lemme en découle par récurrence. [

Proposition 1 Si { est une substitution sur un alphabet fini A, alors il existe un mot infini
u € AN et un entier k > 1 tels que ¢*(u) = u (u est un point périodique).

Si Uhypothése lim, . |(" ()| = oo est valable pour toute lettre o € A, alors il existe un point
périodique u € AN de la forme

uw= lim ¢*(p3)

n—oo

ol B €A etk eN*.

Démonstration. Soit o € A. Comme A est fini, il existe des entiers ¢ > p > 1 tels que (P(«)
et (?(a) débutent par la méme lettre 3. Soit k = ¢ — p. Si ¢¥(B8) = B alors u = 38...3... vérifie
¢F(u) = u. Si ‘Ck(ﬁ)’ > 2, alors ‘Ck”(ﬁ)‘ >n+1— oco. De plus, le lemme précédent montre que
¢*™(B) est un préfixe de (¥t (B). Cela permet de définir un mot u € AN par u; = la i-eme
lettre de ¢¥"(3) pour tout n tel que |¢¥(3)| > i + 1. Par construction ¢*(u) = u. O

Hypotheses
(i) Yo € A, lim, o [¢" ()| = o0,
(ii) Jap € A, ((a) = ag....

Remarques. 1. Généralement, on se ramene & U'hypothese (ii) en considérant une puissance
de C.
2. Attention on n’a pas toujours L. = L¢. Exemple : A = {0,1,2} et ¢(0) =1, {(1) =2, {(2) =
22.

Notation. Lorsqu'une lettre « est telle que ((a) débute par «, on note (*°(«) le point fixe
défini par les itérés de (" (a).

Exemple. A= {0,1}, ¢(0) =01 et {(1) = 10 admet deux points fixes

¢>(0) = 0110101001...
¢%°(1) = 1001010110...
La suite u = ¢*°(0) s’appelle la suite de Thue-Morse. Cette suite n’est pas périodique, ni & partir
d’un certain rang car :
u = ((up)C(u1)...¢(ug) = (wour)(ugus)...(uokuok+1)

et donc ugy = uy et uggy1 # ug pour tout k. Si p > 2 était une période, on aurait avec k =p — 1,
Ul = Up4p = U2k+1 Mais cela contredit uopy1 # ug. Pour la périodicité & partir d'un certain rang,
il suffit de prendre une période p plus grande que le rang a partir du quel la suite est périodique.



3 Minimalité des substitutions primitives

Proposition 2 Soit ¢ une substitution vérifiant (i) et (ii). Le systéme dynamique (X = O(u = (*(«y), S)
est minimal ssi pour toute lettre o apparaissant dans u, il existe k > 1 tel que (¥(a) contienne la
lettre ap.

Démonstration. Si le systéeme est minimal la suite u est uniformément recurrente, par
conséquent tout facteur w de u est un facteur de tout facteur de w de longueur assez grande. Si
o est une lettre de u alors ¢¥(a) est un facteur de u et comme limy .o [¢¥(0)| = oo, pour k assez
grand w est un facteur de ¢¥(a). Ce qui montre que w = a apparait dans (¥ (o) lorsque k est assez
grand. Réciproquement, supposons que pour toute lettre o apparaissant dans u, il existe k > 1 tel
que ¢*(a) contienne la lettre aig. Si ¢*(a) = vagw alors (¥ (a) = ¢(v)( ()¢ (w) contient aussi ay.
Par conséquent, on peut trouver un entier ko tel que (¥ () contienne oy pour tout lettre o de u.
Cela montre que tout facteur de u de longueur > N = 2 x max{|¢*(a)| : a € A} contient ag. Siw
est facteur quelconque, il existe ng tel que w soit un facteur de (" (o). Maintenant si u = myma...
o chaque m; est un mot contenant o et de longueur < N alors u = ("™ (mq)(™ (ms)... et chaque
facteur (" (m;) contient w et a une longueur majorée indépendament de i. O

Définition 2 1. Une substitution ¢ sur un alphabet fini A est irréductible si pour toute couple de
lettre (v, B), il existe un entier k > 1 tel que 3 soit une lettre de ¢*(a).

2. C est primitive si il existe un entier k > 1 tel que pour tout couple de lettre (v, 3), B soit une
lettre de C*(a).

Observons que la condition (i) est automatiquement satisfaite par une substitution primitive
(card A > 2) et que la condition (ii) est satisfaite par une puissance de la substitution.

Lemme 2 Soit { une substitution sur un alphabet fini A.

1. Si ¢ est primitive, alors il existe un entier ko tel que pour tout k > ko et tout couple de lettre
(o, B), B soit une lettre de C*(a).

2. Supposons que ¢ vérifie (ii). Alors ¢ irréductible = ¢ primitive.

Démonstration. 1. Supposons ¢ primitive. Soit kg tel que pour tout couple de lettre («, §),
3 soit une lettre de ¢*(a). Si k > ko, ¢¥(a) = ¢*(w) ott le mot w = ¢¥~%0(a) contient au moins
une lettre, son image par (¥ contient donc 3.
2. Soit ag € A tel que ag soit un préfixe de ((ag). Supposons ( irréductible. Pour chaque a € A,
il existe n, > 1 tel que «a soit un facteur (™ (agp). Comme les (" () se prolongent mutuellement,
les mots (" (ap) ol n > m = max,ec4 Mo, contiennent tous, toutes les lettres de .A. De plus pour
chaque a € A, il existe k, tel que ag soit un facteur de (¥~ (a). Prenons k = m + maxaec.4 ko. Soit
a € A. Comme n =k — k, > m, le mot ¢¥(a) = ("(¢*(a)) contient toutes les lettres de A. [J

Proposition 3 Si { est une substitution primitive sur un alphabet A alors pour tout entier n > 1,

Démonstration. Il suffit de montrer que £¢ = L¢n. Par définition, L¢» C L¢. Inversement
soit w € L¢. Par définition w est un facteur de ¢ k () pour un certain entier k£ > 1 et une certaine
lettre a,,. Comme ( est primitive, il existe un entier p > 1 tel que «,, soit un facteur de ¢9(«)
pour tout a € A et tout ¢ > p. w est donc un facteur (¥T9(a) pour tout o € A et tout ¢ > p.
Ainsi w est un facteur de ("™ («) pour m assez grand. O

Proposition 4 Si { est une substitution primitive sur un alphabet A, alors O(u) = X, pour tout
point fize u € AN de (.

Démonstration. Comme X est fermé et comme u € X, W C X¢. Inversement, soit
v € X¢ et w un préfixe de v. w un facteur ("(a) pour un certain n et une certaine lettre a. On
sait que « est une lettre de ¢*(ap) ot ag est la premiere lettre de u, donc w est un facteur de
¢"**(ap). Par conséquent w est un facteur de u et donc S™u € [w] pour un certain entier m. OJ

Proposition 5 Soit ( une substitution vérifiant (i) et (ii). Supposons A C Up>1L({"(w)). Le
systéme dynamique (X, S) est minimal ssi ¢ est primitive.



Démonstration. Supposons ¢ primitive. D’apres la proposition précédente, X, = O(u = (*(ap)).

De plus par définition de la primitivité, pour tout a € A, il existe n tel que g soit une lettre de
¢"(a). Comme ¢ vérifie (i) et (ii), d’apres la premiere proposition du paragraphe, (X; = O(u), S)
est minimal. Réciproquement, si (X¢,.S) est minimal alors O(u) = X.. Par hypothese A C L(u),
donc pour tout lettre 3 € A, il existe kg tel que B € L(¢*(ap)). Pour chaque lettre §3,
B € L(C*+(ayp)) car ap apparait dans ((ag). Donc, B € L(¢"(ayp)) pour tout n > kz. Donc
il existe N tel que pour tout 3 € A, 8 € L(¢(V(ap)). Enfin par minimalité, il existe [ tel que ag
soit un facteur de tout facteur w de u de longueur > [. D’apres (i), il existe M tel que pour tout
a € A, la longueur de ¢(M(a) soit > I. On en déduit que toute lettre 3 apparait dans (V1M (q)
quelque soit la lettre . O

4 Matrice d’une substitution

Notation. Pour un mot w de A* et o une lettre, |m|, désigne le nombre d’occurences de o dans
w et L(w) désigne le vecteur de R dont les composantes sont les |m|,.

Définition 3 Soit ¢ une substitution sur A = {1,...,d}. La matrice de M = M({) € M4(R) est
definie par
Mij = [C(G)I;

Proposition 6 Soit ¢ une substitution sur A = {1,...,d} de matricce M = M((). Pour un mot
we A", on a
L(¢(w)) = M L(w).

Remarque. La matrice M est “I’abélianisée” de la substitution (.
La matrice d’une substitution est définie pour n’importe quel alphabet fini en numérotant les

éléments de I'alphabet. Il est clair que si ¢ et ¢’ sont deux substitutions sur un méme alphabet,
alors M(C o ¢') = M()M(C').

Définition 4 Soit matrice M = (m;;) € Ma(R) a coefficients positifs.

1. On dit que M est irréductible si pour tout i et j, il existe k > 1 tel que mgf) > 0 ou les mz(»;c)
sont les coefficients de la matrice M*.

(k)

2. On dit que M est primitive st il existe k tel que pour tout i et j, m,.

J > 0.

On vérifie facilement que M irréductible < ( irréductible et que M primitive < ¢ primitive.

Notation. Pour X € R? | X| désigne le vecteur de R? dont les composantes sont les valeurs
absolues de celles de X. Une inégalité X > Y ou X > Y signifie que les composantes de X sont >
ou > a celles de Y.

Théoréme 1 (Perron-Frobenius). Soit M € M4(R) une matrice & coefficients positifs. Sup-
posons M primitive. Alors il existe une valeur propre 6 > 0 telle que

- toutes les autres valeurs propres de M ont un module < 6 (0 est dominante),

- 0 est simple (la multiplicité de 0 dans le polynéme caractéristique est 1),

- il existe un vecteur propre Xg a composantes > 0 associé a la valeur propre 0.
-pourtoutYeRd, Y>0et MY >0Y = MY =0Y.

Démonstration. 1. Fixons ng tel que tous les coeflicients mgm) de M™° soient > 0. Soit
O =sup{A>0:3X e R, X #0, MX > AX}. 6 >0 car si X # 0 a ses composantes > 0 alors
MM™X >0 et donc MM™X > eM™ X pour £ > 0 suffisament petit. On peut normaliser les
X non nuls de R%, par la somme de leurs composantes = 1. Soit (X,,) et (\,) tels que A\, — 6
et M, X, > A\, X, pour tout n. A extraction pres, on peut supposer que X, — Xy. On a alors
MXy > Xp.

2. Montrons que si Y est vecteur non nul dont les composantes sont > 0, alors I'inégalité
MY > 0Y entraine MY = 0Y. Supposons que 'une des composantes de Z = MY — 0Y soit > 0.
Comme tous les coefficients de M™ sont > 0, on a M™Z > eM™Y ou ¢ > 0. Par conséquent,

MM™Y = M"™MY = M"™(0Y + Z) > (§ + ) M™Y



ce qui contredit la définition de 6.

3. Par conséquent, M Xy = 6Xy. De plus, comme M" Xy = 0"° Xy, les composantes de Xy
sont > 0.

4. Montrons que dim(ker M — 6I) = 1. Sinon il existe un vecteur propre X associé & 6
indépendant de Xy. Pour un bon choix de ¢ > 0 et s on peut supposer que les coordonnées de
Y = tXy + sX sont > 0 et qu'au moins 'une d’entre elles est nulle. Cela contredit le fait que
toutes les coordonnées de ™Y = M™Y sont > 0.

5. Soit X = (x;)i=1,... 4 un vecteur propre associé¢ & A € C. On suppose A # 0. Si [A| > 6, alors
M|X| > |[MX| = |AX| = |\ |X] > 6|X] donc |X| est Xy sont proportionels et M |X| = 0|X]|.
Maintenant, X n’est pas proportionnel & |X| car X et Xy sont linéairement indépendants. Par
conséquent, pour un ¢ quelconque,

d d
[A"0x;| = ng;g)l‘j < Zml(-?o) |z ;| = 6™ |z

Jj=1 Jj=1

ce qui contredit |A| > 6.
6. Supposons (ker M — 0I)? # (ker M — 0I). Soit Y € (ker M — 01)*\(ker M — 0I). X =
MY — 0Y € ker(M — 6I)\{0}. Une récurrence facile montre que

M"Y =6™Y +nf" "1 X.

Pour n assez grand, n | X| > 30 |Y| car X = aXjy et les composantes de Xy sont > 0. On en déduit
que
M™|Y|> 6" (n|X|-0]Y]) >20"|Y].

En appliquant les points 1 et 2 & M™, on en déduit que M™ a une valeur propre de module > 20".
Or les valeurs propres de M™ ont toutes un module < 6™ (il existe une base dans laquelle M est
triangulaire), d’ott une contradiction. [J

Corollaire 1 Soit M € My(R) une matrice & coefficients positifs. Supposons M primitive. Ap-
pelons 8 la valeur propre dominante de M, X4 > 0 un vecteur propre a droite de M et X, > 0 un
vecteur propre a gauche tel que X;Xd = 1. Alors pour tout vecteur X € R?,

S S,
lim e—nM X = (X, X)Xq.

n—oo

De plus la vitesse de convergence de la suite est géométrique.

Démonstration. Comme la multiplicité de 6 est 1, le polynéme caractéristique de M est de la
forme s(\) = (=1)4(A —0)Q(\) ot Q(f) # 0. Appelons p le maximum des modules des racines de
Q. D’apres le théoréme précédent p < . Il existe des polynomes A et B tels que A(A\—0)+BQ = 1.
Considérons les matrices R = A(M)(M —0I) et Py = B(M)Q(M). La relation A(A—0)+BQ =1
montre que I = Py + R. Comme (M) = 0, on a MPy = Py, donc M™ = 6"Py + M"R. Le
sous espace F' = Im R est stable par M et le polynéome ) annule la restriction de M a F. Par
conséquent, les valeurs propres de la restriction de M a F ont un module < u. La décomposition
en diagonal + nilpotent, montre alors que pour tout Y € F|

M"Y || < Crp™nt |IY ],
et donc pour tout X € R¢,
[M"RX|| < Cip"n |RX|| < Cpn® | X ||

On en déduit que la suite de matrices Q%M ™ converge vers la matrice Py & une vitesse géométrique.
Comme »(M) =0, (M — 0I)Py = 0, donc pour tout X € R4, il existe a € R tel que PpX = aXy.
Finalement,

1
g XGM"X = X(X — X[(PX) = aX Xy =,

donc a = X.X et EM"X — PyX = (X.X)Xy. O



5 Unique ergodicité

Nous avons vu que l'unique ergodicité d’un systeme dynamique défini par une suite v de AN est
liée a la fréquence d’apparition des mots dans la suite . Commencons par les mots réduits a une
lettre.

5.1 Fréquence des lettres
Proposition 7 Soit { une substitution primitive sur A = {1,...,d} (d > 2) de matrice M. Alors

pour tout o € A,
n n
i @) _ @)
n—oo |C"(a)| n— oo on

= (XyL(a))

ou Xg4 est un vecteur propre positif a droite associé a la valeur propre dominante de M dont la
somme des composantes vaut 1 et X, est un vecteur propre positif a gauche associé a la valeur
propre dominante de M tel que X;.Xd = 1. De plus la vitesse de convergence est géométrique.

Démonstration. Par définition de la matrice M, L(¢("(«)) = M"L(a). Comme M est
primitive, grace au corollaire précédent, on obtient, avec une vitesse de convergence géométrique,

lim w = (X, L(a)) X4

n—oo

ou ¢ est la valeur propre dominante et X, et X4 sont des vecteurs propres a gauche et a droite
tels que X;Xd = 1. On peut supposer que la somme des composantes de Xy est 1. Notons 1 le

vecteur ligne de composantes 1,...,1. On a, avec une vitesse de convergence géométrique,
M) 1L (@)
nlLII;O = nlLH;o — g = (X;L(a))1Xy = (X, L(a)),
donc

o LC @)
o)

On déduit de la démonstration :

Corollaire 2 Avec les mémes hypothéses, pour tout a € A,

¢ ()]

lim —— =40.

n—oo [("(a)

ot 0 est la valeur propre dominante de la matrice de .

Lemme 3 Soit { une substitution primitive sur A = {1,...,d} (d > 2) de matrice M. Alors la
valeur propre dominante 8 de la matrice de ¢ est > 1.

Démonstration. Soit M la matrice de (. Comme ( est primitive, il existe k tel que pour
chaque a € A, |¢F (a)’ > 2. Ainsi pour tout n, ’(’“" (a)’ > 2" donc d’apres la proposition, 85" > ¢2»
pour tout n > 0 ce qui montre que 8 > 1. [

5.2 Fréquence des facteurs

Notation. Pour tout couple de mots v,w € A" on note |v|,, le nombre d’occurences de w dans v.

Proposition 8 Soit ¢ une substitution primitive sur A = {1,...,d} (d > 2) de matrice M et
vérifiant (i) et (i1). Soit m € Lq. Il existe un nombre f,, €]0,1] tel que pour tout o € A,

()]
lim ——2 = f,,,
A (o)

la vitesse de convergence étant géométrique.



Démonstration. 1. Soit [ = |m| et A; 'ensemble des mots de longueurs ! du langage L. On
va utiliser le résultat sur la fréquence des lettres en introduisant une substitution ¢; sur I’alphabet
Aj;. Pour chaque entier n > 0, introduisons préalablement une application F; de £¢ dans A} définie
par, si N >1

Fi(ay....an) = (ay...a;)(azg...ai41)...(an—141...aN),
et si N <l
Fl(al...aN) =&

le mot vide. On définit de méme Fj sur X,. Pour un mot w = wy...w, et k un entier < n notons
W< = Wi...W. Soit w = wy..w; € A; et

V= V1)) = C(w)

son image par ¢. Soit 7: A — A* une substitution telle que 7(£¢) C L¢. On définit 7(w) par

Tl(w) = E(T(w)gh(wl)\—&-l—l) = (Ul~~-vl)(v2~'~vl+l)~“(v|7—(w1)|'~~U\T(w1)|+l—1)~

On étend cette définition & A} par concaténation. L’'image de w par 7; a donc le méme nombre de
lettre que 7(wy).
Remarquons que pour tout mot m € L¢, on a avec M = Fj(m),

(1) TI(M) = Fl(T(m)S|T(mg\m\fl+1)|+l—1)'

2. Soit ¢ et 7 deux substitutions laissant stable £,. Montrons que (g o 7); = o7 0 7. Soit
w = wi...w; € A;. Appliquons la formule précédente a 7 et ¢ o 7, on obtient

m(w) = Fi(7(W) < |7 (wy)|+1-1)
(0 o) i(w) = Fi(T(W)<|oor(w:)|+i—1)5

de méme

= E(U(T(w)S‘T('wl)H‘l—l)fla(T(Uﬂ)H‘l—l)
( ))SIU(T(w1)|+l71)'

Par conséquent (o o7); =0, 07.
3.

Lemme 4 Siu = ugu;y...est un point fize de ¢ alors la suite U = Fj(u) = UgUy... est un point fize
de Cl-

Preuve du lemme. Comme ((u) = u, (Uo) = Fy(uo-..u|¢(up)|—141—1), done §;(Up) commence
par la lettre Uy. Cela montre que la suite ((;)™(Up), n > 0, converge vers un point fixe V' de (.
Or d’apres la formule (1) et Iégalité (¢™); = ()™,

()" (Uo) = (¢")i(Uo) = Fi(¢" (Vo) <|¢n (uo) —1+1-1) = Filt<ien(ug)—141-1) = U< (ug)|—1-

Donc U =V. O
4.

Lemme 5 Si ¢ vérifie (i) et (i), alors ¢ primitive = (; primitive

Démonstration. Comme (; vérifie (ii), il suffit de prouver que (; est irréductible. Soit w et
v € A;. Comme ( est primitive, il existe ng tel que (" (w) contienne la premiere lettre uy d’'un
point fixe u de ¢. Quitte & augmenter ng, on peut supposer que Uy, la premiere lettre de U = Fj(u),
est un facteur de ("°(w) et donc une lettre de (" (w). Comme A; C L = L(u), v € L(u). Par
conséquent, v est une lettre de Fj(u). Par conséquent, il existe ny tel que v soit une lettre de
"'(Up). Finalement v est une lettre de ¢/ (w). O

5.



Lemme 6 Si { primitive, alors pour tout I > 2, les matrices M et M; de ¢ et {; ont la méme
valeur propre dominante.

Démonstration. D’apres la proposition sur la fréquence des lettres,

G )] _

lim =————— =6,
oo |((w)]
pour tout w € A;. Mais |(J*(w)| = [¢"(w1)|, donc la méme limite avec ¢, donne 6; = 6. O

Fin de la démonstration de la proposition. D’apres la proposition sur la fréquence des

W)n converge vers un vecteur strictement positif qui ne dépend pas de
1

w e A Or (("(w) = Fi(¢"(w)<|¢n(wy)|+1—1) donc pour tout v € A,

" (w)l, <G (W), < |¢" (w)l, + 1.

lettres, la suite (

Finalement, comme |(]*(w)| = [(™(w1)], pour tout v € A;,
n—oo |G (w)]  n—oo [¢7(wy)]

et ne dépend pas de w. OJ

5.3 Unique ergodicité

Théoreme 2 (P. Michel). Soit ¢ une substitution sur un alphabet fini A vérifiant (i) et (ii). Si
¢ est primitive alors (X¢,S) est uniquement ergodique.

Démonstration. Soit u € AN un point fixe de ¢. On sait que ’'adhérence de orbite O(u) sous
laction du décalage S est égale a X. Il suffit donc de vérifier que tout facteur w (de longueur
fini) de u & une fréquence uniforme, i.e.

NN et = fu

uniformément en j. Pour utiliser la proposition sur la fréquence limite des facteurs des mots de la
forme (" (), nous devons comparer les mots u;...u;4+n avec des mots de la forme ¢"(a).

Lemme 7 Soit ¢ une substitution. Soitv € L¢, v # ¢, et K = maxqea |((a)|. Il existe un entier
n>0et2n+1 motsv?,...,v" w1t . w® € A* (il n’y a pas de w' lorsque n = 0) tels que

v =0C").." " H ()T wY).LC(wh ),
vy £ € et |vz| , |w2| <2K,i=0,...,n.

Preuve du lemme. Par définition, pour chaque v € L¢, il existe o € A et n tel que v soit
un facteur de (" (). Choisissons pour chaque v, «, et n, tels que n, soit minimal. Prouvons le
lemme par récurrence sur n,. Si |[v| < 2K, on prend n =0 et v° = v. Sin, <1 alors [v| < K et le
cas précédent s’applique. Supposons n, > 2 et |v| > 2K. Il existe des mots u et w tels que

wow = (" () = (¢ Haw))
=({(ay...am) = C(a1)...C(am).

Comme |v| > 2K, il existe i et j tels que i +2 < j et le mot v soit un facteur ((a;)...{(a;) mais ne
soit un facteur ni de (a;41)...¢(a;) ni de ((a;)...((a;j—1). Par conséquent, il existe des mots v et
w® de longueur < K et un facteur v’ de a;...a; contenant a;yi...a;_1, tels que

v =v¢(v)w’.

II ne reste plus qu’a appliquer ’hypothese de récurrence & v’ car v'est facteur de (™~ (). O



Appliquons le lemme a v = u;...uj4n. On a
N+1=Jo] =Y [¢'()] + D [¢"wh)].
i<n <n
Le facteur w peut apparaitre a 'intérieur des mots v* ou w* donc
[why = D@, + D [C @),
i<n i<n

Le facteur w peut aussi débuter dans un v’ sans étre un facteur de v, il y a au plus |w| telles
positions de w dans v*, donc

[l < D 1CT @D, + D [C )], + 20+ 1) ful.
i<n i<n

La proposition sur la fréquence des facteurs dit que pour chaque lettre o € A,

cel,

- Cyp'
Ci(a)] =or

olt p € [0,1] et donc ||¢*(e) » — Ju |C(@)]] < Cp! |¢*(@)|. En sommant sur les lettres d’un mot,
on obtient pour tout mot m, en tenant compte de I’apparition eventuelle de w dans (*(m) sans
étre facteur de ¢*(m;),

|[¢*(m)],, = fu ¢ (m)[| < Cp" [ (m)] + m] ]

En sommant, on obtient,

[l = fo(N +1)] < COQ (0" [¢H )] + [0 ) + (0" [¢* ()] + [w] [w!]) + (204 1) ]

i<n i<n
et donc

. <O (] + 3 G| + (2n+ DRK +1) fu)).

|U|w - fw
N+ 1 i<n i<n

11 nous suffit de montrer qu’il y a convergence vers 0 uniforme en les v? et w’. Soit 6 la valeur
propre dominante, comme ( est primitive, 6 > 1. Comme v,, # ¢,

(N +1) 2 [¢"(vn)] = "

ou ¢ ne dépend pas de v,. De plus comme |U1‘ < 2K, |Ci(vi)f < Af ott A ne dépend pas de v'.
Donc

1
n+1

i<n <n
CA210™ 1 C(2n+1)(2K +1)
~ ¢ 0"(p-1) com

vl 0.
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