DEVELOPPEMENT EN FRACTIONS CONTINUES

1 Théoréme de Dirichlet

Notation. Soit z un réel. [z] désigne la partie entiere de z, {x} la partie fraction-
naire de z et ||z|| désigne la distance a 'entier le plus proche.

Théoreme 1 Soit 6 un réel et Q un entier > 2. Alors il existe un entier q tel que
1
0<qg<Q et quﬂgé.

Démonstration. Considérons les () + 1 nombres

0, 1, {6}, {20}, ... . {(Q —1)6}.

Il sont tous dans l'intervalle [0,1]. Un des ) intervalles %7 %], kE=0,.,Q—1,
contient deux de ces nombres. Donc il existe des entiers aq, aq, by et by tels que
1
0 S ap 7é a9 S Q et |<CL1¢9— bl> - (GQQ—b2)| S @

Il suffit de prendre ¢ = |a; — a;|.00

Corollaire 1 Soit 0 un réel et QQ un entier > 2. Alors il existe un rationnel p/q tel

que
1

q_Q .

0<qg<Q et ‘Q—E‘S

q

2 Définition du développement

Définition 1 Soit 0 un réel. On dit qu’une fraction p/q, p € Z et q € N*, est une
meilleure approximation de 0 si

g0l = g6 — p| et Vk € {1,....,q — 1}, [[kO]] > [|q0]| -

Exemples. 1. Si p est entier le plus proche de 6 alors la fraction p/1 est une
meilleure approximation de 6.
2. 22/7 est une meilleure approximation de 7.

Remarque. L’ensemble des meilleures approximations d’un réel 6 est fini ssi
0 est rationnel.

Si p est Uentier le plus proche de 6 alors p/1 est une meilleure approximation.
Ainsi pour tout meilleure approximation p/q avec ¢ > 1 on a [|¢8]| < [|0]] < 3,
on en déduit que p est unique. On ordonne l’ensemble des dénominateurs des
meilleures approximations par ordre croissant, on obtient une suite strictement crois-
sante d’entiers (gy ), finie ou infinie avec gy = 1. Choisissons py tel que ||0]] = |6 — po
et pour chaque n > 1 appelons p,, 'unique entier tel que ||g,0|| = |g.0 — pn|. Par
définition la suite || g, 0|| est strictement décroissante et l'intervalle {¢,+1, ..., g,s1—1}
ne contient aucun dénominateurs de meilleures approximation..

Notations : ¢, = ¢,0 — p, et 7, = || = ||@.0|.
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Proposition 1 Soit 6 € R\Q.
1. Pour toutn >0, on a gy < 1.
2. La suite (pn/qn)nen tend vers 6.

Démonstration. 1. Utilisons le théoreme de Dirichlet avec ) = ¢,y1. 1l
existe ¢ € {1, ..., gnr1 — 1} tel que [|¢f]| < 1/¢n41. Mais par définition des meilleures
approximations

o = i ko
Jestgl e mim 1KO],
dott [lg.f) < -1
2. On a . . .
p
dn dn qn Gndn+1

et ¢, — oo quand n — oo.
Lemme 1 ¢,0 — p, et ¢,110 — ppr1 ont des signes opposés.

Démonstration. Sinon |, —&,41| < |&,| et on aurait |¢f —p| < r, avec
q = |qni1 — qu| < @ni1 ce qui contredit la définition de g,,41.

Lemme 2 Pourn > 0, ¢u11Pn — @nPn+1 = 1.
Démonstration. On a

qn+1Pn — nPn+1 = Gn+1Pn — QnQn-HQ + QnQn—l—lH — GnPn+1
= Qn-l-l(pn - %LH) + QTL(Qn—He - pn+1)-

Comme les signes de (p, — ¢,0) et (pnr1 — gni16) sont opposés, on a
|tn1Pn = @nPrs1] = GnarTn + Gnrnga

Or ¢urps1 < Gne1rn < 1, donc |gu11Pn — @upPns1| < 2. Finalement si ¢, 41 existe alors
Ty, > 0, par conséquent l'entier |g,. 1P, — gnpnr1| ne peut valoir que 1.0J

Corollaires de la démonstration :
Corollaire 2 ¢, 1p, — @upni1 a le signe opposé de q,0 — p,.
Corollaire 3 ¢,11Pn — Gupni1 = —(ann—l - Qn—1pn)~
Corollaire 4 ¢, 17, + ¢prni1 = 1.

Notation. Pour n > 1, on pose a, = [_].

Lemme 3 Pourn >1 on a
1. Gny1 = Ang1n + Go-1,
2. Pn+1 = Qn1Pn + Pn-1,
3. En+l = An+1€n + En-1,
4' Tp—1 = Qn4+1Tn + Tnt1-



Démonstration. Comme n+1Pn — QnPn+1 = _(qnpn—l - Qn—lpn)a on a

Pn(@nt1 — Gn-1) = @n(Pns1 — Pn-1)-

Comme ¢,+1Pn — @nPni1 = =1, p, et g, sont premiers entre eux, donc ¢,+1 — @n,—1 est
un multiple de ¢, : ¢ut1 — @1 = aq, avec a € N. D’ou p,(aq,) = ¢u(Pn+1 — Pn-1)
et Pn+1 — Pn—1 = aPp.-
Comme ¢, > ¢,_1 on a a = [%]. Multiplions la relation 1 par € et 6tons lui 2 ,
on obtient

En+l = Qn+1En + Ep—1.

Finalement, la relation 4 découle 3 et des signes. [J
Corollaire 5 a1 = [2=].
Démonstration. On utilise 4 et I'inégalité r,, > r,1.0]

Tn

Notations Pour n > 1, on pose 6, =

Tn—1"
Lemme 4 Pourn>1 on a a,i1 = [5] et 0,41 = {5-}.
Démonstration. On a
0 o T'n41 o Tn—1 — An41Tn o 1
nt+l = = ~ a0 An+1;
n rn n

et comme 6,41 € [0, 1], on obtient {5~} = 0,41 et [5-] = apy1.0

D’apres ce qui précede la connaissance pour n > 1 de 0,,, ¢n, Pn, ¢n-1, €t Pn_1
permet de déterminer 6,1, ¢,+1 €t pnr1. Isolons des relations qui permettent de
passer de I’étape n a la suivante :

1
9n+1 = {9_}7
1
ap+1 = [e_]a
Gn+1 = OQnt1Qn + Gn-1,

Dnt+1 = Qnt1Pn + Pn—1-

Examinons le cas n = 0.

Cas1:0¢€la,a+ 3| otacZ

Onaqg =1, pop =a, g =0 —a > 0. On voit facilement que ¢; = [ﬁ] > 2 et
p1 = aqi + 1. On obtient alors

2] =qQ = [1], e1=q(0—a)—1 <0et 6, S L g0 —a) :{9 1 b

al:[qo 6 To 0—a —a

Posons q-1 =0, p-1=1lonacy=—-1ry=1et b =" =0—a={0}etles
relations précédentes sont encore vraies pour n = 0.
Cas2:0€la+3,a+1[ota€cZ.



=1 p=a+1g=0—(a+1)<0. On voit facilement que q; = [——] > 2 et

a+1—60
p1 = (a+ 1) — 1. On obtient alors

qQ 1

a [QO] q [a—i— 11— 9]> ar=ql—a-1)+ 1€0 + e
T 1— [—a L J70 1
70 70 a+1-—46

Partons des mémes conditions initiales que dans les cas précédent : ¢_; =0, p_1 =1,
go = 1 et pg = a. On obtient successivement

T 1
5_1:—1, 50:9—0,, Qozr—ie—a:{e}, a0:[9_a]21,
puis
1 1 T
=1 = 1 =60— ), 0={—}=—-1=—
q1 y P1 a—+ , €1 (CL+ )7 1 {00} 90 7"0,
puis
1 1 1+{5} 1
b = {rt =0+t ={—0 )t ={—}
o) {% {37 7%
1+{g:}
1 1 1 1
EEREIE S Ak S it ek § 7 ek b g
THEY g
car 0y €]3,1[= 0y = ﬁ, de méme
9
1 1
a =[] =1 -1,
S
et
e —1 —=
@ = ({=5]-Da+tw=l—7]
pe = (=)= Umtm = =)+ 1)

Finalement, on obtient les mémes suites (6, pp, ¢,) décalées d’'un indice. On peut
donc pour tous les § € R\Z partir du systeme de conditions initiales

g1 =0,p1=1,q =1, po =0 et Oy = {0}.
Finalement on obtient
Théoréme 2 Soit § € R\Z. Posons
g1 =0, p1 =1,
go=1, po=1[0] et o = {6}.
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La suite des fractions (p,/q,) définie par les relations de récurrence pour n > 0

1
en = et
+1 {en}
1
apy1 = [5]7
Gn+1 = Qnt1Qn + Gn-1,
Dnt1l = Qny1Pn + Pn-i

contient toutes les meilleures approximations de 0 et p,/q, est meilleure approxima-
tion pour tous lesn > 1.

En posant ag = [f], on obtient le processus suivant
1 1 1

= Q +——
a, + 6h ’ a; + —*

9:a0+00:a0+

qui continue tant que #,, n’est pas nul.
Vocabulaire : les fractions p,/q, s’appellent les réduites et les entiers a,, les coef-
ficients ou les quotients partiels.

Définition 2 Soit xo € R et xq,...,x, des réels strictement positifs. On définit

1
[20] = o, [To;21] = W0 + —,
T
et par récurrence sur k € {1,....,n} on définit
1
[ivo;xh 73%] = [$0§$1; ey Tho1 T I_k] = [Io;xh e [l‘k—l,ﬂﬁk“.

Proposition 2 Soit 6 un réel. Avec les notations du théoréme précédent et ay = [0,
supposons que Oy, ...., 0, soient définis alors ,

n— 971 n n
0 = |ap; a1y ..., p_1,a, + 0, = Pn1On + Pn et Pn _ lag; ay, ..., ag].

QTLfleTL + Gn qn

Démonstration.
On procede par récurrence.

On a bien 6 = [ag + 6y] et pour tout n, 6, 1 = ﬁ donc
1
0 = [ao; ar, ..., G2, Gp1H+0p—1] = [ao; a1, ...; a1+ | = lao; as, ..., an_1, an+0y,).
a, + 6,
De méme

_ p”_Qm + Pn—1 _ Pn—2 +pn—1(an + 071) - pn—len + Dn

_ pn—?‘gn—l + DPn-1 o _
Gn—20n-1 + qn-1 (]n—Qm + qn-1 Gn—2 + Qn-1(an +6,) Gn-10n + Gn

7

Proposition 3 Soit 6 € R\Q. On a 6 = lim,,_.[ag; a1, ..., a,] 00 a9 = [0] et les a,,
n > 1, sont définis dans le théoréme précédent. On écrit 0 = [ag; aq, ..., ap, ....] €t la
suite des fractions [ag; aq, ..., a,| s’appelle le développement en fraction continue de
x.



Démonstration. [ag;ay,....a,] =2 — 6. O

SR

Théoréme 3 Soit (a,)nen une suite d’entiers telle que a, > 1 pour tout n > 1.
Alors la suite (x,) définie par x, = [ag;ay,...,a,] converge vers un irrationnel 0
dont la suite des quotients partiels est la suite (a,). De plus, si (b,) est une autre
suite d’entiers telle que b, > 1 pour tout n > 1 et telle que 6 = lim,,_,[bo; b1, ..., by
alors a, = b, pour tout n € N.

Démonstration : cf. Hardy and Wright.

3 Cylindres

Considérons I'application T' 3]0, 1[— [0, 1[ définie par T'(x) = {2} et la suite d’intervalles
Lo=15,10 L =]5, 5] In =l 2o La suite d’intervalles (I,,),>1 forme une
partition ]0, 1] et pour tout 6 €]0,1[ le n-ieme quotient partiel a,, si il existe, est
déterminer par la relation 7" *(z) € I,, (T° = Id). Posons B =]0,1[\Q. Comme
pour z €]0,1[onaz € Q & T(x) € Q, T est une surjection de B sur B.

Définition 3 Soit ay, ..., a, des entiers > 1. On appelle B(ay, ..., a,) l'ensemble des
0 appartenant a B tels que T*Y(x) € I,, pour k = 1,...n. B(ai,...,a,) s’appelle
un cylindre de longueur n.

Proposition 4 1. B(ay,...,a,) N B(by,....b,) ZD <= ar, =bx, k =1,....,n.

2. B(ay, ..., an) = Ugen=B(aq, ..., ay, a).

3. Pour tout n > 1, et tout ay, ...,a, € N*, B=T"(B(ay,...,a,)).

4. Pourtoutn > 1, et tout ay, ..., a, € N*, considérons lapplication définie sur [0, 1]
par V(ay,...,a,)(x) = % ou les suites py et q. sont définies par les relations

de récurrences. On a B(ay, ...,a,) = V(ay, ..., a,)(]0, 1])\Q.
5. Pour tout aq,...,a,, a € N* on a

< |B(a1,a2, ...,an,a)\
~ |B(ay,ag,...,a,)]

i|B(a}| < 4|B(a)| .

Démonstration. 1. Soit z € B(ay, ..., a,) N B(by,...,b,) # 0 on a T*(z) €
I, N 1I,. Comme les I, sont disjoints on a aj = by.
2. Evident.
3. Récurrence sur n. Pour n = 1 évident.. Supposons B = T"(B(ag, ...,a,+1)) et
montrons que 7" (B(ay, ..., any1)) = B. Par définition B(ay, ..., an1) = Blag) N
T-1(B(as, ..., ant1)), donc

T(B(ai, ... an+1)) = T(B(a1))NB(az, ..., ant1) = BNB(az, ..., any1) = Blag, ..., ant1)

d’ott T B(ay, ..., any1) = T(T(B(ay, ..., any1))) = T"(B(as, ..., a,)) = B par hy-
pothese de récurrence.
4. Soit @ € B(ay, ..., a,) onaf = L=tfntPn oy g ¢ [0, 1], donc 6 € V(ay, ..., an) ([0, 1))\Q.

Gn—10n+qn



Par récurrence, on voit que V' (a;) oV (az)o...oV(a,) = V(ay,...,a,) car, si V(ay) o
V(ag)o...oV(an—1) = V(ay,...,a,_1) alors
V(ay) oV(ag) o...oV(a,)(x) = V(ay,...,an—1)(V(a,)(x))
1
pn72a T + Pn—1
= nt =V(ay,...,an)(x).

1
Gn—2 antx + Gn-1

Soit xy € B et z; € [0,1] tels que g = V(ay)(x1). On a alors 1 € B, Txg =, ©
et zg € B(ay). Soit 0 € V(ay,...,a,)([0,1])\Q. Montrons par récurrence que 6 €
B(ay,...,a,). On a6 =V(ay,...,a,)(z) avec x € [0, 1]. Posons 6, =V (aq, ..., a1)(z).
On a 0 = V(ay)(01) et 6, € [0,1] donc 0, € B, € B(ay) et T = 6;. D’apres
I'hypothesehypothése de récurrence 70 € B(aa, ..., a,) d’ou § € B(ay, ..., ay).

5. Soit a € N*. On a

! ! 1 1 1
Bl(ay, ..., a, :/ Vay,...,a,)(x dx:/ — —dr € [——m—, ]
|B(ay )| i [V (ay )()] N P [<Qn—1+Qn)2 q%]

dD’aprés 4., B(ay, ..., an,a) = V(aq, ..., a,)(V(a)([0, 1])\Q =V (ay, ..., a,) (V(a)([0, 1)) \Q))

|B(a1,...,an,a)]:/ |V'(a1,...,an)(x)|d:c:/
V(a)([0,1]) V(a)([0,1])

Par conséquent

2

1
dz.

gn—1% + Qn

V(@)(0.1)] % s < [Blar,eane)] < V(@)(0.1)] x
et 1 )
B)] ¥ o < [Bla. )| < |Ba)] x .
|B(a)] x M < |Bay, ., an, a)| < |B(a)| X 4B(ay, ..., an).0

Théoreme 4 de Borel-Bernstein. Soit o, une suite d’entiers > 1.

1. Si)y o ai < 400 alors pour presque tout 0 € B il existe un nombre fini de n
tel que a,(0) > a,.

2. Sy o, i = +00 alors pour presque tout 8 € B il existe une infinité de n tel
que a,(0) > ay,.

Démonstration. 1. Soit A, = {0 € B : a,(0) > a,}. On a

A, = U U B(ay,...,an_1,a),

donc
Al 2 Y Y Baanal<t Y Y Bl B
at,..., Ap—1 > Alyeees An—1 A>0n
1 1
= 4 B <4 — < (C—
2 POt =



On conclut avec le lemme de Borel-Cantelli.
2. Posons B, = {0 € B : a,(0) < a,,}. 1l suffit de montrer que pour tout p, N,>, By,
est négligeable. Posons B, , = (_, B, On a

|BP,Q‘ = Z Z |B(a17"‘7a¢J)| - Z Z Z |B(a17"'7atI)|

ai,...ap—1EN* a;<a;, i=p,...,q a1,...ap—1EN* a;<q;, i<q ag<aq
= > > (1Blar,ag-1)| = Y [Blar, ...a,)l)
ai,...ap—1EN* a;<a;, i<q ag>0yq
1
< > > (IBlar,vag 1) = > 1 [Blar, - ag-1)][Blag)])
ai,...ap—1€EN* a;<a;, i<q ag>oyg
C C
< Z Z |B(a1, ..., ag-1)| (1 = —) < [Bpg| (1 — —).
) (07 (0%
a1,...ap,16N* a; <oy, 1<q q q

Or 3y, o =+oo=[[2,(1-25)=0,donc |B,| =0.0



