ALGORITHME DE JACOBI-PERRON

1 Présentation géométrique de l’algorithme des fractions
continues

Considérons = €]0,1[, X = (x,1) € R? et la demi-droite D = R*X. Appelons e, ey la base
canonique de R2. La demi-droite D est incluse dans le cone CT(eq,e2) = {11 + 22€a : 71,72 €
RZ }. Cherchons un vecteur es de R? tel que
-e3=e1 +aey oua€ 7z,
-DcC C+(62,63),
- le cone CT(eq, e3) est le plus étroit possible, c’est & dire tel que a soit grand possible.
Ainsi les génératrice du cone seront a pente rationnelle et auront un pente la ”plus proche possible”
de la pente de la demi-droite D qui est x.

On écrit X = zeq +ex = z(eg + 1ey) = x({%}eg + (e1+[2]e2)) et e3 = e1 + [L]ez est le vecteur
cherché. On a X = z(Tx ey +e3) ot Tz = {1}. On recommence & partir de T e; + e3. On trouve
ainsi une suite de base de Z?2, (e, €nt1)n>1 telles que

X=aTz.T" ‘o (T zeni1 + enia).

Cherchons la matrice P, de changement de base de (e,,ent1) vers (en41,€n+2), par définition
1
ent2 = €n + [m] X €nti1 donc

Par conséquent,

X = 2Tz.T" 'z (T xeni1+ eni2)
- me...T"_lel...Pn( Tlx )

En écrivant e,412 = (pn,qn) € Z? on a
Pn—1 Pn Pn—1 Pn Pn  Pn+1
P..P,= et P,i1=
! " ( qn—1 dn ) ( dn—1 Adn > et ( dn dn+1 )

{ Pn+1 = Pn—1 + [lez]pn

Qn+1 = qn—-1 + [T%]Qn

donc

3

—

et
T = pn—lTnx +pn

qnflT‘naj + dn

et on retrouve les relations vérifiées par le développement en fraction continue.

2 Définition de l’algorithme de Jacobi Perron

eme

Notation. Dans tout ce paragraphe on désignera par z;, k;,... la @ coordonnée d’un élément

z, k,... de R%, R4+ ou N%,

Soit d un entier > 2. Considérons x €]0,1[x[0,1[4~!. Posons X = (z,1) € R¥*! et D = R*X.
Appelons ey, ..., eq41 la base canonique de R4t!. Cherchons un vecteur eqt2 de R4t tel que
- €442 = €1 + Zg:; a;eq, a; € N,
-De C+(€2, ...,ed+2),
- le cone C*(ea,...,eq12) est le "plus petit possible” (malheureusement il n’y a pas de notion
canonique de plus petit cone).



Imitons les fractions continues :

X = riey —+ ...+ Tq€q + €d+1
d T; 1
= xl(el + lz_; ;161' + ;ledJrl)
d x; 1 d T; 1
= x e +{—}e + (e1 + e+ [——]e ,
(et (g e + (e ol + [ leas)
on choisit
d T; 1
e =e1 + e + [——]e
sr =1t YL+ [ e
et on a
d x; 1
X = $1(;{;1}€i + {;l}ed-i—l + eqt2).
Posons
0 --- 0 1 22
10 0 [z2] i
Xy :
P(x) = 0 : et Y = 2y
() {30
Do 0 (B {7}
0 -~ 0 1 [X] 1

P(z) est la matrice de passage de la base (e, ..., e4+1) & labase (es, ..., e442) et la relation précédente
devient
X =z, P(2)Y.

En considérant I'application
T ]0,10x[0,1["= [0,1[

2= (2} (22 D),

la relation précédente s’écrit

X:le(x)( Tlx )

Si la premiere coordonnée de T'x est non nulle on peut utiliser le méme procédé avec ( 1 ala

place de X. Ainsi de suite, tant que la premiere coordonnée de T"z est non nulle, le calcul peut se
poursuivre. On obtient ainsi une suite de bases (€11, ..., €ntd+1)n>0 du réseau 74+1 La matrice
de passage de la base (€n,41,...,€nt+d+1) & la base (eny2,...., €ntat2) est donnée par la matrice
P(T"x) et on a

X = 21..(T" '), P(2)...P(T" ') ( Tz ) .

1
P,
€ntd+1 = ( qn )

ou P, = (pn1,--sPnd) € 7% et g, € N. Pour n > 1, on a

Pour n € N, posons

entdr1 = P(x)..P(T" '2)eqy1.

Par analogie avec le développement unidimensionnelle, on choisit —ql P, comme approximation
n
rationnelle de x.

Ecrivons de maniere projective les relations précédentes. Introduisons quelques notations :
Appelons 7 : R\ {x4,1 = 0} — R? I'application définie par 7(z) = ——(z1,...,zq) et i : R? —

Td41




R+ définie par i(z) = (z,1).
Abandonnons la notation P(x)au profit de la notation P(k) définie pour k € N¢ par

0 0 1
1 0 0 Kk
P(ky=1] 0 :
0 kg1
0 0 1 ky
et pour z €]0,1[x[0, 1[¢ posons
To. T3 Tg, . 1
k(z) = (22,1220, 0 1240, 1))
@) = (Z112),... (24,11

De la relation

X = a1 P(k(z)) ( Tl‘” ) .

on tire

i(z) = 21 P(k(z))i(Tx) et . = woi(x) = w(P(k(x))i(x)).
La fonction y € RY — 7(P(k)i(y)) € R? est ’homographie donnée par

1 ki+ 1 ka—1+ Ya—1
ka+ya ka+vi 7 ka+yd

(Y1, s ya) = (

Yy, est définie sur {y € R? : yy4 # kq}. Pour tout n > 1 tel que T"x soit défini on a
T 2 = (o1 (T"x)
et
T = Pp(z) © Yr(Ta) © - © Yp(rn-10)(T"T).
La suite d’approximations rationnelles est données par

1
?Pn = Yi(e) © Vr(Ta) © -+ © Yr(rn—12)(0).



