CONVERGENCE DE ALGORITHME DE JACOBI-PERRON

1 Distance de Hilbert dans un cone convexe

Définition 1 Soit E un espace vectoriel sur R et C un cone conveze saillant (ne contenant pas de
droite). Supposons que Uintersection de C avec tout plan vectoriel soit un fermé de ce plan. Pour
x ety € C* =C\{0} définissons

[ inf{t>0:te—yeC}si{t>0:te—yecC}#0
Blz,y) = +oo si{t>0:tr—yelt=0

et
dC(‘Ta y) = lnﬁ(xay)ﬁ(ya I)

de s’appelle la distance de Hilbert du cone C.

Proposition 1 Awvec les notations précédentes on a :
tr—yeletsy—xeclC=>ts>1

pour tout z,y € C*tels que B(x,y) < 0o, on a B(x,y) >0 et B(z,y)z —y € C.
de(z,y) € 10, 00] pour tout x,y € C.

de vérifie Uinégalité triangulaire.

de(x,y) =0 ssix ety sont colinéaires.

SiCy C Cq alors Va,y € CY, de, (x,y) < dc,(z,y).

S Srds fo o~

Démonstration. 1. tx—y €Cetsy—zx €C = s(tx—y)+sy—x €C = stx—x € C = st > 1.
2. Soit C' = C N (Rz + Ry). Par hypothese C’ est fermé. Donc I'ensemble {t > 0:tx —y € C'} est
un fermé de R* et admet donc un minimum ¢y. Sitg = 0 alors —y € C’ et comme C est saillant on
a y = 0 ce qui contredit I’hypothese y € C*.
3. Soit z,y € C* tels que B(z,y) < co. D’apres 2, tg = min{t > 0: tx —y € C'} > 0 et pour tout
t tel que ty —x € C on a tty > 1, donc By, z)B(x,y) > 1 et de(z,y) € [0, 0.
Si B(y,x) < oo ou si B(x,y) = By, z) = co on a de méme G(x,y)B(y,x) > 1 et de(x,y) € [0, 0.
4. Soit x,y,z € C* tels que de(z,y) et de(y, z) < oo. 1l existe t,¢',s,s" > 0 tels que to —y € C’
etc... . Onatr—y € Cet sy—z € C donc stx — sy + sy — z € C par passage a "'inf” on en déduit
B(z,2) < B(z,y)B(y, z) et I'inégalité triangulaire en résulte.
5. On voit facilement que si z et y sont colinéaires alors de¢(x,y) = 0. Supposons z et y
indépendants. Placons nous dans le plan P engendré par z,y. L’intersection C’ de C avec ce
plan est fermé et C est saillant donc il existe une forme linéaire [ sur P telle que C™* C {I > 0}.
Soit ¢ et s tels que t = min{t > 0:tx —y € C'} et s =min{s > 0: sy —z € C'}. Comme z et
y sont indépendants on a tx —y et sy —x € C* donc I(tx — y) et I(sy — x) > 0. Par conséquent

t>lg—g;ets>%d’oﬁst>letdc(x,y)>O.

6. Evident. O

Théoreme 1 Soit Ey et Fy deux espaces vectoriels sur R, C1 un cone convexe de E1, Co un cone
conveze de Eo, et L une application linéaire de Ey dans Es tel que L(CT) C C5. Supposons que Cq
et Co vérifient les hypothéses de la définition 1. Appelons A le diamétre de L(CT) dans C5 muni de
la distance de Hilbert dc,. Si A < +00 alors

A
Vr,y € Cikv dCz(L(x)vL(y)) < tanh Z dC1 (ZL',y)

Démonstration. Soit x et y € C] et ¢,t' > 0 tels que z =tx —y et 2’ = t'y —x € C;. Comme
A < 400, d’apres le 2 de la proposition il existe s, s’ > 0 tels que

sL(z) — L(2") , s'L(z") — L(2) € C; et Inss’ =de,(L(z), L(")) < A.
En revenant & L(z) et L(y) on trouve

(st+1)L(z) — (s+t')L(y) € C; et
("t + ) L(y) — (8 +t)L(z) € C5,



d’out

t+1 "t +1 "t 1
dea(L(a), L(y)) < (20 < 20— (220 20 ),
s+t s+t ss' 4y tt' 4~

avec v = s't’ > 0. Posons « = s¢/,

au + vy o 1+~
a+y u—+y

pour u >0, f(r) = In(

)

et
pour v € R, g(v) = foexpv

Avec u =expv on a

a 1
/ _ aty Ity | _ _aou u
g ) = ux(aquw_qu)— _

au+vy  u—+ry

a+y 14+
au(u+y) —ulou+y) uy(a—1)
(au+7)(u+7) uy(a+1) +92 + au?

(Va-D(a+1) _ (Va-1(/a+1)
at+ 1+ 2+ (Va+1)2 =2y/a+ T+

—2\F+ +— \/m\/’

J) < WE-DWEED ya-1
Wa+D? ya+i

Vss' —1 exp21nss—1

Vss' +1  expslnss’ +1

Comme o = ss’ > 1 et

on a

1 1
= tanh 1 Inss’ < tanh ZA.

En remarquant que ¢g(0) = 0 on en déduit que

de,(L(z), L(y)) < g(Intt') < tan iA x Intt’

et en passant a I'inf on obtient

de, (L(z), L(y)) < tan iA % de, (z,y). O

Lemme 1 Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur R et x1,x2 deuzr éléments indépendants
de E. Considérons le céone C = Rtx; + Rz, Soit a1, as, by et by € R*T, y = a121 + asxs et
z = byx1 + boxo. Alors
maX{|a1 — b1| 3 |CL2 - b2|}

min{ah bl, as, bg}

dC (y7 Z) S 4 x
Démonstration. On a ty — z € C ssi tay — by et tas — b > 0 done B(y, z) = max{ De

aq ’ (12}
méme ((z,y) = max{%, 2}, Donc

bl’bz
dely,z) = lnmax{— —}+ln max (3 a az}
b1 be ay a2
< a2y g o %2y g
< ‘m P ’-l—‘max bl’b}
b b
< Ao+ 2o+ 2RO
ai as b1 )

Théoréme 2 Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur R, C un céne vérifiant les hy-
pothéses de la définition 1 et H un hyperplan de E ne contenant pas 0. Munissons H de sa
topologie usuelle. Si K est un compact inclus dans lintérieur de H N C alors la topologie induite
par la distance de Hilbert et la topologie usuelle sont équivalente sur K.



Démonstration. 1. Munissons H d’une norme [|.||. Par compacité, la distance d pour la
norme |||, de K & H\C est > 0. Soit y et z deux points distincts de K et D la droite les contenant.
Il existe deux points z1 et 2 € DNC tels que y,z € [z1,x2] et d({y, 2}, {z1,22}) > 3d. Soit
a,b€[0,1] tels que y = (1 — a)zy + axg et z = (1 — b)ay + bzy. On a

d
5 S ly —auf = lla(zz —21)|
donc a > m demémel—a,betl1—0> m. D’apres le lemme précédent, on a alors
) _
de(z,y) <4 x M\a—b\.
Or |ly—z|| = ||(1 —a)zy + axs — (1 — b)zy — bas|| = |b— al||z1 — 22| done

8
de(z,y) < 7 ly — =l
2. D’apres ce qui précede l'application identique de (K, ||||) dans (K, d¢) est continue. Comme la

topologie induite par de sur H est séparée, application identique de (K, ||||) dans (K,d¢) est un
homéomorphisme. [J

2 Convergence de I’algorithme de Jacobi-Perron
Théoréme 3 Pour tout x € B on a limy, o0 Vi (z) © V(1) © - © Yip(rna)(0) = .

Notations. 1. Pour chaque k € N¢ appelons uy, 'application linéaire de R4 dans lui méme
de matrice dans la base canonique

O --- --- 0 1
10 - 0 Kk
Pk)y=1] 0 :
. . 0 kgoq
0 -+ 0 1 kg

2. Pour une partie A de RY, appelons C(A) le cone de R4 de sommet 0 et de base A x {1},
c-a-d
C(A) = {t(z,1): t e RT et x € A}.

3. Appelons Iy = {(ki,....kq) €N : kg > 1 et kg > max;4k;}.

Lemme 2 1[I existe un ouvert borné convexe D de R? contenant [0,1]% et un compact K C D tel
que pour tout k € Iy on ait (D) C K.

Démonstration. Posons D = {z € R? : z; €] — 27912 3i[ i =1,....d}. Soit x € D, k € I

et
1 1+ ki Tig—1 + ka—1
y=Yr(x) = ( , s
$d+kd Z’d+kd xd"'kd
On a .
< < — <2
O0<y1 <755 =<2<3
et pour ¢ > 2,
_27d+i73 4 ) 2 ) )
g > > —— X g—dti=3 _ _Z  g—d+i=2  g—d+i=2
Vi= 1222 =73 3 !
31'71 + ki— 37271 + k 32'71 + 1 )
yi =< 1 d <3

2724 kg T —224Fk;  —2724+1 '



En posant
drica 31 +1

27241
on voit que K est un compact inclus dans D contenant (D). OJ

Démonstration du théoréeme.

D’apres le lemme, pour chaque k € Iy on a ux(C(D)) C C(K). Appelons d la distance de Hilbert du
cone C(D). Comme K est compact le diametre A de C(K) pour la distance de Hilbert est fini. Par
conséquent chaque uy est une contraction pour la distance de Hilbert de rapport A = tanh % < 1.
On en déduit que pour tout z € B on a

A((r(zy © Vr(Ta) © - © Vr(rnay (0), 1), (Vh(a) © Yk(ra) © - © Yi(rnay (T"2), 1)) < A"diamC([0, 1]%),

donc

K={zeR%:z e [-2" ] pour i >1et 2 €10,2]}

d((wk(x) o 'l/)k(Tx) 0...0 wk(T"ac)(O), 1)7 (.’E, 1) < )\”dlamC([O, 1]d)

Et comme la distance de Hilbert est équivalente sur K x {1} & la distance usuelle on en déduit que

lim wk (¢] wk(Ta:) 0...0 wk(T”w) (O) =z. U

n—oo

Corollaire 1 de la démonstration. Soit (k™),>, une suite admissible. Alors le diamétre pour
la distance usuelle de B(k™W, ...,k(™) tend vers 0 quand n — co.

3 Suite admissibles

Proposition 2 Soit (k(m))mzl une suite admissible pour l’algorithme de Jacobi-Perron, c-a-d une
suite d’éléments de Iy tels qu’il existe x € B avec k™) = k(T™=1x). Alors elle vérifie la propriété
suivante :

S’il existe 1 € {1,...,d— 1}, s €{0,...,i — 1} et n > 1 tels que

(%) Y s S R
{mHerh < kfl”f*l” sii—s—1>1et k") > 1600 —s=1.

Remarque. Dans le cas d = 2, la condition () signifie simplement que k§”) = k:( = k (n+1) >

1.

Démonstration. On peut supposer que n = 1. En effet, si k(™) = k(T™ 1) alors la suite
E(mtn=1) — E(T™=1y) avec y = T" 'z, est admissible.
Posons C; ; = {zx € B:x; <z}

Lemme 3 Soit k € Iy eti € {1,..,d —1}. Si kg = k; alors TB(k) =C C; 4.
Dem. kg =k; = [%1] = [%2] pour z € B(k), donc r% —ka> " — ket (Tw)g > (T2);. O
Lemme 4 Soit j € {2,...,d} et x € Cy ;. Alors kj_1(z) > 1.

Dem. z; > z1 = kj_1(z) = [;—i] >1.0

Lemme 5 Soiti € {1,...,d—1}, s € {0,...,i—1} et kD, k6D e I, Sk = kM kBT =

e —s
(s+1)
ky_.7 alors

THBED, . k) € Ciga s

Dem. Faisons une récurrence sur s. Pour s = 0 il s’agit du premier lemme.
Passage de s — 1 a s :
Soit # € B(kM,...,k*)). Par hypothése de récurrence on a y = T°z € C;_g11.4-s11 €t par
définition des cylindres y € B(k(**1)). Comme k(SH) = k(SH) et ¥i—st1 < Ya—ss1, ona (Ty);_s =
vimest D < (Ty)g_, = Y=stt — kD et done 751w = Ty € Ci_ya—s. O

Fin de la démonstration de la proposition. Soit = € B tel que k(™ = k(T™ 'z). Si
k(l) k(l)7 k(8+1) k(é-i-’ )

) r—s

alors d’apres le lemme précédent on 75+ x € Ci_sd—s-



Sii— s =1 alors d’apres le lemme 3, kc(ls_tz_)l =kqg_s 1 (T tx) > 1.

Sii— s > 2, alors par définition de C;_54-s on a k(T*T'z);_s1 < k(T 'x)q_s_1 et donc
k(s+2) < k(s+2) O

i—s — Yd—s

Notre but est de démontrer la réciproque de la proposition précédente. Pour cela nous avons
besoin d’un résultat intermédiaire dont la démonstration est élémentaire mais assez pénible. Nous
ferons la démonstration uniquement en dimension d = 2.

Lemme 6 Soit (k(™),>1 une suite de I; vérifiant la condition (). Notons
A, = P(EW)..P(EM).

Alors pour tout n > 1, la matrice A, est positive, sa derniére ligne est plus grande que les autres
des que n > d et strictement plus grande que les autres dés que n > 2d + 1.

Démonstration. Comme les matrices P(k) sont a coefficients positifs les matrices A, sont
aussi & coefficients positifs. D’autre part, la forme des matrices P(k) montre que les d premieres
colonnes de A, 41 = AnP(k;("“‘l)) sont les d dernieres colonnes de la matrice A,,. Les d premieres
colonnes de P(k(M) sont les vecteurs ey, ..., eq41 de la base canonique.. Appelons €414, le dernier
vecteur colonne de la matrice A,,. D’apres ce qui précede nous avons A,, = (€41, ..., €ntd+1). Ces
vecteurs vérifient la relation de récurrence pour n > 1,

d

§ : (n)
Entd+l = €n + kl €nti-

i=1

Montrons d’abord grace a cette relation que la derniére ligne de A,, est supérieure ou égale aux
autres pour n > d puis que la derniere ligne de A,, est strictement supérieure aux autres pour
n > 2d + 1. Cette relation de récurrence montre que si la derniere coordonnée de chacun des
vecteurs ey, ..., e,4+q est plus grande que les autres coordonnées alors le méme résultat est vrai
pour e,yq+1 et ainsi de suite pour e,4442,... . Supposons maintenant que d = 2 et examinons les
vecteurs es, eyq et e5. On a

0 1
es=| 0 |, es= k%l) ,
1 k:él)
la propriété est donc vraie pour ez et e4. D’apres la relation de récurrence
es = ey+ k§2)e3 + k§2)64
0 0 1 kS
= [ )+ 2o | +E2 | KD = 14 k2D
0 1 kSH kD 4+ kPR

Comme les k(™) € I , la derniére coordonnée de e5 est plus grande que la premiére.

-8i kY > kY alors B 4 B ED > 14 B ED car kY > 1.

-8 kY = kY alors d’apres (x) on a k% > 1 et donc &% + kP > 1+ £ 5.

Ceci montre que la derniére coordonnée de e5 est supérieure a la deuxieme coordonnée de es5.

Montrons I'inégalité stricte en revenant au cas d quelconque. Considérons le vecteurs esg1o2. On a
€2d+2 = €nt+d+1 avec n = d + 1 donc

d
d+1
€2d+2 = €d+1 + Z K eq .
i=1

Or la derniére coordonnées de e411 est strictement plus grande que les autres, donc il en est de
méme pour eggyo. On a alors

d d—1
(d+2) (d42) (d+2)
€2d+3 = €d+2 + E k; €dt2+4i = €dy2 + E k" T eqrori H kg €2da42,
im1 i=1



et comme kédH) > 1, la derniere coordonnées de eqq43 est strictement plus grande que les autres.
Et ainsi de suite on montre que la derniére coordonnées de e,, est strictement plus grande que les
autres pour tous les n > 2d + 2. [J

Théoréme 4 L’ensemble des suites admissibles pour l’algorithme de Jacobi-Perron est l’ensemble
Ag = {(k™),51 - k™ € Iy pour tout n > 1 et la suite (k'™),>1 verifie (x)}.

Démonstration. Il reste & prouver qu’une suite (k™) vérifiant () est admissible. Soit
(k("))n21 une tel suite. Appelons u,, ’application linéaire de R%*! dans lui méme, de matrice

A, = P(kW)...P(E™).

D’apresaprés le lemme précédent, la matrice A,, est a coefficients > 0 et pour n > d sa derniére ligne
est supérieure aux autres. Appelons 9™ I'homographie de R¢ définie par (™) () = 7 o u,(z,1).
On a

P = ) 0 .. 0 gy

Utilisons les parties D et K définies au paragraphe précédent. Les v, envoient D dans K et
sont des contractions pour la distance de Hilbert qui est équivalente sur K a la distance usuelle.
Il en résulte que la suite ()™ (K)),>1 est une suite décroissante de compacts dont le diamétre
tend vers 0. L’intersection de cette suite est donc un point zg de K et pour tout x € K on a
lim,, o0 ™ (z) = 9. D’apres le lemme précédent (™) envoie [0,1]¢ dans [0,1[¢ dés que n >
2d + 2 donc 9™ ([0,1]4) c 4+ ([0,1]%) € [0,1[¢ et zo € [0,1][?. Montrons que o € B et que
k(™) = k(T™ 'z0) pour tout n > 1.

On montre comme précédemment que pour tout m > 0 la suite de compacts

Pppmt1) O .o 0 Pypim (K)

décroit vers un compact réduit & un point z,, € [0,1[¢. Choisissons un point quelconque = appar-
tenant & K, on a par continuité de ¥,

Ypem) (X)) = Ypomy (M Ppomr) © oo 0Py () = Hm Ypom) 0 .. 0 Py (T) = Typ—1
n— 00 n—oo

pour tout m > 1.
Siy e [0,1[ et si Yp(y) € [0,1[¢ avec k € Iy, alors © = ¥ (y) €]0,1[x[0,1[%, k(z) = k et Tx = y.
En effet,
_ 1 Y1 + k1 Yd—1 + kd—1
x = , e
Yd + ka Ya + ka Ya + ka

donc z1 > 0 et comme les y; € [0,1[ on a [i] = [ya + ka] = ka, [2] = [y1 + k1] = k1, ..., [32] =
[ya—1 + kq—1] = kq—1. Par définition de T on a aussi Tz = y.

On peut appliquer ce qui précede a la suite (z,,,) car a,, € [0, 1[¢ et 2, = VYgm+1) (Tmy1) pour tout
m. On en déduit que x¢g € B, que pour tout m > 1 T™xg = x,, et que k(T™ ‘xg) = k(2py,_1) =

k(Wpom () = k(™. O

4 Mesure invariante

Théoréme 5 Soit (B,T, A, \) le systéme fibré mesuré associé a l'algorithme de Jacobi-Perron ot
X\ désigne la mesure de Lebesque sur R®. Alors il existe une mesure T-invariante ergodique et
équivalente a .

Lemme 7 Pour tout cylindre non vide B(k™W, ..., k(™) on a pour tout x € T™B(kM, ..., k(™)

sup wk®, . k™) < (d+1)%H! inf w(k®, ... k™),
zeT™B(kMW,... k(M) z€T™B(kM,... k(M)



Démonstration. La derniere ligne de la matrice P(k())...P(k("™)) est donnée par (¢m—d, Gm—d-1,
ouq_gq=..gq_1 =0, g =1 et g, vérifie la relation de récurrence

d
In+d+1 = Gn + Z kz(n)Qnﬂ'-
i=1
Comme k;é") > 1 la suite ¢, est croissante. Pour z € TmB(k(l), oy k(™) on a
1 m |det P(k(M)...P(E™)| )
W(k( )7“.7]{( ))(CE) - d—1 a1~ d—1 d+1
(Zi:o Qm—d+iTi+1 t+ Qm> (Zi:o Gm—d+iTi+1 + qm)

comme les z; € [0,1] on a

1
<wkW, L kM)Y(z) < O

((d+ 1)gm)+t — gt

Lemme 8 Soit b = (1,2,...,d). Alors pour tout cylindre non vide B(k™, ... k™) le cylindre
B(EW, ..., k(™) b) est plein et

ABED, k™ b)) > NB(ED, .. k™))

ou t est un réel strictement positif qui ne dépend pas du cylindre B(k(l), . k(")).

Démonstration. Soit y € B. Prolongeons la suite k£, ..., k(™ par k(m+1) = p et k(™) =
E(T"~™~2y) pour n > m + 2. La suite (k™),,>; est admissible car

siie{l,...,d—1}, s €{0,...,i — 1} et n > 1 sont tels que
kY =k kT = )
alors d’apres le choix de b on a soit n + s < m soit n > m + 2 et on voit que la suite (k("))n21 est
admissible. D’apres le théoreme sur les suites admissible il existe z € B tel que k™ = k(7" 'z)
pour tout n > 1. Par définition z € B(kMW, ..., k(™) b) et k(T"'y) = k(T *T™*'z), donc d’apres
le théoreme de convergence y = Tz et le cylindre B(k(l)7 I COR b) est plein.
On a

MBED, k™ b)) = /w(k(l),...,k(m),b)d)\:/ w(kD . k™) o V(b) w(b) dA
B B

> inf w(k(l),...,k(m))/w(b)db
T7nB(k(1)7“"k,(7n)) B
A(B(b)) /
> w(k™, . kM) dx
- (d + 1)d+1 TmB(k(l)’m’k(m)) ( )
__AB() (1) (m)
= @y MBEY LK) O

Appelons C la classe des cylindres pleins de D'algorithme de Jacobi-Perron. Reprenons les
notations du chapitre précédent.

Lemme 9 A\ (Up>oT*"W) =0 et 3 5, A(Dyn) < +o00.

Démonstration. Comme T|g(;) est la restriction d'un difféomorphisme si A(W) = 0 alors
Up>oT* "W est de mesure nulle. Il suffit donc de montrer que A(W) = 0. Pour cela calculons
A(Dp+1) en fonction de A(D,,). On a

)‘(Dn) = A(Dn+1) + )‘(Bn+l)
et
ABni1) > X U B(ay, ..., an,b) = > MB(ay, ..., an,b))

B(a1,...,an)CDy, B(ai,...,an)CDy

13 Z A(B(alvmvan)) = )‘(Dn)

B(ai,...,an)CDy

v

oy Gm)



d’ont
A(Dpy1) < (1= HA(Dy). O

Démonstration du théoréme. Appliquons le théoreme de Rényi & (B*,T*). Les cylindres
de (B*,T*) sont pleins et les jacobiens du systéme (B*,T*) sont des restrictions & B* de jacobien
de (B,T) donc d’apres le premier lemme la condition sur les jacobiens du théoréme de Renyi est
vérifiée. Les cylindres de rang n de (Bx*,T*) sont des cylindres de rang > n de (B,T), or le
diametre des cylindre de (B, T) tend vers 0 quand le rang tend vers l'infini, donc les cylindres de
(B*,T*) engendre la tribu borélienne de B*. Par conséquent il existe une probabilité v sur B*,
T*-invariante, ergodique et équivalente a A . D’apres le lemme précédent et le théoreme sur les
transformations “saut” il existe une probabilité p sur B, T-invariante, ergodique et équivalente a
la mesure de Lebesgue. [

Remarque. 1. Il n’est pas facile d’explicité la densité f de u par rapport a A.

2. p est unique.
Démonstration. Soit p’ un mesure o-finie T-invariante équivalente & . Soit E une partie
mesurable. Appelons A 'ensemble des xz de B tels que

T S _ u(E)

et A’ Pensemble des x de B tels que

e W (E)
: 1 k =
{zeb nh—?gonJrlkZ:O B o T (@) u’(B)}

Les parties A et A’ sont T-invariantes donc de A-mesure 0 ou 1. D’apres le théoreme de Birkhoff
on a u(B\A) =0et p/(B\A") = 0 donc A(A) et AM(A’) > 0. Par conséquent AN A’ est non vide et
w(E) = u(E'). O



