Théoremes de transfert

1 Dualité

Théoreme 1 Soit A € M, ,,(R). Pour chaque P € Z" et Q € Z™\{0} tel que
|AQ + Pl <1, il existe P* € Z" et Q* € Z"\{0} tels que

1@ < CHQH”*"‘ TAQ + PETT
|*AQ - P < CIQIETTIIAQ + PIF

et
1Q*11% || *AQ* — P*||. < C (lQII% | AQ + PI[, ) 7=

ot la constante C' ne dépend que de n et m.

Démonstration. Soit A € M, ,,,(R). Pour chaque ¢ > 0, considérons le réseau
A; de R dont une base est donnée par les vecteurs colonnes de la matrice

t"Ild, 0 Id, A ([ t"Id, tmA
0 t—"I1d,, 0 Id,, )] \ 0 t"Id,, )

Dans la suite nous noterons un réseau par la matrice dont les vecteurs colonnes
forment une base de ce réseau. Le déterminant de A; est 1. Les éléments de A; sont
les vecteurs de la forme

tmid, tmA X\ [ (X +AY)
0 t—id, )\ Y )~ Yy

ou X € Z" et Y € Z™. Cherchons le réseau A} dual du réseau A;. Sa matrice est
donnée par
. tx1 [ tTId, O
At - At - ( —n tA tn[dm .
Soit P € Z" et Q € Z™ . Posons o = Q|2 |AQ + P||” et choisissons ¢ min-

g ) on obtient " [|[AQ + P|| = t7"[Q] i

1
t = (HAQQQJPOHm. Pour la norme |||, nous avons A\;(A;) < t™||AQ + P|| =

t7"|Q]| .. Comme la norme max est équivalente & la norme euclidienne nous avons
d’apres le théoreme de Malher sur le réseau dual,

imisant la norme du vecteur A;

00

Mpm =t [AQ + Pl )7 = ea(t" QI )™

ol ¢; est une constante strictement positive qui ne dépend que de m et n. D’apres
le théoreme des minima de Minkowski on a

()\*)n+m 1)\*

n+m

< codet A} =
ol ¢y ne dépend que de m + n. Par conséquent

Xr < (™ [|AQ + P )

1



et il existe (P*,Q*) € Z™ x Z™ différent du couple nul tel que la norme max de

Q* t=™Id, 0 Q Y\ _ tmQ”
8 (5= (5 o) (%) = (o "t )

soit plus petite que c3(t™ || AQ + P||Oo)n+$1—1. Nous obtenons donc

1
197l < est™(¢™ | AQ + P| o)== o
[1P* = TAQ |, < est™ (™ |JAQ + Pl )7 =T =< et "t |Ql ) 7FT

1

Posons r = [|AQ + P||, et ¢ = [|Q]|.. Comme ¢ = (£)™#™ on obtient

1
q nrm q nTm ntm—1 m 1 m 1 D S
HQ*“ < C — — r = C qn+m (1+ n+m71)7’7 n+m(1+n+m71)+n+m71
R r 3

1-m

— ngn+m 1’)”n+m 1

et

1

_—n_ _—n_ nFm—1 . "
Pt < e (§)T (1)) T St e
e T

r

1—n n
— 03q7z+m717"n+m71 .

Si @* = 0 on peut prendre Q* = (1,0,...,0) et P* tel que HP*’ — TAQ¥
On a alors

< 1L

_1-m
< 1 < ngn+m 17"n+m 1
[e.9]

Q"

car r < 1 et ¢ > 1 (c3 peut étre choisie > 1) et

s«

<1< Pl
o0

et la conclusion du théoreme est valable. Finalement, on voit que

mn+m(l—n) n(l—m)+mn 1
< ng n+m—1 r min—1 — C4 (qmrn) n+m—1 |:|

I |15 || P* -

Corollaire 1 Soit A € M, ,(R). La matrice A est mal approchable ssi sa trans-
posée LA est mal approchable.

Démonstration. L’inégalité

Q7% [ 4@ — P < ¢ (IQIIZ || *AQ — P|I2) 7=

montre que si A n’est pas mal approchable alors la transposée de A ne I’est pas non
plus. [

Corollaire 2 Soit K un sous corps de R de dimension m—+1 sur Q. Si1,aq, ...,
est une base de K sur Q alors la forme linéaire (la matrice ligne) 6 = (o, ..., ay)
est mal approchable.



2 Transfert entre les approximations homogenes
et les approximations non homogenes
Théoréme 2 Soit A € M, ,(R), R > 0 et a > 0 tels que pour tout Q@ € Z™\{0}

on ait
1Qll, S R=VPeZ" |AQ+ Pl > aR =.

Alors pour tout X € R" il existe QQ € Z™ et P € Z" tels que

n(l—n) m
JAQ+P — X|| < Cawn x R°% et |Ql, <a "R
ou C' est une constante qui ne dépend que de m et n.

Démonstration. Soit A € M, ,,(R), R et v vérifiant les hypotheses du théoreme.
Pour chaque t > 0, considérons le réseau A; defini par la matrice

tmId, tmA
A= ( 0 t—"Id, . ) :

Cherchons ¢ maximisant A\; (A;) sachant que ||Q||,, < R=VP e Z", ||[AQ+ P| >

aR~ . Il suffit de choisir ¢ tel que t "R = t™a R~ on obtient t = am Rt T3 —
-1

anrm Ry, Pour cette valeur de ¢ on a pour tout @ # 0

\ ( )’ H( £1(AQ + P) )H { 1#7(AQ + P)|l. > t"aR-% si |Q]l < R
' t"Q 17"l = TR st @l = R
et pour Q =0et P #0

P tmP m
= > o> pm “n
o (10| 2z e

car aR™ % <1 (en effet, VQ, 3P, ||AQ + P||, < 1). On en déduit que
M(A) >t "aR™ " =t "R.

D’apres le théoreme des minima on a

—(n+m)

—1 1 1
Anpm(Ae) < ON(A) 0 =y <(anTmRR)_”R)

n(l—n—m)

—= Ola n+m

Pour tout X de R™™™ il existe Y € A, tel que d(X,Y) < A1+ ... + A < Codppim.
Par conséquent pour tout X € R™ il existe (P, Q) € Z™ x Z™ tel que

NORC -
n(l—n—m) -1

Q
n(l—n—m)
||Q||oo < CgOé 1”+m t" = C3a ntm (an+mR%)n —a "R

d’ou

et

n(l— n(l—n—m) -1 1 n(l—n)

HAQ —+ P — XH < Cgt m n+m — Cga n+m (an+7n RZ) — 03@ n+m Rii' |:|

"Réciproque”



Théoréeme 3 Soit A € M, ,,(R), R > 0 et ¢ > 0. Supposons que pour tout o =
(1, ..., an) € R™ 4l existe Q = (q1, ..., @) € Z™ et P € Z™ tels que

1Rl < R et [AQ+P —af,, <e
Alors il n’existe pas d’éléments Q* € Z" et P* € Z™ tels que

Q7| < B et ||"AQ" + P

avec R* = (4ne)™! et e* = (4mR)™!

Démonstration. Supposons que Q* et P* existent. Choisissons un a =
(a1, ...,n) € R™ tels que ‘Q*av = 5. Alors il existent P € Z" et Q € Z™ tel
que

1
5 = l'@a=]'Qa-(4Q+P)+(4Q+ P))|
< '@ AQ+P || +['Q"(AQ + P))|
= [|'Q* (e — (AQ + P))|| + ||(Q* A+ 'P)Q||
< 0 '@ o= AQ = Pl +m | 'AQ + Pl @l < 5+ .0

Théoréme 4 Soit A € M, ,,(R). Les quatres propositions suivantes sont équivalentes
1. A est mal approchable.

2. YA est mal approchable.

3. Il existe une constante Cy > 0 telle que Voo € R", VR > 0, 3Q € Z™, 3P € Z",

1Qll, < Ret ||[AQ+P —al < CiR ™.
4. 1l existe une constante Cy > 0 telle que V3 € R™, VR > 0, 3Q* € Z", 3P* € Z™,
@l < R et [[1AQ"+ P - 5] < Cuft-

Démonstration. D’apres le premier corollaire 1<—=-2. D’apres le théoreme 2
on a 1=3 et 2=4. Supposons 3. Soit R > 0, Q* € Z"\{0} et P* € Z™. Utilisons
le théoréme précedent avec ¢ = C; R~ = . On obtient

1Q*|l., < (4nCLR™ %) = |7AQ* + P*|| > (4mR)™
d’ott avec R = (g 1Q*]| )™
|tAQ* + P*|| > (4mR)~* <4m<— 1Q*[|.)™) " = c|Q* [l

et 'A est mal approchable. On démontre de méme que 4 implique 1. [J



