
RÉSEAUX.

1 Définition

Définition 1 Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie. Une partie Λ de
E est un réseau si
- Λ est sous-groupe additif de E,
- l’espace vectoriel engendré par Λ est E tout entier,
- Λ est une partie discrète de E.

Théorème 1 de Weyl. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur R. Une
partie Λ de E est un réseau de E ssi il existe une base e1, ..., en de E telle que
Λ = Ze1 + Ze2 + ... + Zen.

Définition 2 Soit E un e.v. de dim. finie sur R et Λun réseau. On appelle base
de Λ toute base (e1, ..., en) de E telle que Λ = Ze1 + Ze2 + ... + Zen.

Proposition 1 Soit E un e.v. de dim. finie sur R, Λ un réseau et (e1, ..., en),
(f1, ..., fn) deux bases de Λ. Alors la matrice de passage A de la base (e1, ..., en) à la
base (f1, ..., fn) appartient à GL(n,Z).

Démonstration. fj =
∑

i ajiei où aij ∈ Z de même ej =
∑

i bijfj où bij ∈ Z
donc

ej =
∑

k

bkjfj =
∑

k

∑
i

bkjajiei

d’où AB = Id avec B = (bi,j). ¤
Définition 3 Soit Λ un réseau de Rn. Le determinant de Λ est la valeur absolue du
déterminant d’une base de Λ dans la base cannonique de Rn. det Λ = |det(e1, ..., en)|
où e1, ...en ets une base de Λ.

Remarques. 1. Ce déterminant ne dépend pas de la base choisie car le
déterminant d’une matrice de GL(n,Z) vaut ±1.
2. Le déterminant de Λ est égale au volume du parallèlépipède P = {∑ xiei : xi ∈
[0, 1[} défini par une quelconque base de Λ.
3. P est un domaine fondamental pour l’action de Λ sur Rn.

Conséquence du théorème de Minkowski sur les convexes :

Théorème 2 Soit N une norme sur Rn et Λ un réseau de Rn. Appelons C la
boule unité. Alors la boule fermé B(0, 2(det Λ

V (C) )
1/n) contient au moins un point de Λ

différent de 0.

Démonstration. Soit f1, ..., fn une base de Λ et e1, ..., en la base canonnique de
Rn. Appelons φ : Rn → Rn l’application définie par φ(fi) = ei. On a |det φ| = 1

detΛ

et φ(Λ) = Zn et

V (φ(B(0, 2

(
det Λ

V (C)

)1/n

) = |det φ|×V (B(0, 2

(
det Λ

V (C)

)1/n

)) = |det φ|×V (C)×2n det Λ

V (C)
= 2n

donc φ(B(0, 2
(

detΛ
V (C)

)1/n

contient un point de Zn différent de 0. ¤
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Définition 4 Soit N une norme sur Rn et Λ un réseau de Rn. Pour k ∈ {1, ..., n}
on appelle kième minimum de Λ pour la norme N la borne inférieure des λ ≥ 0 tels
que la boule fermé B(0, λ) contienne au moins k éléments linéairement independants
de Λ .

Notation λk = λk(Λ, N) = kième minimum de Λ.
Remarques 1. On peut définir les minima d’une norme de Rn en considérant

les minima du réseau cannonique Zn par rapport à cette norme. Ce point de vue
est rattaché au précedent car si N est une norme et Λ un réseau on a

λk(N, Λ) = λk(N ◦B,Zn)

où B est un isomorphisme tel que φ(Zn) = Λ.
2. λ1 réprésente la longueur du plus court vecteur du réseau Λ. D’après le théorème
précédent on a λ1 ≤ 2(detΛ

V (C) )
1/n.

2 Théorème des minima successifs de Minkowski

Théorème 3 Soit N une norme sur Rn de boule unité C et Λ un réseau de Rn.
Alors

2n

n!
det Λ ≤ λ1...λnV (C) ≤ 2n det Λ.

Nous allons prouver l’inégalité plus faible :

2n

n!
det Λ ≤ λ1...λnV (C) ≤ 4nnn/2 det Λ.

Lemme 1 Il existe x1, ...xn des éléments linéairement indépendants de Λ tels que
pour chaque k ∈ {1, ..., n}

x1, ..., xk ∈ λkC.

Démonstration. Soit x1, ..., xn une suite de vecteurs de Λ telle que
- x1est le plus court vecteur de Λ\{0},
- xk+1 est le plus court vecteurs de Λ indépendant de x1, ..., xk.
L’existence de x1, ..., xn résulte du caractère discret de Λ. Montrons que pour k =
1, ..., n, N(xk) ≤ λk. Si N(xk) > λk alors il existe des vecteurs indépendants de Λ,
y1, ..., yk de norme < N(xk). L’un de ces vecteurs n’appartient pas à vect(x1, ..., xk−1)
ce qui contredit la minimalité de N(xk). Par définition des minima on a N(xk) = λk.
¤

Remarque x1, ..., xn ne forment en génral pas une base de Λ. Ex : Λ =
Z4 + 1

2
(1, 1, 1, 1)Z ,x1, ..., x4 base canonnique de Z4.

Lemme 2 Soit x1, ...xn des éléments linéairement indépendants de Λ tels que pour
chaque k ∈ {1, ..., n}

x1, ..., xk ∈ λkC.
Soit k ∈ {2, ..., n} et λ ∈ [0, λk[. Si x est un élément de Λ ∩ λC alors x est dans
l’espace vectoriel engendré par x1, ..., xk−1. De même avec k = 1 on a x = 0.
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Démonstration : Conséquence immédiate de la définition.

Proposition 2 Soit N une norme sur Rn de boule unité C et Λ un réseau de Rn.
Alors

2n

n!
det Λ ≤ λ1...λnV (C).

Démonstration. Soit x1, ..., xn choisi comme dans les lemmes précedents. On
a yi = 1

λi
xi ∈ C. Les points ±y1, ...,±yn sont tous de norme ≤ 1 donc les points de

K = {∑i tiyi :
∑ |ti| ≤ 1} aussi de norme ≤ 1. Or le volume de K est égale à

2n

n!
|det(y1, ..., yn)|

donc

V (C) ≥ V (K) =
2n

n!
|det(y1, ..., yn)| = 2n

n!λ1...λn

|det(x1, ..., xn)| ≥ 2n

n!λ1...λn

det Λ.¤

Lemme 3 Si la norme N est issu d’un produit scalaire (.|.) alors

λ1...λnV (C) ≤ 2n det Λ.

démonstration. Soit x1, ...xn des éléments linéairement indépendants de Λ tels
que pour chaque k ∈ {1, ..., n}, x1, ..., xk ∈ λkC. Orthonormalisons x1, ..., xn on
trouve une base y1, ..., yn orthonormale pour le produit scalaire (.|.). Définissons un
nouveau produit scalaire (.|.)∗ par λ1y1, ..., λnyn est une base orthonormée pour (.|.)∗
et notons C∗ la boule unité associé a ce produit scalaire. On a

V (C∗) = λ1...λnV (C).

Appelons u l’applications linéaire définie par u(yi) = 1
λ2

i
yi. On a pour tout x ∈ Rn

on a
(x|x)∗ = (u(x)|x)

Si x ∈ vect(xi, ..., xk) = vect(y1, ..., yk) on a N∗(x) ≥ 1
λk

N(x). Montrons que

λ1(Λ, N∗) ≥ 1. Soit x un élément non nul de Λ. Comme x1, ..., xn sont libre il
existe a1, ..., an ∈ R tels que x =

∑
aixi. Appelons k le plus grand entier tel que

ak 6= 0. D’après le lemme 2, x ne peut pas appartenir à µC avec µ < λk donc
N(x) ≥ λk. Donc N∗(x) ≥ 1

λk
N(x) ≥ 1. Or

λ1(Λ, N∗)V (C∗) ≤ 2n det Λ

donc
1× λ1...λnV (C) ≤ 2n det Λ. ¤

Pour achever la démonstration nous allons utiliser un résultat de Jordan :

Théorème 4 Soit N une norme quelconque sur Rn alors il existe une norme eucli-
dienne N ′ tel que

BN ′ (0, 1) ⊂ BN(0, 1) ⊂ 2
√

nBN ′(0, 1)

(En fait Jordan montre l’inclusion plus forte BN(0, 1) ⊂ √
nBN ′(0, 1)).
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Démonstration. Par un argument de compacité on montre qu’il existe une
norme euclidienne N ′ telle que BN ′(0, 1) ⊂ BN(0, 1) et le volume de BN ′(0, 1) soit
maximal. Montrons que cette norme vérifie la deuxième inclusion. Il suffit de
montrer que si N ′(z) > 2

√
n alors N(z) > 1. Prenons une base orthonormée

(e1, ..., en) pour la norme N ′ dont le premier vecteur est colinéaire à z : e1 = pz.
On a p ≥ 2

√
n. Suppons que N(x) ≤ 1 alors l’enveloppe convexe H de x, −x et

BN ′(0, 1) est incluse dans BN(0, 1). On voit que H contient

K = {λe1 + v : v ∈ e⊥1 ,
1

p
|λ|+ N ′(v) ≤ 1}

car K est l’enveloppe convexe de x, −x et BN ′(0, 1) ∩ e⊥1 . Considérons la norme
euclidienne ‖.‖ définie par

∥∥∥
∑

xiei

∥∥∥
2

= (
x1

a
)2 + (

x2

b
)2 + ... + (

xn

b
)2.

Soit x = λe1 + v on a

1

p
|λ|+ N ′(v) ≤ ‖λe1 + v‖ =

√
λ2

a2
+

N ′(v)2

b2

lorsque b =
√

1− 1
n

et a = p√
n
. En effet

1

p
|λ|+ N ′(v) ≤ ‖λe1 + v‖ =

√
λ2

a2
+

N ′(v)2

b2
⇐⇒

λ2(
1

a2
− 1

p2
) + N ′2(v)(

1

b2
− 1)− 2

1

p
|λ|N ′(v) ≥ 0

et le discriminant ∆ de cette forme quadratique un λ, N ′(v) vaut

∆ = (
1

a2
− 1

p2
)(

1

b2
− 1)− 1

p2
=

1

b2
(

1

a2
− 1

p2
)− 1

a2
=

1

p2
(
1

b2
(n− 1)− (n− 1)) ≥ 0

car b ≤ 1. D’autre part, grâce a une affinité on voit que

V ({‖x‖ ≤ 1} = abn−1V (BN ′(0, 1)) =
p√
n

(1− 1

n
)(n−1)/2V (BN ′(0, 1))

et par maximalité de V (BN ′(0, 1)) on a

p√
n

(1− 1

n
)(n−1)/2 ≤ 1,

d’où

(1− 1

n
)(n−1)/2 ≤ 1

2
.

Or par convexité (n ≥ 3)

(1− 1

n
)(n−1)/2 ≥ 1− n− 1

2
× 1

n
>

1

2
. ¤
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Fin de la démonstration du théorème de Minkowski.
Il reste a prouver l’inégalité λ1...λnV (BN(0, 1)) ≤ 4nnn/2 det Λ pour une norme qq.
N . Considérons la norme euclidienne N ′ fournit par le théorème de Jordan, on a
N ′ ≥ N et V (BN(0, 1)) ≤ 2nnn/2V (BN ′(0, 1)). Comme N ′ ≥ N on a

λi(N
′) ≥ λi(N).

D’après le th. sur les normes euclidienne on a

λ1(N
′)...λn(N ′)V (BN ′(0, 1)) ≤ 2n det Λ

donc
λ1(N)...λn(N)V (BN(0, 1)) ≤ 2n det Λ× 2nnn/2. ¤

3 Réseau réciproque

Munissons Rn du produit scalaire usuel x.y et notons ‖.‖ la norme associé.

Proposition 3 Soit Λ un réseau de Rn. Alors

Λ∗ = {x ∈ Rn : x.y ∈ Z;∀y ∈ Λ}

est un réseau de determinant 1
detΛ

. On a aussi Λ∗∗ = Λ. Λ∗ s’appelle le réseau
réciproque ou le réseau dual.

Démonstration. Soit e1, ..., en une base de Λ. Appelons e∗1, ..., e
∗
n la base dual

i.e. la base tel ei.e
∗
j = δi,j. On vérifie facilement que Λ∗ = Ze∗1 + ... +Ze∗n. Appelons

A (resp A∗) la matrice dont les vecteurs colonne sont les coordonnées des ei (resp
e∗i ) dans la base canonnique. On a par définition tAA∗ = Id d’où A∗ = tA−1 et
det A∗ = 1/ det A. On en déduit que la matrice de Λ∗∗ est A. ¤.

Théorème 5 (Malher 1939) Soit Λ un réseau de Rn. Appelons λi les minima de
Λ et λ∗i les minima de Λ∗. Alors pour tout i ∈ {1, ..., n},

1

Cn

λ∗i ≤
1

λn+1−i

≤ Cnλ∗i

où Cn est constante qui ne dépend que de la dimension.

Démonstration. Soit x1, ..., xn des vecteurs linéairements indépendants de Λ
tels que ‖xi‖ ≤ λi. Appelons x∗1, ..., x

∗
n la base duale de x1, ..., xn, xi.x

∗
j = 1. Si on

appelle X la matrice dont les colonnes sont les xi et X∗ la matrice dont les colonnes
sont les x∗i alors tXX∗ = Id. Pour chaque j tXx∗j = ej et x∗j = tX−1ej. Appelons
Xi,j le cofacteur d’indice ij de la matrice X, on a

x∗j =
1

det X
(X1j, X2j, ..., Xnj) =

1

det X

∑
i

Xijei.
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D’après l’inégalité de Hadamard pour chaque i on a

|Xij| ≤
n∏

k 6=j

‖xk‖ ,

donc ∥∥x∗j
∥∥ ≤ 1

|det X| ×
√

n×
∏

k 6=j

‖xk‖ ≤ 1

|det X| ×
√

n×
∏

k 6=j

λk.

Montrons que les vecteurs y∗j = det X
detΛ

x∗j ∈ Λ∗. Appelons A la matrice d’une base
du réseau Λ. Il existe une matrice B à coefficients entiers telle que X = AB. La
matrice (det B)B−1 est à coefficients entiers donc

tA (det B)X∗ = t(XB−1)(det B)X∗ = (det B)tB−1 tXX∗ = (det B)tB−1 ∈ Mn(Z).

Donc les y∗j appartiennent à Λ∗. On a

∥∥y∗j
∥∥ ≤ √

n× |det B|
|det X| ×

∏

k 6=j

λk =
√

n× 1

det Λ
×

∏

i6=j

λk.

Or d’après le th. des minima

det Λ ≥ cn

n∏
i=1

λi

donc ∥∥y∗j
∥∥ ≤ cn

1

λj

et comme les y∗j sont indépendants on en déduit que λ∗j ≤ cn
1

λn+1−j
. L’autre inégalité

découle de la relation Λ∗∗ = Λ. ¤
Remarques. 1. Soit N une norme équivalente à la norme euclidienne avec une

constante C. Alosr le théorème précédent est vrai avec la constante C2Cn.
2. On ne peut pour une norme qq. trouver une inégalité ne faisant intervenir que
le volume de la boule unité. En effet, considérons le réseau Λ = Zte1

⊕
Z1

t
e2 où

(e1, e2) est la base canonnique de R2 et t ≥ 1. On a Λ∗ = Z1
t
e1

⊕
Zte2. Soit < ., . >

un produit scalaire tel que te1,
1
t
e2 soient orthonormaux. Appelons N la norme

associée. On a

λ1(Λ, N) = λ2(Λ, N) = 1, λ1(Λ
∗, N) =

1

t
, λ2(Λ

∗, N) = t et V (BN(0, 1)) = 1.
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