RESEAUX.

1 Définition

Définition 1 Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie. Une partie A de
E est un réseau si

- N est sous-groupe additif de F,

- lespace vectoriel engendré par A est E tout entier,

- A est une partie discréte de E.

Théoreme 1 de Weyl. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur R. Une
partie A de E est un réseau de E ssi il existe une base eq,...,e, de E telle que
AN="Ze, +Zes + ... + Ze,,.

Définition 2 Soit E un e.v. de dim. finie sur R et Aun réseau. On appelle base
de A\ toute base (ey,...,e,) de E telle que A = Zey + Zes + ... + Zey,.

Proposition 1 Soit E un e.v. de dim. finie sur R, A un réseau et (eq,...,e,),
(fi,--y fn) deux bases de A. Alors la matrice de passage A de la base (e, ...,e,) a la
base (f1, ..., fn) appartient a GL(n,Z).

Démonstration. f; = ) . aje; ot a;; € Z de méme e; = > by f; ol by; € Z

donc
;=Y biifi =) bijajie;
k g

k
d’ott AB = Id avec B = (b;;). O

Définition 3 Soit A un réseau de R™. Le determinant de A est la valeur absolue du
déterminant d’une base de A dans la base cannonique de R™. det A = |det(ey, ..., e,)]
ol €1, ...e, ets une base de A.

Remarques. 1. Ce déterminant ne dépend pas de la base choisie car le
déterminant d’une matrice de GL(n,Z) vaut +1.
2. Le déterminant de A est égale au volume du parallelépipede P = {> " x;e; : z; €
[0, 1]} défini par une quelconque base de A.
3. P est un domaine fondamental pour I'action de A sur R".

Conséquence du théoreme de Minkowski sur les convexes :
Théoreme 2 Soit N une norme sur R™ et A un réseau de R™. Appelons C la

boule unité. Alors la boule fermé B(0, 2(‘3}’;0/;)1/”) contient au moins un point de A
différent de 0.

Démonstration. Soit fi, ..., f, une base de A et ey, ..., e, la base canonnique de
R". Appelons ¢ : R" — R" Papplication définie par ¢(f;) = ¢;. On a |det ¢| = 1+
et ¢(A) =7Z" et

det A

V(o(B(0,2 <m>l/n) = |det ¢| x V (B(0, 2 (

det A
V(C)

ndet A

v 2

1/n
) )) = |det p|xV(C)x2

1/n
donc ¢(B(0,2 (detA> contient un point de Z" différent de 0. OJ
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Définition 4 Soit N une norme sur R" et A un réseau de R™*. Pour k € {1,...,n}
on appelle k™ minimum de A pour la norme N la borne inférieure des X\ > 0 tels

que la boule fermé B(0, \) contienne au moins k éléments linéairement independants
de A .

Notation )\, = A\,(A, N) = k™ minimum de A.

Remarques 1. On peut définir les minima d’une norme de R™ en considérant
les minima du réseau cannonique Z™ par rapport a cette norme. Ce point de vue
est rattaché au précedent car si N est une norme et A un réseau on a

ol B est un isomorphisme tel que ¢(Z") = A.
2. \; réprésente la longueur du plus court vecteur du réseau A. D’apres le théoreme

précédent on a A\ < 2(‘&&?)””

2 Théoreme des minima successifs de Minkowski

Théoréme 3 Soit N une norme sur R" de boule unité C et A un réseau de R™.
Alors

27’l
~Jdet A < AL\ V() < 2 det A

Nous allons prouver l'inégalité plus faible :

n

2
“rdet A < A A V(C) < 4™ det A
n:

Lemme 1 I existe xq,...x, des éléments linéairement indépendants de A tels que
pour chaque k € {1,...,n}
1, ..., Tk € MC.

Démonstration. Soit 1, ..., z, une suite de vecteurs de A telle que
- xyest le plus court vecteur de A\{0},
- x4 est le plus court vecteurs de A indépendant de xq, ..., zy.
L’existence de z1, ..., x, résulte du caractere discret de A. Montrons que pour k =
1,.omy N(zg) < M. Si N(xg) > A\g alors il existe des vecteurs indépendants de A,
Y1, ..., Yp de norme < N(zy). L’un de ces vecteurs n’appartient pas a vect(xy, ..., Tp_1)
ce qui contredit la minimalité de N(zy). Par définition des minima on a N (zg) = .
]

Remarque zi,...,x, ne forment en génral pas une base de A. Ex : A =
Z* + %(1, 1,1,1)Z ,x1, ..., 24 base canonnique de Z*.

Lemme 2 Soit x1,...x, des éléments linéairement indépendants de A tels que pour
chaque k € {1,...,n}
T1,..., T € AC.

Soit k € {2,...,n} et X\ € [0, \g]. Six est un élément de AN AC alors x est dans
I’espace vectoriel engendré par xq,...,x,_1. De méme avec k =1 on a x = 0.



Démonstration : Conséquence immédiate de la définition.

Proposition 2 Soit N une norme sur R™ de boule unité C et A un réseau de R™.
Alors

n

2
= det A < A AV (C).
n

Démonstration. Soit z1, ..., z, choisi comme dans les lemmes précedents. On

ay; = /\ixz € C. Les points £y, ..., ty, sont tous de norme < 1 donc les points de

K = {21 tiyi Y |t;| <1} aussi de norme < 1. Or le volume de K est égale a

on
H |det(y1a7yn)|
donc
V(C) > V(K) = 2 |d -2 > 2 detAD]
( ) = ( ) - m| et(ylw“ayn)’ - n')\l)\n | et(l‘l,...7$n)| = n')\1>\n et A.

Lemme 3 Si la norme N est issu d’un produit scalaire (.|.) alors
A AV (C) < 2" det A

démonstration. Soit x1,...x,, des éléments linéairement indépendants de A tels
que pour chaque k € {1,...n}, z1,....,x, € A\C. Orthonormalisons xy, ..., 2, on
trouve une base y, ..., ¥, orthonormale pour le produit scalaire (.|.). Définissons un
nouveau produit scalaire (.|.)* par A\jy1, ..., \nyy est une base orthonormée pour (.|.)*
et notons C* la boule unité associé a ce produit scalaire. On a

V(C*) = M. AV (C).

Appelons u 'applications linéaire définie par u(y;) = /\%yl On a pour tout z € R

(z])" = (u(z)|)

Si x € wvect(x;,...,xx) = vect(yy,...,yr) on a N*(z) > A—lkN(:c) Montrons que
A (A, N*) > 1. Soit  un élément non nul de A. Comme x, ..., z, sont libre il
existe ay,...,a, € R tels que z = > a;z;. Appelons k le plus grand entier tel que

ap # 0. D’apres le lemme 2, x ne peut pas appartenir a uC avec u < A, donc
N(z) > A\g. Donc N*(x) > iN(a:) >1. Or

M(A, N9V(C*) < 2" det A

donc
I X A AV(C) <2"detA. O
Pour achever la démonstration nous allons utiliser un résultat de Jordan :
Théoreme 4 Soit N une norme quelconque sur R™ alors il existe une norme eucli-

dienne N' tel que
By (0,1) € By(0,1) C 2¢/nBp:(0,1)

(En fait Jordan montre linclusion plus forte By(0,1) C v/nBn:(0,1)).
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Démonstration. Par un argument de compacité on montre qu’il existe une
norme euclidienne N’ telle que By/(0,1) C By(0,1) et le volume de By/(0,1) soit
maximal. Montrons que cette norme vérifie la deuxieme inclusion. Il suffit de
montrer que si N'(z) > 2y/n alors N(z) > 1. Prenons une base orthonormée
(€1, ...,e,) pour la norme N’ dont le premier vecteur est colinéaire a z : e; = pz.
On a p > 2y/n. Suppons que N(z) < 1 alors 'enveloppe convexe H de z, —x et
Bn:(0,1) est incluse dans By (0,1). On voit que H contient

1
K={X\ei+v:vEer, 5|/\|—|—N'(v)§1}

car K est I'enveloppe convexe de z, —z et By:(0,1) Nei. Considérons la norme

euclidienne ||.|| définie par

Hzxzez = (%)2 * (%)2 + ...+ (I_bn)z
Soit £ = Aey + v on a
%W + N'(v) < || Aex + 0| = 2_z+ N’b(;jy
torsaue b = \/q et a = 7= En effet
%W + N'(v) < |[Aer + || = ;\_er N/b(;})z
ﬂ% - ;) + N’Q(v)(b—l2 —1)- 2]19 ALV(0) > 0

et le discriminant A de cette forme quadratique un A, N'(v) vaut

1 1,1 1 1.1 1 1 1,1
A= -3 -0 == )~ = - D - (-1 20
car b < 1. D’autre part, grace a une affinité on voit que

1

V{{llz]l <1} = ab"'V(Bn(0,1)) = %(1 )

(=D/2y/(By/(0,1))

et par maximalité de V(By/(0,1)) on a

S
N

d’ou

Or par convexité (n > 3)




Fin de la démonstration du théoréeme de Minkowski.
Il reste a prouver I'inégalité ;..\, V (By(0,1)) < 4"n™?2 det A pour une norme qq.
N. Considérons la norme euclidienne N’ fournit par le théoreme de Jordan, on a
N'> N et V(By(0,1)) < 2"n"/2V(By/(0,1)). Comme N’ > N on a

Ni(N') > N(NV).
D’apres le th. sur les normes euclidienne on a
M (N A (NYV(Bye(0,1)) < 27 det A
donc
AM(N) A (N)V(By(0,1)) < 2" det A x 2"n™2. O
3 Réseau réciproque
Munissons R™ du produit scalaire usuel z.y et notons ||.|| la norme associé.
Proposition 3 Soit A un réseau de R". Alors
N ={zeR":xyeZVyeA}

est un réseau de determinant ﬁ. On a aussi N** = A. A* s’appelle le réseau
réciproque ou le réseau dual.

Démonstration. Soit ey, ..., e, une base de A. Appelons e], ..., e la base dual
i.e. la base tel e;.€; = 0; ;. On vérifie facilement que A* = Ze] + ... + Ze;,. Appelons
A (resp A*) la matrice dont les vecteurs colonne sont les coordonnées des e; (resp
ef) dans la base canonnique. On a par définition ‘AA* = Id ot A* = ‘A~ et
det A* = 1/det A. On en déduit que la matrice de A** est A. [J.

Théoréme 5 (Malher 1939) Soit A un réseau de R™. Appelons \; les minima de
A et X les minima de A*. Alors pour tout i € {1,...,n},

RV

< Cu X!
Cn n+1—1 e

ou C,, est constante qui ne dépend que de la dimension.

Démonstration. Soit x1,...,x, des vecteurs linéairements indépendants de A
tels que [|z;]| < ;. Appelons z7, ..., 2}, la base duale de 1, ..., 2,, ;.25 = 1. Si on
appelle X la matrice dont les colonnes sont les x; et X™* la matrice dont les colonnes
sont les 27 alors ‘X X* = Id. Pour chaque j *Xuz} = ¢; et 2§ = *X'e;. Appelons

X ; le cofacteur d’indice 75 de la matrice X, on a

. 1 1
ZEj = m(le,ng, ...,an) = MZXUGZ



D’apres l'inégalité de Hadamard pour chaque ¢ on a

n
Xigl < TT el

ki

donc

*

e

Montrons que les vecteurs y; = i‘jtf\( ;‘ € A*. Appelons A la matrice d'une base

du réseau A. Il existe une matrice B a coefficients entiers telle que X = AB. La
matrice (det B)B~! est & coefficients entiers donc

< X v/mx | k]| < xv/nx || e
|de tX] H |de tX] ]!;[j

A (det B)X* = “(XB™")(det B)X* = (det B)) B~ X X* = (det B)'B~' € M,(Z).

Donc les y; appartiennent a A*. On a

<+/n x [det B H)\k NS 1A><H)\k

|det X| d oy
Or d’apres le th. des minima
n
det A > ¢, H Ai
i=1
donc
;] < ey
J
et comme les y; sont indépendants on en déduit que A} < ¢, +11 . L’autre inégalité
n+l—j

découle de la relation A*™ = A. O

Remarques. 1. Soit N une norme équivalente a la norme euclidienne avec une
constante C. Alosr le théoréme précédent est vrai avec la constante C2C,,.
2. On ne peut pour une norme qq. trouver une inégalité ne faisant intervenir que
le volume de la boule unité. En effet, considérons le réseau A = Zte; @Z%62 ou
(€1, e) est la base canonnique de R? et ¢ > 1. On a A* = Z%el P Ztey. Soit < .. >
un produit scalaire tel que teq, %62 soient orthonormaux. Appelons N la norme
associée. On a

1
)\1(A,N) = AQ(A,N) = 1, )\1(A*,N) = Z, )\Q(A*,N) =tet V(BN(O, 1)) =1.



