ABSTRACT.

1. ENTROPIE ET INFORMATION

1.1. Introduction. On cherche un élément x dans un ensemble fini F de cardinal N.
Supposons que 'on puisse déterminer si x posséde ou non une certaine caractéristique.
Cela revient a déterminer si z appartient ou non a la partie A des éléments de E possédant
cette caractéristique. Quelle “quantité” d’information obtient-on ainsi ?

Si z € A et que la partie A est petite par rapport a F alors la quantité d’information est
importante, au contraire si la partie A est grande F, I'information est faible. De méme,
si z € A® la quantité d’information obtenue est une fonction décroissante de la taille
de A®. Pour définir la quantité d’information, on peut utiliser une fonction décroissante
f:[0,1] — R* et poser pour chaque z, I4(z) = f(£244) siz € A et I4(z) = f(%)
si z € A®. On obtient ainsi une fonction définie sur F :

card A card A€
card E) La(z) + f( card £

Ta(z) = f( ) Lae ().

Si A = E, l'information est nulle on peut donc imposer & f la condition f(1) = 0. La
caractéristique utilisée pour classer les éléments de E peut avoir plus de 2 modalités :
I’ensemble E est partagé en catégories Cf, ..., Ck, et pour chaque élément on peut déter-
miner la catégorie C; a laquelle il appartient. De la méme maniére, la fonction f permet de
quantifier 'information apportée par la connaissance de la catégorie & laquelle appartient
un élément :

k
0= 1

Les catégories C1, ..., C) définissent une partition C = {C4,...,C;} de E et on note I¢
Papplication que l'on vient de définir. Les conditions imposées a f sont f(1) = 0 et
sa décroissance. Ajoutons deux autres contraintes naturelles. D’une part, on souhaite
choisir une fonction f indépendante de E. D’autre part, on voudrait que la quantité
d’information soit additive. Plus précisément, supposons que 1’on ait deux renseignements
sur les éléments de E. Cela revient a disposer de deux partitions de E, C = {C4,...,Cy}
et D ={D,...,D;}. Ces deux partitions nous en donne une nouvelle

CvD={C;ND;:ie{l,. .k}, je{l,.1}}

qui correspond a la connaissances simultanée des deux renseignements. Lorsque ces ren-
seignements sont indépendants, on aimerait avoir la formule

Que signifie 'indépendance de C et D 7 Les deux caractéristiques C et D sont indépen-
dantes si pour chaque j, la proportion des éléments possédant le caractére D; parmi ceux
possédant le caractére C; ne dépend pas de i. Par conséquent, I'indépendance signifie que
pour chaque 7, on a
card D; N C;  card D;
b T card C;  cardE




ou encore
card D; N C;  card D; y card C;
card . card E card B
La relation souhaitée est
k J
cardC; N D; card C; card D
v E ekt 1 B = Ve, =) p, .
ve B 3 A enn6) = AR lee) + L A0, @

Pour les x de C; N Dy, cela donne

cardC; N D; . cardC; card D;

ut card £ )= card &/ )+ 1 card F )
ou encore iD 10 40 iD

card D; cardC;,  cardC; card D;

ut card F X cardE) =/ card F )+ 5 card F )

Cette derniére relation est vraie avec la fonction f(¢) = —Int. N’importe quel multiple
positif f convient encore. Gréace a la décroissance, on peut montrer que ce sont les seuls
choix possibles. Pour la suite nous fixons le choix de f : f(t) = —Int. Le fait que In0 ne

soit pas définie n’est pas génant : si card C; = 0 alors la fonction 1¢, est nulle.
Supposons, maintenant que ’on apprenne d’abord C puis D, on aimerait mesurer le
supplément d’information apporté Ipc par D et on devrait avoir

Ieyp = Ic + Ipc
ce qui donne comme définition de I'information apportée par D sachant C :
Ipic = Ievp — e
La fonction Ip|c obtenue est-elle positive 7 Pour cela il faut vérifier que pour chaque
zeC;N Dj,
card C; N D;

-1
(=In card £

mais cela résulte de la décroissance.
Finalement, 'information moyenne apportée par une partition C est

1 card C; card C;
I = -1
card £/ weZE c(z) ; card £ (=In cardE)

et ce nombre s’appelle I'entropie de la partition C.

card C’i) >0

— (=1
)= ncardE -

1.2. Définitions dans le cas des espaces probabilisés. Un ensemble fini E peut
étre vu comme un espace probabilisé ou chaque partie A a la probabilité P(A) = gggg
Les définitions précédentes se transposent alors aux espaces probabilisés.

Définition 1. Soit (£2,.A) un espaces mesurable et C une partition de 2. On dit que la
partition C est mesurable si tous les éléments de C appartiennent a A.



Définition 2. Soit (Q,.A, ) un espaces probabilisé et C = {C,...,C,} une partition
mesurable finie de Q. La fonction information I de Q — R associée a la partition C est
définie presque partout sur ) par

=2 Inp(Ci) 1e, ().

L’entropie de la partition H,(C) est définie par
H,(C) = E(lc).
Lorsqu’il n’y pas d’ambiguité sur la probabilité u, on note ’entropie de la partition C
par H(C).
En calculant ’espérance, on obtient immédiatement :

Proposition 1. Soit (2, A, ) un espaces probabilisé et C = {C4,...,C,} une partition
mesurable finie de ). Avec la convention 0In0 =0, on a

H(C) = - Z 1(Ci) In pu(C5).

Notation. Dans la suite ¢ désigne I'application ¢ : [0,1] — R™ définie par ¢(0) =
et ¢(z) = zlnz si z €]0,1]. Remarquons que ¢ est strictement concave.

Proposition 2. Soit (Q, A, 1) un espace probabilisé et C = {C,...,C,} une partition
mesurable finie de Q. On a H(C) <Inn et H(C) = Inn ssi u(Cy) = ... = u(C,,) = *.

n

Dem : exercice.
Exercice. Soit (£2,.A, ;1) un espaces probabilisé et C une partition mesurable finie de
Q. Si pour chaque C' € C on a u(C) < e alors H(C) > —Ine (intégrer I¢)

Définition 3. Soit C = {C4,...,C,} et D = {Dq,...,D,,} deux partitions finies d’un
ensemble E.

1. La partition engendrée par C et D est la partitionCVD = C;ND;j:i=1,..,n, j=
1,..,m}.

2. Lorsque tout les éléments de C sont des réunions d’éléments de D on dit que D est plus
fine que C et on écrit C < D.

Définition 4. Soit (2, A, 1) un espaces probabilisé et C = {C4, ...,Cp}, D ={D1,..., Dy, }
deux partitions mesurables finies de 2. La fonction information conditionnelle de D
sachant C, Ip|c de {1 — R est définie presque partout sur {) par

Ipic = Ipve — lc.

Comme dans 'introduction, on obtient immédiatement la proposition suivante.

Proposition 3. Soit (2, A, 1) un espaces probabilisé et C = {C1,...,Cp}, D ={D1,..., D }
deux partitions mesurables finies de ).
1. Pour presque tout x,

- CmD
Ipjc(z ZZI )1CﬂD( )
=1 j=1

2. La fonction information conditionnelle de D sachant C, Ip|c est positive.



Définition 5. Soit (2, A, 1) un espaces probabilisé et C = {C1,...,Cp}, D = {D1, ..., Di,}
deux partitions mesurables finies de ). L’entropie de la partition D sachant C est

H(D|C) = E(I¢p)
Un simple calcul donne :

Proposition 4. Soit (2, A, 1) un espaces probabilisé et C = {C1,...,Cp}, D = {D1, ..., D }
deux partitions mesurables finies de Q). L’entropie de la partition D sachant C vaut

n m | ' nﬂ(cij)
_;;N(an}])l A
"2 e

H(D|C) =

ZuD\C’ In p(D;|C;)

j=1
(avec la convention 0 x In 2 = 0).

Exercice. Soit (€2, .A, ) un espaces probabilisé et C = {C4, ...,C,}, D ={D1,..., Dy, }
deux partitions mesurables finies de Q. Appelons pour chaque C' € C, N(C) le nombre
des éléments D de D tels que DNC # (. Montrer que H(D|C) < maxcec In N(C). ( Pour
chaque C € C, lentropie calculée avec la probabilité conditionnelle pu(.|C) est < In N(C)).

En remarquant que % est égale a la probabilité conditionnelle u(D;|C;), on
obtient

Ipic(x ZZInpD\C ) 1c,np, (2)

=1 j=1

et

Les expressions de l'information conditionnelle et de I'entropie conditionnelle suggerent
de remplacer la partition C dans les définitions par une sous tribu F de A. Regardons
d’abord le cas ou F est la tribu engendrée par C. La fonction In(u(D;|F)) est égale a
> In(pu(D;]C)) 1¢, done

Ipe(x) = =Y Inu(D;|Ci) leynp, ()

i=1j=1
= Y 1p, (&)Y Inp(Dy|Cy) 1e,(x)
j=1 i=1

= > 1p,(2) In(u(D;|F)(x)).
j=1

D’ou la définition :

Définition 6. Soit (2, A, u) un espaces probabilisé, D = { Dy, ..., D,, }une partition mesurable
finie de 2 et F une sous tribu de A.



1. L’information conditionnelle de D sachant F est la fonction définie presque stirement
par

Ip|F(z Zlnﬂ (D;]F) 1p, (x).
Jj=1
2. L’entropie conditionnelle de D sachant F est le nombre

H(D|F) = E(Ipjr(a)).

Remarque. Lorsque F = {), X'} est la tribu triviale, on a Ip|z = Ip et H(D|F) =
H(D).

Proposition 5. Soit (2, A, 1) un espaces probabilisé, D = {Dy, ..., D, }une partition
mesurable finie de Q et F une sous tribu de A. On a

H(D|F) = ZlnpD\f (D51 F))
Dem. On a
H(D|F) = E(—i}lnu(Djlf)lDﬂ
- E(E(_ilnu(DjIF)lnjlf))
- E(_ilnu(z)ﬂf)E(lelf))

= E(- Z In p(D;|F) u(Dy|F))

(ce qui donne une définition alternative de ’entropie conditionnelle).
Notations. On note o(C) la tribu engendrée par un ensemble de partie et F1 V Fo =
O'(]:l U .7:2)

Proposition 6. Soit (2, A, i) un espaces probabilisé, C = {C4,...,C,} et D = {D1, ..., D) }
deux partitions mesurables finies de Q) et F une sous tribu de A. On a presque sirement

Ipver = Ieyx + Ipjevr
et
H(DV C|F) = H(C|F) + H(D|C V F).

Dem. Montrons que pour tout A mesurable, on a presque stirement u(A|C V F) =

> %1@. Comme le deuxiéme membre de 1’égalité est C vV F mesurable, il suffit

de vérifier que pour toute partie B € CV F on a

wANC;|F)
uw(ANB) Z 2(C1F) 1c,13).



Mais la tribu C V F est engendrée par les parties de la forme Cp N F ou k € {1,...,n} et
F € F, qui forment un ensemble de parties stable par intersection finie, donc la vérification
se réduit au partie B = Cy N F. Cette formule correspond a la formule élémentaire

pANCIF)

ANCNF)= CNF).
w == M )
On a
w(ANC|F) p(ANC;|F)
1c,1 = 1lc.1¢, 1
Z W(CiF) C B) Z W(ChF) ot F)
(AﬁC'kV:)
E 71 1
AT R
or presque slrement, E(%lqﬁf) = % (1c|F) = p(AN Cy|F), donc
(AN Cy|F) (AN CylF)
p(RE TRy 1y = (S AT
— B(uANGF)1p)
wANCLNF).
Finalement, pour chaque j, In u(D;|CVF) =In(3 1, %1@) =>r, ln(%) le,
donc
i A D; nC;|F
Ipjevr = *ZIHN(DHC\/]:) lp, = *ZZIH(M) le;1p,
j*l j=1i=1 wGilF)
= *ZZIH (D; NG| F)1edp, + Y Y npu(Ci|F)1c,1p,
Jj=11i=1 j=11i=1

= Ipveir — I U

Proposition 7. Soit (2, A, 1) un espaces probabilisé, C = {C4,...,Cy,} une partition
mesurable finie de Q et Fy, Fo deux sous tribus de A. Si Fy C Fo alors H(C|Fy) >
H(C|F2).

Dem. Comme F; C F,

HC|F) = Z¢
= E(Z¢<E E(lc,|72)|171)
= qu (fil F1))
avec f; = E(l¢,|F2). La fonction ¢(t) = —tlnt est concave sur [0,1] donc d’apres

I'inégalité de Jensen pour les espérances conditionnelles,

P(E(filF1)) = E(o(fi)| 1)



presque stirement, donc

n n

H(C|Fy) = EQ E@(fi)lF1)) = E(Y_ é(f:) = H(C|F). O

i=1 i=1

Proposition 8. Soit (2, A, ) un espaces probabilisé, C = {C4,...,Cr} et D = {D1,..., D }
deux partitions mesurables finies de € et F une sous tribu de A.

1. Ona H(C) > H(C|F).

2. SiC <D alors H(C|F) < H(D|F).

3. H(DV C|F) < H(C|F) + H(D|F).

4. H(DVC) < H(C) + H(D).

5. Si T :Q — Q est mesurable et conserve p, alors H(T~'C|T~YF) = H(C|F).

Dem. 1. On utilise la proposition précédente avec F; = {0, X} et Fo = F.
2. Par hypothese C VD = D et comme Ioypjr = Ic|x + Ipjrve, on obtient H(D|F) =
H(C|F)+ H(D|FvC)> H(C|F).
3. D’aprés les propositions précédentes , H(DVC|F) = H(C|F)+ H(D|CV F) et H(D|CV
F) < H(D|F) et le résultat en découle.
4. On utilise 2 avec F = {0, X }.
5. Ona E(1¢,|F)oT = E(lp-1(c,)|T'F) car E(1¢,|F)oT est T~ F mesurable et pour
tout A € F,

/ E(lg,|F)oTdu = /leTE(lci]:)on,u
T-14 X

= /1AE(101.
X

= /1T71A1T—1Cidu.
X

f) d/L = /X lAlcid/L

En intégrant on obtient le résultat désiré. OJ

Proposition 9. Soit (2, A, 1) un espaces probabilisé, C = {C4,...,Cp} et D = {D1,..., D, }
deux partitions mesurables finies de € et F une sous tribu de A.

1. H(C|F) =0 ssi C C F aux ensembles de mesure nulle prés, i.e. pour chaque i il existe
A; € F tel que u(A;AC;) = 0.

2. H(C|D) =0 ssi C < D aux ensembles de mesure nulle prés.

Dem. 2 est une conséquence de 1. Si C C F on a presque strement p(C;|F) =
E(1¢;|F) = 1¢, donc In u(C;|F) = 0 sur C; et H(C|F) = 0. Réciproquement, supposons
H(C|F) = 0. Pour chaque 14, la fonction ¢(u(C;|F)) doit étre presque strement nulle.
Donc p(C;|F) = 0 ou 1 presque siirement et par conséquent, il existe A € F tel que
w(C;|F) = 14 presque stirement. Par définition de la probabilité conditionnelle on doit
avoir E(141¢,) = E(1414) donc A C C; & un ensemble de mesure nulle prés mais on doit
aussi avoir E(14) = E(1¢,) donc A et C; difféerent d’un ensemble de mesure nulle. OJ

Définition 7. Soit (2, A, i) un espaces probabilisé, C = {C1,...,Cp} et D = {D1, ..., Dy, }
deux partitions mesurables finies de ). On dit que C et D sont indépendantes si pour
tout les couples (i,7) on a

1(C; N Dj) = pu(Ci) N u(Dy).



Remarque. Les deux partitions C et D sont indépendantes ssi les tribus engendrées
le sont.

Proposition 10. Soit (€2, A, i) un espaces probabilisé, C = {C1,...,Cp} et D = {D1,..., D\, }
deux partitions mesurables finies de ). Les partitions C et D sont indépendantes ssi
H(CvVD)=H(C)+ H(D).

Dem. Si les partitions sont indépendantes on a évidemment H(CVD) = H(C)+H (D).
Réciproquement supposons H(CV D) = H(C)+ H(D). On a alors H(D|C) = H(D) c’est-
a-~dire

S o(u(Dy) = =Y u(Cin Dy)Inp(D;|C)

j=1 j=1i=1
= =33 w(CHu(D;|C) n (D, |C)
j=11:i=1
= 303 w(Ceu(D;1C)).
j=11i=1

Or la fonction ¢ est concave donc pour chaque 7,

> wC)e(u(D;s1C) < ¢ Zu w(D;|Ci)) = ¢(u(D;))

i=1
et par conséquent, Y ., u(C;)d(u(D,|C;)) = ¢(u(D;)). Maintenant la stricte concavité
de la fonction ¢ entraine que pour chaque j, les u(D;|C;) sont indépendants de ¢. O

Théoréme 1. Soit (Q, A, ) un espace probabilisé, C = {C1, ..., C,,} une partition mesurable
finie de Q et (Fy,)m>1 une suite croissante de sous tribus de A engendrant une sous tribu
F. Alors
lim H(C|Fn) = H(C|F).
m— 00

Dem. L’application qui & f € L?(u) associe E(f|F,) est la projection orthogonale sur
le sous espace H,, de L? des fonctions F,, mesurables. De méme, L’application qui a f €
L?(u) associe E(f|F) est la projection orthogonale sur le sous espace H de L? des fonctions
F mesurables. La réunion U,,>1H,, est dense dans H car si B € F alors il existe une suite
(Br)ren d’éléments de 'algebre Uy, >1F, qui engendre F, telle que limy . |15, — 15[y =
limy, 00 (BrAB) = 0 (justification : Pensemble des parties B € A pour lesquelles il
existe une suite (Bj)r d’éléments de U,>1F, telle que limg_,oo p(BrAB) = 0 est une
tribu contenant U,>1F,). Pour tout f € L%, la suite des projections E(f|F,) converge
donc dans L? vers E(f|F). 1l suffit maintenant d’utiliser ce résultat avec E(1¢,|F,)
i=1,...,n. Comme la convergence L? implique la convergence en probabilité, la suite

> B Fn)

converge en probabilité vers la fonction Y., ¢(E(f|F)). Finalement, comme ces fonc-
tions sont bornées indépendamment de m, la convergence & lieu dans L' et donc

lim B(Y" 6(E(f|1Fn) qu (f17)))
=1



1.3. Entropie d’une application. Soit C une partition finie d’'un ensemble X et
T : X — X une application. Il est facile de voir que deux points z et y de X appartiennent
au méme élément de la partition CVT~'CV ...V T~"C si pour tout k les éléments T%x et
Tk appartiennent au méme élément de C.

Théoréme 2. Soit (X, A, ) un espace probabilisé, T : X — X une application mesurable
conservant 1 et C une partition mesurable finie de X. Alors la suite

1
EH((z vT~iCv..vT~ ")

est convergente.

Le théoréme découle de I'inégalité

H(C\/Tflc\/...\/T*n—erlC) < H(C\/Tilc\/...VTinJrlC)—‘r—H(T*nC\/...\/TinierIC)
= H(CVT'CV..vT )+ HI"(CVTT'CV .. VT ")
= HCVTICV.VT ")+ H(CVTCV..vT™"HC)

et du lemme :

Lemme 1. Soit (uy),>1 une suite de réels tels que pour tout m et n, Upym < Uy + Up,.
Alors la limite de la suite (1 Un )n>1 €xiste et vaut inf,>q %un

n

Dem. Soit n un entier > 1. Pour tout entier m, effectuons la division euclidienne de
mparmn: m=¢u,n+7r, our<n. Ona
Um, < gmUn + Ur,,

donc .

Uy, < qﬂun + Uy,

m m
et 1 1 1

lim sup —u, <lim sup (q—mun +—u. )= —u,
m—oo TN m—oo m n

Ceci étant vrai pour tout n > 1, on a limsup,, o =um < infy>1 tu, < liminf, o Lu,
donc lim,, oo %un =inf,>; %un O

Définition 8. Soit (X, A, 1) un espace probabilisé, T : X — X une application mesurable
conservant [i.

1 Soit C une partition mesurable finie de Q. Le nombre h(T,C) = lim,, oo LH(CVT~'CV
.. VT~"F1C) s’appelle entropie de T relativement a la partition C.

2. L’entropie mesurée de T' relativement a la probabilité p est le borne supérieure

sup h(T, C)
c

ou C parcourt toutes les partitions finies de X dont tous les éléments sont mesurables. On
note 'entropie h,(T') ou h(T') si il n’y a pas d’ambiguité.
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Théoréme 3. L’entropie est invariante par isomorphisme de systéme dynamique mesuré
: Soit (X, A, ) et (Y,B,v) deux espaces probabilisés, T une application mesurable con-
servant i et S :' Y — Y une application mesurable conservant v. Si il existe une bijection
R : X — Y bimesurable telle que RT = SR et telle que I'image de i par R soit v, alors
h(T) = h(S).

Dem. SiC = (C4,...,Cy,) est une partition finie de X alors R(C) = (R(C4), ..., R(C},))
est aussi une partition de Y et on vérifie que h(7T,C) = h(S,R(C)). En passant au
sup on obtient A(T) < h(S), et comme 'inégalité inverse est une conséquence du méme
raisonnement, on obtient h(T) = h(S). O

Remarque. Munissons A (resp. B) de la relation d’équivalence : la différence
symétrique de deux parties est de mesure nulle et appelons A (resp. B) 'ensemble quo-
tient. On a un théoréme plus général, dans lequel la bijection R est remplacée par une
bijection de A sur B car R n’intervient que par son action sur les parties.

Exercice. On considére le tore T = R/Z muni de la mesure de Lebesgue, T :
T!— T une translation et C = {I1, ..., I, } une partition de T! en m intervalles. Montrer
que h(T,C) = 0.

1.4. Propriété de I’entropie d’une application.

Proposition 11. Soit (X, A, ) un espace probabilisé, T : X — X une application
mesurable conservant p et C, D deux partitions mesurable finies de X .

. h(T,C) < h(C).

. h(T,CVv D) <h(T,C) + h(T,D).

. SiC <D alors h(T,C) < h(T, D).

. h(T,C) < h(T,D) + h(C|D).

. hW(T,C) = h(T, T71C).

Pour tout m > 0, h(T,C) = h(T,\;~,T7‘C) et si T est inversible h(T,C) =
(TN, TC).

O U A W e

Dem. 1. On sait que H(\/!—) T~'C) < Y7" H(T~'C) = nH(C) donc h(T,C) <
H(C).
2. Pour tout n > 1, \/'-) T~(C VD) = (\V1Zy T7C) vV (!, T~"D) donc

H(n\_/ T-4CVvD)) < H(n\_/ T7'C) + H(\/ T-'D)
=0 =0 =0

et par passage a la limite h(T,CV D) < h(T,C) + h(T, D).

3. SiC < Dalors \/7—) T'C < \/I_, T~*D. par conséquent, H(\/7—) T~C) > H(\/!_, T~'D)

et h(T,C) > h(T, D).
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4.
n—1
H(\/ T7'¢) < \/TZC \/sz
=0
n—1
= \/T1D+H\/TIC|\/TZD
1=0 =0
n—1
< H( \/ T7'D) + ZH(T—J‘C| \/ 77'D)
i=0 =0 i=0
n—1 n—1
< H(\/T7'D)+> H(TC|T~D) = H(\/ T~'D) + nH(C|D)
3 j =0

d’otul le résultat par passage a la limite.
2 n—1 ) n—1 ) n—1 .
H\/ 7717 ') =H(T ' \/ T7'C)=H(\/ T7'C)
i=0 i=0 i=0

d’ott h(T,T-1C) = h(T,C).
6.

n—1 m m+n 1
1 ; ; n+m
1. — -t -J = 1 —1
1=0 7=0
d’ot ~(T, (V/jLy T~7C) = h(T,C). Le cas inversible découle de I'observation h(T, (V- _,, T~7C)) =
h(T, T™(\/7", T~9C)). O

Théoréme 4. Soit (X, A, 1) un espace probabilisé et T : X — X une application
mesurable conservant .

1. Pour k > 1, h(T*) = kh(T).

2. Si T est inversible, alors pour tout entier relatif k, h(T*) = |k| h(T).

Dem. Soit C une partition de X dont tout les éléments appartiennent a A.

k—1 n—1 k—1

. 1 R X
h k —1i _ : - —ik —J
(T,VT ) W;LngonH(VT VT C)
1=0 =0 7=0
1 nk—1 nk—1
= nlgx;onH \/0 T7C) fknlgxgo%H \/ T77°C)
= kh(T,C).

Ainsi h(T*) = sup h(T*,C) = sup h(T*, \/i:ol TiC) = sup kh(T,C) = kh(T).
2. D’une part, on a évidement h(Id) = 0. D’autre part, h(T,C) = h(T~1,C) pour toute
partition C car

n—1 n—1 n—1
H(\/ T°C) = H(T~"""Y \/ T"C) = H(\/ T7"C). D
1=0 1=0

=0
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Théoréme 5. Soit (X, A, p) un espace probabilisé, T : X — X une application mesurable
conservant j, et C une partition mesurable finie de X. Appelons F la tribu engendrée par
Un>1 Vi, T7°C. Alors

h(T,C) = lim H(C| \n/ T-'C) = H(C|F).

n— 00 .
i=1

Dem. On sait déja que lim,, oo H(C|\/}_, T~°C) = H(C|F). Montrons par récurrence
que

H(\n/ T-'C)=H(C) + Xn: H(C| \J/ T-°C).
i=0 j=1 i=1

Pour n =0 il n’y a rien & prouver et le passage de n a n + 1 résulte du calcul

n+1 n+1

H(\/T7'c) = HCVv\/T7C)
=0 =1
n+1 ] n+1 ]
= H(\/T7¢)+H(C|\/ T7C)
=1 =1
n . n+1 ‘
= H(\/TC)+H(C| \/ T7"C).
=0 =1
Maintenant
n n J
H(T,C) = lim %H(\/ T-iC) = lim %(H(C)+ZH(C| \/ 7))
i=0 j=1 i=1

n J
~ Jim % S Hel\/ TiC)
j=1

i=1
et d’apres le théoréme de Césaro,
nMT,C)=H(C|F).O

Exercices. Soit (X, A, ) un espace probabilisé et T : X — X une application
mesurable conservant p. Si F est une sous-tribu de A, on note F. la tribu complétée de
F.

1. Soit C une partition mesurable finie de X. Appelons F la tribu engendrée par
Ve, T¢C. Montrer que h(T,C) = 0 ssi C est inclus dans la tribu complétée F..
2. Montrer que si h(T) = 0 alors (T~ A), = A..

1.5. Application au codage des textes.

Théoréme 6. (Shannon-MacMillan-Briemann). Soit (X, A, ;1) un espace probabil-
isé, T : X — X une application mesurable conservant p et ergodique, et C une partition
mesurable finie de X. Pour chaque x € X et chaque entier n > 1 notons Cy,(z) I'élément
de la partition \/;.:01 T~iC contenant z. Alors

—% In p(Cp(2)) — h(T,C)

presque stirement et dans L'(p).
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Dem. Petersen page 261.

Corollaire 1. Soit (X, F, ) un espace probabilisé, T : X — X une application mesurable
conservant i et C une partition mesurable finie de X. Pour chaque € > 0, il existe un
entier n. tel que pour tout n > n., la partition \/;:01 T7'C peut étre divisée en deux
classes B,, et M,, telles que
i w(Uaem,) <e,
il pour tout A € B,

e~ M(T,C)+e) < pu(A) < e~ M(T,C)—e)

Exercice Soit .4 un alphabet fini. Un source S émet une suite de lettre de I’alphabet
A. On désire compresser les messages émis par la source S. Le théoréme de Shannon-
MacMillan-Briemann permet de déterminer pour une source convenable le taux de com-
pression maximal possible. On modélise la source par une partie X de AN. Un élément de
X est un mot infini écrit dans I’alphabet A, il correspond & une émission sans interruption
de la source. La partie X représente ’ensemble de toutes les émissions possibles de la
source S. Nous avons besoin de quelques hypothéses sur X. Appelons T : AN — AN le
décalage c’est-a-dire application définie par T'((2y)neN) = (Yn)neN O Yp = Tpi1 pour
tout entier naturel n. On suppose que X est stable par T, cela traduit qu'une émission
dont on a tronqué le début est aussi une émission possible. On suppose aussi que X est
une partie borélienne de AN et que X est muni d’une probabilité y invariante par T'. Cela
signifie que la probabilité d’apparition d’un mot fini ne dépend pas de la position du mot
dans le message émis. Finalement, on fera aussi I’hypothése ”T est ergodique” : presque
tout message émis contient tous les mots de probabilité non nulle avec une fréquence égale
a la probabilité du mot. Définissons maintenant un codage.
Rappels. Le langage £(X) est 'ensemble des sous-mots finis ou facteurs des éléments de
X et que £, (X) désigne ’ensemble des sous-mots ou facteurs de longueur n des élements
de X.
Pour un alphabet B, on désigne par B* l’ensemble de tous les mots finis écrits avec
lalphabet B, B* = U,,>oB".

Soit B un alphabet fini. Un codage de la source modélisée par X est une application
¢ Ly (X) — B

ou ng est un entier fixé. Le codage est bon si aucun mot image n’est le début de 'image
d’un autre mot. Par concaténation ¢ s’étend a ’ensemble des mots dont la longueur est
un multiple de ng

¢ 1 Uk>1Lgny (X) — B

par

d(my..mg) = ¢(my)...o(my).

La condition précédente entraine l'injectivité et permet le décodage. Le taux de compres-
sion 7(¢) du codage ¢ est définie par

T(¢) = lim sup EmEEkn(X) N([m])l(gﬁ(m))

k—o00 kno

ou I(m) désigne la longueur du mot m et [m] désigne ensemble des éléments de X
commencant par m (cylindre associé & m). Soit C = {[a] : a € A} la partition de X



14

définie par les cylindres de longueurs 1. Notre but est de prouver que si T est ergodique
alors la borne inférieure sur tous les bons codages ¢ a valeur dans B* est
h,(T,C)
— inf _ 4t
X cf)lglon T(¢) InN

ou N = card B.
(I1 est facile de prouver grace au théoréme de Kolmogorov-Sinai que h,(T') = h,(T,C)).
1. Montrer que si ¢ est un bon codage alors 'extension de ¢ & Ug>1 Ly, (X) est injective.

2. Soit € > 0 et ¢ une application injective de Ug>1Lyn,(X) dans B*. On veut montrer
_ hu(T,C)—2¢
que 7(¢) > T = R

a. Soit n un entier de la forme kng. Soit E, ’ensemble des éléments m de £, (X) tels
que [(¢(m)) < nr. Montrer que card E,, < 2+ exp(n(h,(T,C) — 2¢)). (¢ est injective et

le nombre de mots de B* de longueur < n7 est inférieur 1+ N + ... + NlnTl = % <
= exp(n(h,(T,C) — 2€))).
b. Soit B, I’ensemble des mots m de L, (X) tel que

p(fm]) < e 109,

Posons A, = >, 5 p([m]). Montrer que

N
S umDi@(m) = nr x (A, — T ¢ e (TO-29))
meL,(X) -

(Les m € L,(X) tels que I(¢(m)) < n7 sont divisés en deux catégories. Ceux qui ne sont
pas dans B, et ceux qui sont dans ,,. Le nombres de ces m appartenant a B,, est au plus
2 exp(n(h,(T,C) — 2¢)) et leurs mesures est < e~ (" (1:0)=2)) Conclure.
3. Soit ¢ > 0. Nous voulons prouver qu’il existe un codage bon ¢ tel que 7(¢) < 7 =
h, (T,C)+2¢

In N .
a. Soit B, I'ensemble des mots m de £, (X) tel que

pllm]) = e T,

Montrer que si n est assez grand, il existe une injection ¢ de B,, dans I’ensemble BL»

des mots de longueur L, = n% écrit avec l'alphabet B. (Le nombre de mots de

longueur n% écrit dans l'alphabet B est N = expn(h,(T,C) + ¢)).
b. Fixons n tel que ¢ soit injective. Sélectionnons un mots w,, de longueur L,, et supposons
que wy, ne soit pas dans I'image de ¢. Soit f une application injective de A dans B*
tel que la longueur des images soit une constante c. L’application f s’étend a A* par
concaténation, f(aj...ax) = f(a1)...f(ax). Etendons ¢ a L, (X) par ¢p(m) = w,, f(m) pour
les mots m qui ne sont pas dans B,,. Montrer que ¢ est un bon codage.

(pour tous les m € B,,, les ¢(m) ont la méme longueur L,,, comme ¢ est injective sur B,
aucun mot de ¢(,,) ne peut prolonger un autre mot de ¢(B,,). De plus w,, est de longueur
L, et n’appartient pas & ¢(B,). Donc aucun ¢(m) avec m € L,\B,, ne peut prolonger
un mot de ¢(B,,) et réciproquement. Pour finir il suffit de remarquer que l'extension de
f est injective et que toutes les images f(m), m € £,,\B,, ont méme longueur.)

c. Posons A, =37, . p([m]). Montrer que

Z p([m])l(p(m)) < (1 = Ay)(en + nh#(jl;;f\;Jrg) +n

mELn (X)

h,(T,C) +¢
In N '
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d. Montrer que

Y ullmhem) =k D p(lm)ie(m))

meELyp(X) meL,(X)

(Posons I;(m) = l(¢(m;)) ot m = my..my et m; € L,(X). Pour w € L,(X), le
cylindre [w]; est ensemble des mots de mi..my € Li,(X) tel que m; = w. On a
pour tout m € Lnk(X), U(p(m)) = li(m) + ... + l(m) et 3o cp x)p(Im])li(m) =
2 wern (X) 2omefw); M([m])li(w). De plus par invariance de la mesure p, >, ), #([m]) =
wu([w]) d’ou le résultat. On peut aussi interpréter les sommes comme des espérances de
variables aléatoires définies sur X). Conclure.

1.6. Calcul de ’entropie. Walters page 94.

Le calcul de I'entropie semble difficile car ’entropie est définie a I’aide d’un borne
supérieure sur l’ensemble des partitions. Nous allons voir que dans certains cas il est
possible de trouver des partitions réalisant cette borne supérieure.

Théoréme 7. (Kolmogorov-Sinai) Soit (X, A, u) un espace probabilisé, T : X — X
une bijection bimesurable conservant u et C une partition mesurable finie de X. Si la
tribu compléte engendrée par U,>o \/i—_, T~'C contient A alors h(T) = h(T\,C).

i=—n

Dem. Soit D C A une partition finie. Nous devons prouver que h(T,D) < h(T,C).
On sait que (paragraphe précédent)

h(T,D) < h(T, \n/ T7'C) + H(D| \n/ T-C)

i=—n i=—n

n
= WT,C)+H(D| \/ T7C).
» . T7C). On alim,. H(D|V__,T7C) =
H(D|F) et comme D est inclus dans la complétée de F, H(D|F) = 0.

Avec la méme démonstration on obtient :

Soit F la tribu engendrée par Unz()(\/n

Théoréme 8. (Cas non inversible) Soit (X, A, 1) un espace probabilisé, T : X — X
une application mesurable conservant i et C une partition mesurable finie de X. Si la
tribu compléte engendrée par U,>o \/i—y T~'C contient A alors h(T') = h(T,C).

Corollaire 2. Soit (X, A, i) un espace probabilisé, T' : X — X une bijection bimesurable
conservant p. Supposons qu’il existe une partition mesurable finie C de X telle que la
tribu compléte engendrée par Uy,> \/?:0 T—*C contienne A alors h(T) = 0.

Dem. On a h(T) = h(T,C) et 0(Up>1 Vi T7C) = T o(Upso Vi T7°C) =
T-'A= A donc

n(T,C) = lim H(C| \n/ T7C) = H(C|A) = 0.0

n— oo .
i=1

Remarque : Théoréme de Krieger. ([Kr])
On peut étendre la définition de ’entropie aux partitions dénombrables et on peut montrer
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que ’entropie d’une application est encore obtenue avec la borne supérieure sur toutes les
partitions dénombrables. Dans le cas inversible, une partition dénombrable C telle que
Un>o Vi, T~C engendre A modulo les ensembles négligeables s’appelle un générateur.
Krieger a montré le résultat :

Soit (X, A, ) un espace de Lebesque (qui n'est pas isomorphe & un ensemble fini) et
T : X — X une bijection bimesurable conservant u. Si h(T) < oo alors il existe un
générateur.

Donnons encore quelques résultats qui permettent de calculer I’entropie.

Lemme 2. Soit k > 1 un entier et (X, A, ) un espace probabilisé. Pour tout € > 0,
il existe § > 0 tel que si C = {C4,...,Cx} et D = {Dy,..., Dy} sont deux partitions
mesurables a k éléments, alors

k
> w(CiAD;) <5 = H(C|D) + H(D[C) < e.

=1

Dem. Pour € > 0 fixé choisissons § > 0 tel que 6 < 1 et k(k—1)¢(6) +¢(1—4) < &/2
ot ¢(t) = —tlnt. Considérons la partition €& de X formée par les parties C; N D,
i # 7, et UX_(C; N D;). Le nombre d’éléments de & est < k(k — 1) + 1. L’hypothése
Zle w(C;AD;) < § entraine que tout pour E € £ on a soit u(E) < 6 soit u(E) > 1 — 6.
Par conséquent H(E) < k(k — 1)¢(d) + ¢(1 — ) < €/2. De plus les partitions £ V C et
C Vv D sont indentiques, donc

H(CVD)=H(EVC)=H(C)+H(D|IC)<H(E)+ H(C)
donc H(D|C) < H(E) < g/2. L’autre inégalité se démontre de la méme maniére. [

Théoréme 9. Soit (X, A, u) un espace probabilisé B une algébre de parties telle que la
tribu compléte engendrée par B soit égale a la complétée de A. Soit C une partition
mesurable finie de X. Alors pour tout € > 0, il existe une partition finie & C B telle que
HE|IC)+ H(CIE) <e.

Dem. C = {C,...,C}. Soit € > 0. Choisissons § > 0 correspondant & k et ¢ dans
le lemme précédent. Soit o un nombre strictement positif que 1'on choisira plus loin.
Comme la tribu compléte engendrée par B contient A pour chaque 1 il existe une partie
D, appartenant a B telle que u(C;AD;) < a (ensemble des parties mesurables A telles
que pour tout « > 0, il existe une partie B € B avec y(AAB) < «, est une tribu contenant
B). Sii # j, 'intersection D; N D; est incluse dans la réunion des différences symétriques
D;AC; et C;AD;, d’ou u(D; N Dj) < 2a. La partie N = U;2;D; N D; a donc une mesure
< k(k — 1)a. Prenons E; = D\N, i =1,...k—1, et B = X\ Uj<x E;. Les parties
Eq, ..., B forment une partition £ de X et par construction £ C B. Pour chaque i < k,
on a D;AFE; C N donc

C;AE; Cc C;AD;UD;AE;,
WCAE) < w(CAD:) + u(DiAE:) < a+ u(N) < (1+ k(k — 1))

De plus,
CyAE), = CEAES C Ui C;AE;

donc pu(CrAEy) < >, w(C;AE;). Ainsi, en choisissant « assez petit on a Zle w(C;AE;) <
d et donc H(E|IC) + H(C|E) <e. O
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Théoréme 10. Soit (X, A, 1) un espace probabilisé, T : X — X une application mesurable
conservant p et B une sous algébre de A. Si la tribu compléte engendrée par B contient
A alors
hT) = sup h(T,C)
c

ou C parcourt I’ensemble des partitions mesurables finies de X dont tous les éléments
appartiennent a B.

Dem. Soit C une partition finie dont tous les éléments appartiennent a A et € > 0.
D’aprés le théoréme précédent, il existe une partition finie D incluse dans B telle que
H(C|D) < e. Le théoreme découle de I'inégalité

WT,C) < h(T,D) + h(C|D). O

Corollaire 3. Soit (X1, A1, uq) et (X1, A1, pq) deux espaces probabilisés, T; : X — X ,
1 = 1,2, deux applications mesurables conservant p,. Soit T : X1 x X9 — X1 X X9 définie
par T(x1,x2) = (T1(x1), T2(z2)). On a

h(T) = h(T}y) + h(T3).

Dem. Utilisons le théoréme précédent avec la sous algebre B de A; ® Ay engendrée
par les parties A; x As ou A1 € Ay et Ay € As qui par définition engendre la tribu
produit A; ® As. Soit C une partition finie de X dont tous les éléments appartiennent &
B. Comme les éléments de B sont tous des réunions finies de rectangles A; x A, il existe
une partition D7 de X7 incluse dans A; et une partition Dy de X5 incluse dans A5 telles
que la partition D =Dy x Dy = {4, x Bj : i =1,...,n, j =1,...,m} soit plus fine que C.
Par conséquent, h(T,C) < h(T,D) et d’aprés le théoréme précedent, h(T') est inférieure
au sup des entropie (T, D) ou D est une partition produit du type précédent. Pour une
telle partition on a

H(\/ T7'D) = H(\/(Ty "Dy x Ty "D;) = H(\/ Ty "Dy x \/ T5'Dy).
=0 =0 =0 =0

Pour terminer la démonstration il suffit de vérifier que si C; = {A4;,...,A,} et Co =
{B1i,..., B} sont des partitions de X7 et Xy alors H(C; x Co) = H(C1) + H(C2). Comme
C1xCq = (C1 x{X2})V({X1} xC3), cela résulte de I'indépendance des partitions C; x { X3}
et {Xl} X CQ. Il

Théoréme 11. Soit (X,d) un espace métrique compact, A la tribu borélienne de X, p
une probabilité sur (X, A) et T : X — X une application mesurable conservant p. Soit
(Cn)n>1 une suite de partitions finies dont tous les éléments appartiennent a A. Supposons
que

lim sup diam(C) = 0.

n—oo CEC»,L
Alors

h(T) = sup h(T,C,,).
n

Dem. Soit D = {Dy,..., Dy} une partition mesurable finie de X et £ > 0. Il nous
suffit de montrer qu’il existe une partition C, telle que h(T,C,) > h(T,D) — . Soit a un
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nombre réel > 0. Pour chaque ¢, il existe un compact K; inclus dans D; dont la mesure
est supérieure a celle de D; moins «. La distance entre deux quelconques de ces compacts
est minorée par un nombre § > 0. Choisissons n tel que le maximum des diameétres des
éléments de C,, soit < §/2. Considérons pour chaque ¢ < k — 1, la réunion B; des C € C,,
qui rencontre K;. Définissons Bj comme le complémentaire de By U ... U By_1. Le choix
de n montre que les B;, i =1, ...,k — 1 sont deux & deux disjoints et par construction By
est disjoint des autres, par conséquent B = {Bj, ..., By} est une partition de X. De plus,
pour i =1,..., k,

w(D;AB;) < max(o, p(X\K1 U...U Kj) = max(«, ka) = ka.
donc d’apres le lemme, si « est assez petit,
H(D|B) + H(B|D) < e.

Comme la partition C,, est plus fine que la partition B on a H(D|C,,) < H(D|B) < e, ilen
résulte que
h(T,D) < h(T,Cy,) + H(D|C,) < W(T,Cp) +¢.0

Corollaire 4. Considérons le tore T! = R/Z muni de la mesure de Lebesgue. Si T :
T!— T est translation alors h(T) = 0.

Dem : exercice.
Corollaire 5. Soit T" = T! x ... x T! et T : T — T" une translation. On a h(T) = 0.

1.7. Exemples. Translation d’un groupe abélien compact

Exercice Soit (G,+) un groupe abélien métrique compact, u la mesure de Haar de
Get T : G — G une translation de G. Notons G = {V1,72, -} le groupe dual de
G (on sait que G est dénombrable). Soit 7, ...,7y,, un nombre fini d’¢léments de G et
H, =N, ker~,. H, est un sous-groupe compact de G.
1. Montrer que R, : @ € G/H,, — (71(2), ..., 7,,(7)) € (S})™ ~ T" est morphisme injectif
continue. Appelons K,, I'image de R,. K, est un sous-groupe compact de S} dont on
admettra qu’il est isomorphe a un groupe de la forme Z/pZ x S9.
2. Soit T, : G/H,, — G/H, application définie par T, (g + H,) = a + g + H,. Montrer
que h(Ty,) = 0. (Montrer que T est conjugué a une translation de K,,).
3. Soit A, la tribu image réciproque par R,, de la tribu borélienne de T". Montrer que
la tribu borélienne de G est égale 4 la tribu A engendrée par U,,>1.4,, (les caractéres sont
A-mesurable et les combinaisons linéaires d’éléments de G sont dense dans C (G,R) donc
tout ouvert est réunion dénombrable d’éléments de A).
4. Montrer que si C est une partition finie de G incluse dans A, alors h(T,C) = 0
(Désignons p,, la projection de G sur G/H,,. Ecrire les éléments C de C sous la forme
p, (D) ot D appartient & une partition D de G/H,, et remarquer que \/f:0 T-C =
P (Ve T'D) et done H(\/'_,T~iC) = H(\VY_, T;;D) car par unicité p,, envoie la
mesure de Haar de G sur la mesure de Haar de G/H,,)
5. Conclure.

Décalage
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Theorem 12. Considérons 'ensemble {1, ..., k} muni d’une probabilité y et notons p; la
probabilité de i. Soit Q4 = {1, ..., k}% muni de la probabilité produit v = u®%. Appelons
o : Qy — Qp lapplication décalage o((xn)nez) = (Yn)nez avec Y, = Tpy1. On a h(T) =

Kool
- Ei:l pi 11 p;.
Dem : exercice.

Theorem 13. Considérons 'ensemble {1, ..., k} muni d’une probabilité u et notons p; la
probabilité de i. Soit Q, = {1, ..., k}N muni de la probabilité produit v = p®N. Appelons
o : Q, — Q, DPapplication décalage o((%n)neN) = (Yn)neN avec yn = Tpi1. On a

h(T) = - 2521 p; Inp;.
Dem : exercice.

Décalage de Markov.
Soit P = (pij)i<ij<k une matrice carrée dont les lignes sont des probabilités et
p = (p1,...,pr) un vecteur probabilité tel que pour tout i, p; = >, pipi;. L’espace
Q% = {1, ..., k}?% peut-étre muni d’'une mesure z définie par

:U'([xn’ ceey J?m]) = Pz, Pry,xni1Prrir,wnio - Prm_12m

ol n < m sont deux entiers relatifs. Pour vérifier que cela définie bien une mesure il suffit
de vérifier que

k
([T ) = Y [T, Ty T
et
.
,u'([xna---axm]): Z N([xna-'-;xmaxm+l])~

i . - k .
La premiére relation est évidente car p;, = >, _ Pz, 1Pz, 1z, la seconde l'est aussi
no1=

car les lignes de la matrices P sont des probabilités. La définition méme de p montre que
1 est invariante par le décalage o.

Théoréme 12. Soit P = (p;j)1<i,j<k une matrice carrée dont les lignes sont des prob-
abilités et p = (p1,...,pr) un vecteur probabilité sur {1,...,k} P-invariant. Munissons
O = {1,...,k}% de la probabilité u définie par P et p. Alors I'entropie du décalage
o:Qp — Qp est

hu(o) = =Y pipij Inpi;.

1,
Dem : exercice.

Automorphisme du tore T2
On munit le tore de la mesure de Lebesgue.

Lemme 3. Soit A € SL(2,Z) et 0(A) = {A1, A2} le spectre de A. Alors soit 0(A) C R\Q
soit 0(A) C S' = {z € C: |z| = 1}. De plus, si Ay = \g alors A\; = \y = £1.
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Dem. - Si les valeurs propres A\; et Ay de A sont ne sont pas réelles alors elles sont
conjuguées et |)\i|2 =MA =AMy =det A=1.
- De méme si A\y = Ay alors 1 = A\ Ay = )\f et \; = +1.
- Supposons o(A) = {1, A2} C Q et Ay # Ao.
Alors il existe des vecteurs propres & coordonnées rationnelles. Montrons que cela est im-
possible si les valeurs propres ont une valeur absolue différente de 1. Apreés multiplication
on peut obtenir des vecteurs propres & coordonnées entiéres. Appelons X un tel vecteur
propre. Pour tout n € Z, A"X € Z\{0} mais cela est impossible car A" X = \"X qui
tend vers 0 quand n tend vers +oo0 ou —oo. [

Lemme 4. Soit A € SL(2,Z) et Ta Pautomorphisme induit par A sur le tore T? =
R?/Z2.

- L’application Ty est ergodique ssi le spectre de A, o(A) est inclus dans R\Q.

- Si T4 est ergodique, aucun vecteurs de Q? n’est un vecteur propre de A.

Dem. Cas 1 o(A) = {\;, A2} C S' et A1 # Aa.

1 0

0 A

X € Z?, lorbite de X sous l'action de la transposée de A, O(X) = {?A"X : n € Z}, est
bornée et inclus dans Z2. Cette orbite est donc finie. Fixons un vecteur non nul X de Z?2
et considérons la fonction f : T? — C définie par

La matrice A est conjuguée a la matrice diagonale < , donc pour tout vecteur

f(z) = Z exp 2itY.x .

Yeo(X)

La fonction f n’est pas constante car les exponentielles sont orthogonales et donc linéaire-
ment indépendantes (la fonction 1 est une exponentielle). La fonction f est invariante
car

f(Taz) = Z exp 2inY. Ax = Z exp2im'AY.x
Yeo(x) YEOo(X)
= Z exp 2irY.x = f(x),
Yeo(x)

donc T4 n’est pas ergodique.

Cas 2 A\ = Ay = *1.

Soit X un vecteur propre associé & A\;. On peut supposer que le vecteur X est a coordon-
nées entieres. La fonction

f(z) = exp2inX.x + exp 2in(—X).z

est T4 invariante donc T4 n’est pas ergodique.

Cas 3 0(4) = {\1, X2} C R\Q.

On sait que A; # Ay et A\;A2 = 1. On peut donc supposer que [A1| > 1 > |Aq].

Montrons que pour tout vecteur non nul X € Z2, A™"X tend vers l'infini quand n tend
I’infini. En effet, on démontre comme dans le lemme précédent, que les vecteurs propres ne
peuvent pas étre a coordonnées rationnelles. Donc si e es est une base de vecteurs propres
de *A, on a X = x1e; + Toes oll 1 et 5 sont tous les deux non nuls. Par conséquent
A" X = M'@1e1 + Abages tend vers linfini. Soit f € L?(T?) une fonction Ts-invariante
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et ) yege ax exp2inX.x sa série de Fourrier. Pour tout n € N, on a foT)} = f et la
série de Fourrier de f o T est

Z axexp2inX. A"z = Z axexp2in A" X.x
XeZz? XeZ2
= Z atp—nx exp 2in X.x,
Xez2

par unicité du développement en série de fourrier on en déduit que pour tout X € Z2,
ax = at4-nx. Comme les coefficients de Fourrier tendent vers 0 & l'infini, si X est non
nul, a: 4-» y tend vers 0. Par conséquent, ax = 0 est f est constante. [

Théoréme 13. Soit A € SL(2,Z) et Ta Iautomorphisme induit par A sur le tore T? =
R?/Z?. Si T4 est ergodique alors

h(T,dz) = In|A|
ol A est la plus grande valeur propre de A.

Dem.

Etape 1 : h(T,dz) > In|\|.

Soit € > 0 assez petit. Soit C une partition de T? dont tous les éléments ont un diamétre
< e. Appelons D; et D5 les droites propres associées aux valeurs propres A; et Ag
o |[A\;| > 1. Pour n > 0, montrons que les diamétres des éléments de la partition
T="C VT "FCV ...V T"C sont tous inférieure & 2eA7™. Soit C un éléments de cette
partition, pour chaque k compris entre —n et n il existe C, € C tel que C = ﬁZ:_nT_ka.
Soit x et y € C, on a T*(x) et T*(y) € C. Ainsi pour tout k, d(T*x, T"y) < . Prenons
des représentants X et Y de z et y dans R2. On peut choisir X et Y de tel sorte que
d(z,y) = d(X,Y). Appelons Z le point d’intersection des droites X + D et Y + D5 et z
la projection de Z dans T2. On a

max(|X — Z|,|Y — Z|) < K |X — Y]

ou K ne dépend que de la matrice A. Si ¢ est assez petit on a aussi d(z,2) = d(X, Z) et
d(y,z) = d(Y, Z). Pour chaque k € {0,...,n}, on a

d(T*z, T*2) d(T*x, T*y) 4+ d(T*y, T*2)
e+ d(AFY, A*Z)

e+ |ARY - 2)| =+ MY - Z| <e+|Y - Z| < (K +1)e.

<
<

Posons L = K + 1. Par définition de la distance sur le tore
d(T*z, T 2) = d(AFX — A¥2,2°) = |AFX — A*Z + Py| < Le

ol P est un point & coordonnées entieres. Montrons par récurrence que si € est assez
petit, alors ‘AkX — AkZ| < Ke, k=0,...,n, sont tous nuls. En effet, pour U € R? on a

|U| < Le = d(\U,Z%) = |\ U]
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dés que € est petit. Par hypothese | X — Z| < Ke et si |AkX — AkZ| < Le alors
AT g, TH ) = d(AFTIX — AR Z Z2) = d(\(AFX — AR Z),Z2)

|\ (AFX — AFZ)|

|Ak+1X _ Ak+lz|

et donc |[AFT1X — AF1Z| < Le. Finalement, |[A"X — A"Z| < Le, on en déduit que
X —Z|=|AT(A"X — A"Z)| = \["(A"X — A" Z)| < Ke M| "

De la méme maniére en considérant les distances d(T %y, T~*z), k = 0, ...,n, on montre
que |Y — Z| < Le|A|™". Il en résulte que d(z,y) < 2Le. Le diameétre de C est donc
inférieure a 2Ke et laire de C' est inférieure a (2K¢)? |A|~>". Ceci étant vrai pour tout
les éléments de la partition 7-"C v T~ "+CVv ..vT"C, on a

H(T™"CvT "tCv..vT"C)>2nln|\| —2In2Ke

et donc
h(T) > h(T,C) > In |\ |

Etape 2 : h(T,dx) <In|Al
Pour chaque entier N, considérons l’ensemble Py des partitions de T? obtenues en dé-
coupant T2 en N2¢ carrés de cotés 1/N9 paralléles aux axes ol ¢ est un entier positif.
Comme ces partitions engendrent la tribu borélienne de T2, h(T') = supeep,, h(T,C). Soit
C une partition de T? appartenant a Py, pour tout entier m, on a

1 " )
WT,C) = —h(T™,C) = lim H(C| \/ 77me),

i=1
et comme H(C|\/_, T-™C) < H(C|T~™C) donc
h(T) < H(C|T™™C)

Or
H(C|IT™™C) < max Cln N¢(D)

DeT—m™

ou N¢(D) est le nombre des C € C tels que DN C # () donc

h(T) < min e max max InNg(D).
m>1Mm CEPn DeT—™C

Fixons m. Soit C € Py. Les éléments C de C sont des carrées de cotés 7 < 1/N. Les
éléments D de T~™C sont les projections dans le tore T? de parallélogrammes de R? dont
le diametre est compris entre K17 [A1]™ et Kaor|A1|™ o K7 < K5 sont des constantes ne
dépendant que de la matrice A (K; et Ky dépendent uniquement des axes propres de A).
L’aire de D est r? et la grande diagonale de D & une longueur d’au moins K17 |A;|™ donc D
est compris dans une bande d’¢paisseur e < r?/(Kir [A|™) = r|A\1|"™ /K;. Choisissons
m suffisamment grand pour que |[A;|”" /K; < 1, le nombre N¢(D) d’¢léments de C
coupant D est alors au plus

3v/2 diam(D m
% < Kz ||
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ot K3 ne dépend de K. Finalement,

1
h(T) < — max max

1
In Ne(D) < |\ —InKj3. O
mCEPNDeT—mcn C( )7| IH_mn 3

Remarque Dans le cas général d’un automorphisme du tore T™ donner par une

matrice A € SL(n,Z) de valeur propre Ay, ..., A, dont aucune n’est une racine de l'unité,
Sinai & démontrer en 1959 la formule

W)

[Ai]>1
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2. ENTROPIE TOPOLOGIQUE

2.1. Définition a partir des recouvrements.

Définition 9. Soit X un espace topologique compact et «, 3 deux recouvrements ouverts
de X.
1. Le recouvrement

avVpB={UNV:U€ca Veg}

s’appelle le recouvrement engendré par les recouvrements « et (3.

2. On dit que le recouvrement 3 est plus fin que a et on écrit o < (8 si tout élément de
est inclus dans un élément de a.

3. SiT: X — X est une application continue. T 'a désigne le recouvrement dont les
éléments sont les T~'U, U € a.

Définition 10. Soit X un espace topologique compact non vide et o un recouvrement
ouvert de X . Désignons par N («) le nombre minimum d’éléments d’un sous recouvrement
de .. Le nombre H(«) = 1In N(«) s’appelle I'entropie de c.

Proposition 14. Soit X un espace topologique compact (non vide) et «, 8 deux recou-
vrements ouverts de X.

1. H(a) > 0.

2. H(a) =0ssi X € a.

3. Sia< B alors H(a) < H(B).

4. HlaV pB) < H(a)+ H(B).

Dem. Seul 4 n’est pas évident. Soit o et 3’ des sous recouvrements de o et 3 de
cardinal minimum. Le recouvrement o V 3" & un cardinal inférieur & N(a)N(8). O

Proposition 15. Soit X un espace topologique compact, T : X — X une application
continue et a recouvrement ouvert de X.

1. HT 'a) < H(a).

2. Si T est surjective alors H(T 'a) = H(a).

Dem. 1 est évident. Supposons T surjective. Soit o une partie de « tel que 7o/
recouvre X. Siy € X il existe z € X tel que Tx = y. Comme T~ '’ recouvre X, il existe
Uca telquex € T7'U. On aalors y = Tx € U. o est donc un recouvrement de X. O

Proposition 16. Soit X un espace topologique compact, T : X — X une applica-
tion continue et « recouvrement ouvert de X. Alors la limite lim,,_, %H(a vT~lav
T~ ) existe.

Dem. Comme pour I'entropie mesuré , il suffit de prouver que la suite (H(aV T taV
...vT’"“a))nZl est sous additive. Pour tout entier m > 1 et tout entier n > 1 on a

HaVvT'av..vT™" ") = H(aV..vT"Tla)vT " (aVv T av..T7"))
< H(aV..vI™" )+ HIT "(aVvItav..T7m)
< H(Oé\/...\/T_n+1a)—|—H(a\/T_1a\/”.T—m+l)'I:’
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Définition 11. Soit X un espace topologique compact, T : X — X une application
continue.

1. Soit o un recouvrement ouvert de X. Le nombre H(T, o) = limy,.co tH(a VT 'V
..wT~"HLq) s’appelle entropie de T relativement au recouvrement c.

2. L’entropie topologique de T est le borne supérieure

sup H(T, @)

ou « parcourt tous les recouvrement ouvert de X. On note Ientropie topologique hiop(T).

Lemme 5. Soit X un espace topologique compact, T : X — X une application continue
et o, B deux recouvrements ouverts de X. Si a < 8 alors H(T, o) < H(T, 5).

Dem. Pour tout n, aV..VT "o < gVv..vT™ 15 dou le résultat. O

Théoréme 14. Soit X; et Xo deux espaces topologique compacts et T; : X; — X,
i = 1,2, deux applications continues. Si il existe une application continue surjective
¢ X1 — Xy telle que po Ty = Ty 0 ¢ alors hyop(Th) > hiop(T2). Si de plus ¢ est un
homéomorphisme alors hiop(Th) = hiop(T2).

Dem. On vérifie facilement que si « est un recouvrement de Xo alors H (T3, ) =
H(Ty, ¢71a) donc hiop(T2) < hiop(Th). SiT est un homéomorphisme on a aussi l'inégalité
contraire. [J

Théoréme 15. Soit X un espace topologique compact et T : X — X une application
continue..

1. Pour tout entier naturel k, on a hyop(T*) = khyop(T).

2. Si de plus T est un homéomorphisme alors pour tout entier relatif k, htop(Tk) =
|| hop(T).

Dem. 1. Soit o un recouvrement ouvert de X et S =a Vv ...VT ¥ la. On a
kn—1
\/Ta—\/T’“,B
donc
1 nk—1 1 n—1
lim A T %)= lim —H(\/ T %)= lim —H T’“<hOT’“
i, \/ @) = Jim AV T700) = lim SpHOV T706) < hiop(T7).

Par conséquent, khiop(T) < hiop(TF). Inversement, le recouvrement \/kn ' Tiq est plus
fin que le recouvrement \/?;01 T~ Fe, donc

1 kn—1 kn—1
\/T’”<H\/Ta_kx— \/Ta
=0

En passant & la limite, on obtient h(Tk,a) < kh(T, @) puis htop(Tk) < khiop(T).
2. 11 suffit de prouver que h(T) = h(T1). Soit a un recouvrement ouvert de X. On a
H(aVTaV..vT" 'a) H(T" ' avT 'av..vT "))
H(aVvT'av..vT " a)

et le résultat en découle. [
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2.2. Définitions de Bowen.

Définition 12. Soit (X, d) un espace métrique compact, T : X — X une application
continue, € un nombre réel > 0 et n un entier naturel.

1. Une partie E de X est dite (n,e)-recouvrante si pour tout y de X, il existe x € E tel
que d(T'z, T'y) <e,i=0,....,n— 1.

2. Une partie F' de X est dite (n,e)-séparante si pour tout couple (z,y) d’élément de F
on a d(T'x,T'y) > ¢ pour au moins un i € {0,....,n — 1}.

Remarques. 1. En considérant la distance d,, sur X définie par
n—1 i i
dn (2, y) = maxd(T"z, T'y)
=

on voit que :

- une partie F de X est (n,e)-recouvrante si pour tout y de X il existe x € F tel que

dn(z,y) <k,

- une partie F' de X est (n,e)-séparante si pour tout couple (z,y) d’éléments de F, on a

dn(z,y) > e.

2. On peut considerer les recouvrements « dont les éléments ont un diamétre pour la

distance d,, inférieure a ¢, r(n, €) est alors le minimum des cardinaux de ces recouvrements.
Notation. Soit (X,d) un espace métrique compact, 7' : X — X une application

continue, € un nombre réel > 0 et n un entier naturel. On pose

r(n,e) = min{card E : E est (n,e)-recouvrante}

et
s(n,e) = max{card E : E est (n,)-séparante}.

Théoréme 16. (Bowen-Dinaburg) Soit (X, d) un espace métrique compact, T : X —
X une application continue. On a

1
hiop(T) = a—}(i)n;>0 limnsglo)oﬁlnr(n, €)

. . 1
= lim lim sup —Ins(n,e).
e—0,e>0 n—oo

Dem. 1. Montrons d’abord 1’égalité

1 1
li lim sup —1 = 1 lim sup —1 .
(_fim_ Jim sup - nr(n,e) (_lim_ Jim sup ns(n,e)
Soit Fj, un ensemble (n,e)-séparant de cardinal maximal. Pour tout y € X, ’ensemble
F,, U{y} n’est plus séparant donc il existe z € F,, tel que d,(z,y) < e, donc F,, est
recouvrant et
r(n,e) < s(n,e).

Soit E, un ensemble (n,e/2)-recouvrant et F, un ensemble (n,e)-séparant. Tout point
de F,, est dans une boule ouverte pour la distance d, centré en un point de E,, et de
rayon /2. Comme une telle boule contient au plus un point de F,, le cardinal de F), est
inférieur & celui de E,,, d’ou

s(n,e) <r(n,e/2)
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et I’égalité précédente en découle.
2. Montrons que
1
hiop(T) = 1i li —1 .
top(T) (i 1mnsggon nr(n,e)

Soit ¢ > 0 et « un recouvrement ouvert de X dont tous les ouverts ont un diameétre
< e. Si F, est (n,e)-séparant alors pour tout z # y € F, il existe k£ < n — 1 tel que
d(T*z, T*y) > & donc il n’existe pas de U appartenant a o contenant simultanément T*z
et T*y. Ainsi un ouvert Uy N T~ U, N..NT " 0,1 de a VT la V...V T " a ne
peut pas contenir plus d’un point de F;, donc

card F, < N(aVT raVv..vT " a).

Il en résulte que
s(n,e) < N(aVvT lav..vT "a),

puis que

lim lim sup 1 Ins(n,e) < hiop(T).
e—0, >0 n—00
Inversement soit o un recouvrement ouvert de X. Ce recouvrement a un nombre de
Lebesgue £ > 0. Pour chaque entier n, soit F, un ensemble (n,e)-recouvrant de cardinal
minimal. Pour chaque x € F' et chaque £k < n — 1 il existe un ouvert U, € « tel que
la boule B(T*z,¢) soit incluse dans Ug . Pour tout y € X, il existe z € E,, tel que
dn(z,y) <edoncy € UpoNT U1 N...NT~" U, ,,_1. Par conséquent,

{Upo NT Uy N..NT " MU, 1z € By}

n+1

est un sous recouvrement de aoV ... VT " et

N(aV..vT ""a) <card E,.O

Remarque. La définition de Bowen de ’entropie topologique semble dépendre de la
distance grace au théoréme précédent on voit qu’elle ne dépend que de la topologie.

Exercice Les limites lim,,_ %ln s(n,e) et limn_,ooilnr(n, €) n’existent pas tou-
jours. On peut néanmoins introduire un troisitme nombre ¢(n,e) pour lequel la lim-
ite limnﬁoo%hlr(n,e) existe. Appelons diam, A le diamétre d’une partie A mesuré
avec la distance d,, ; q(n,e) est alors le minimum des cardinaux des recouvrements
E ={F, ..., Ex} de X par des parties Ey, ..., Ej telles que diam, E; < ¢, pour i = 1,...,k
(les parties E; sont quelconques). Pouver que g(n + m,e) < q(n,e) x g¢(m,e) (Cela se
montre & I'aide de I'observation :
si le diam,, A < ¢ et diam,, B < ¢ alors diam,,1,, ANT "B < ¢). Conclure.

Proposition 17. Soit X; et Xy deux espaces métriques compacts et T; : X; — X,
i = 1,2, deux applications continues. Appelons T : X; x Xo — X1 x Xo Dapplication
définie par T(x1,x2) = (T121, Toxs). Alors

htOP (T) = htop (Tl ) + htop (Tg) .

Dem : exercice.
1. Montrer en utilisant les ensembles (n, €) recouvrant que hyop (T

) htOP(TI) + htOP (TZ)-
2. Montrer en utilisant les ensembles (n, €) séparant que hiop(T) >

<
htop (Tl ) + htop (TQ) :
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2.3. Relation avec l’entropie mesurée. Notation rappel : Soit X un espace
topologique et T': X — X une application continue. On désigne par P(X,T) ensemble
des probabilités p définie sur la tribu borélienne de X invariantes par T

Théoréme 17. Principe variationnel. Soit X un espace métrique compact et T :
X — X une application continue. Alors

hiop(T) = sup  h,(T).
pwEP(X,T)

Dem. Etape 1. Montrons que l'entropie topologique est supérieure & ’entropie
relativement a n’importe quelle probabilté invariante. Pour cela il suffit de montrer que
si p est une mesure invariante, C = {C4, ..., C} une partition mesurable finie de X alors
pour tout entier n > 1,

H,(T,C) < hiop(T) + nK

ou K est une constante ne dépendant ni de n ni de C ni de p ni de T. En effet, cela
montre que pour tout entier p on a

Phu(T) = hy(T?) < hiop(T?) + K = phioy(T) + K

d’ott hy,(T) < hiop(T).

Soit € > 0. Par régularité, il existe des compacts Fy, ..., Fy tels que pour tout 4, F; soit
inclus dans C; et Zle w(C\F;) < e. La partie U = X\(Fy U Fs... U F}) est un ouvert
de X et pour chaque i, Uy = Fj, UU est aussi un ouvert. Considérons le recouvrement
ouvert a = {Uq, ..., Ug} et la partition D = {Fy = U, F}, ..., F,}. On a

k
" (051 F) n u( G| Fy)

j=1

H,(CP) =

K
p(Cj N Fo)In p(C5| Fo) + > u(Fy) In pu(Cy| F)

1 =1

M- I

J

< u(Fo) Y p(CyFo) n p(Cy| Fp) + 0
j=1

< ¢elnk.
Notons D,, =DV T 'DV.. VT " Det o, =aVT taVv..vT " a. On sait que
H,(D;) <Incard D,.

. I1 nous reste maintenant & majorer N(D,,) a I'aide de N(a,). Soit A =U;, NT~1U;, N
. NT7"FLy;  un élément de o,. On a

n—1

A= (T P(UUF,)
p=0

qui est la réunion d’au plus 2" parties du type ﬂz;& T~P(By) ou B, = U ou F; . Toutes
ces parties appartient & D,,. A chaque A € «,, on peut donc faire correspondre une partie
D4 de D, de cardinal < 2™ telle que la réunion des éléments de D 4 soit A. Soit 8 un sous
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recouvrement de a,,. Comme [ recouvre X et que D,, est une partition de X, ’ensemble
des Dy, A € (3, recouvre D,,. Par conséquent, card 5 x 2™ > cardD,,. On en déduit que
N(«a)2"™ > card D,,. Finalement,

H(D,,) <lncardD,, <In(2"N(a,)) <nln2+In N(ay,)

et
hM(T, D) < htop(T) + In 2.

Mais h, (T, C) < h,,(T, D) + H,(C|D), d'on
hu(T,C) < hiop(T) +1In2 + elnk.

Pour conclure, il suffit donc de choisir ¢ tel que elnk < 1.
Etape 2. Deux lemmes sont utiles.

Lemme 6. Soit X un espace métrique compact muni de sa tribu borélienne et p une
probabilité sur X. Alors pour tout € > 0, il existe une partition C de X dont tous les
éléments ont un diamétre < ¢ et une frontiére de mesure nulle.

Dem : exercice.

Lemme 7. Soit (X,A) un espace mesuré et C une partition mesurable de X. Alors
P’application qui & une probabilité ;i sur X associe I'entropie H,(C) est concave.

Dem : la fonction ¢(t) = —tInt est concave.

Fin de la démonstration du théoréme. Nous devons construire des probabilité
dont I'entropie approche I'entropie topologique de T'. Fixons € > 0. Pour chaque entier
n, soit F, une partie de cardinal maximal X telle que pour tout = # y appartenant a F,
dp(z,y) = supz;(} d(T*z, T"y) > e. Désignons par &, la mesure de Dirac en z. Comme
la partie E, est finie, la mesure

1
On = m Z 5-7%

zeFE,

est une probabilité sur X. Considérons la probabilité

17171
—k
Mn:EkZ_OUnOT .

Choisissons une suite d’entiers (n,)pen telle que lim,,_, o, % Incard E,,, = limsup,, _, % Incard E,,.
Par compacité, avec une nouvelle extraction, on peut supposer que la suite (an)peN
converge vers une probabilité p. Par définition des mesures pu,,, cette probabilité est T-
invariante. Grace a la définition de Bowen de ’entropie topologique, il suffit de prouver
I'inégalité h,(T) > limsup,,_,., = Incard E,. Choisissons une partition C = {C1, ..., Cj}

de X telle que diam C; < ¢ et u(0C;) =0, i = 1,..., k. Nous allons montrer que

1
h,(T,C) > lim sup — Incard E,,.

n—oo 1

Pour tout entier m, notons Cp, = CV T ICV ...V T~™T1C. Chaque élément de C est une
partie de diametre < ¢ et pour chaque couple (z,y) d’éléments de E,,, il existe k <n —1
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tel que d(T*z, T*y) > e donc il existe un k < n—1 tel que T*x et T*y n’appartiennent pas
au méme élément de C. Deux tels points ne peuvent donc appartenir au méme élément
de C,,. Par conséquent, si A est un élément de C,, on a o0,(A) = CardE ou 0, d’ou
H,, (C,) =Incard E,.

Fixons un entier ¢ < n.
Comme 'application v — H, (C,) est convexe, on a

1 n—1
> - ;Ha"o:r—k(cq)

De plus, chaque entier k s’écrit de maniére unique sous la forme p = rq + j ou j €
{0,...,q — 1} donc

q— g-1
#n l Z Z HU,LOT*T‘Z*j (Cq) - % Z Z Hﬂn (Tﬁrqijcq)'

j= crq+ji<n—1 7=07r>0: rq+j<n—1
Or
q—1 q—1
—rq—J —rq—J
§ E H,, (T Cq) 2 ) Ho,( V T Cy)
7j=0r q+j<n—1 7=0 r>0:rqg+j<n—1
donc

ou Cj = \/rzo rqti<n—1 T—7973C. Les partltlons CJ ne different pas trop de la partition
C,:

Cn < Civ Cq;
Par conséquent,
qg—1
He,(C) < Hy (Cl)+He (\/T7C)
i=0
< H, (C))+qlnk
et
1 K 1 - 2qInk
— — - —2¢qInk 1 dE, — .
- zz:o - zz:o . gqlnk) = =Incar -

Montrons que pour tout ¢, limy, .o Hy, (Cq) = H,,(Cq). Pour cela il suffit de montrer que
pour chaque C € C, u(9C) =0. Orsi C = Cy,, NT71C;, N...nT~@=VC; | alors
9C C 9C;, UaTC; u...uaT N,
C 9C;, UT'aC;, u...uT~ " Vac; |
et u(0C) = 0 d’aprés le choix de la partition C et la T-invariance de p. Finalement, pour

chaque ¢ fixé, on a

2qInk 1
H,(C;) > lim (—lncardE e ) = ¢lim sup —Incard E,

pP—00 Ty np n—oo 1

1
= g¢lim sup —Ins(n,e),

n—oo T
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d’ou
1 1
h,(T) > h,(T,C) = lim —H,(Cy) > lim sup —Inr(n,e). O
q—0o0 q n—oo
Corollaire 6. Soit X; et X5 deux espaces métriques compacts munis de leurs tribus
boréliennes et T; : X; — X;, i = 1,2, deux applications continues. Si il existe une
bijection bimesurable ¢ : X1 — X telle que To 0 ¢ = ¢ o T alors hiop(T1) = hiop(Th).

Dem. Il suffit de remarquer qu'une probabilité p sur X7 est Ti-invariante ssi son
image par ¢, po ¢ ', est Th-invariante. Pour tout p € P(X1,T}), ¢ est donc un iso-
morphisme entre les systémes dynamiques mesurés (X1, pu,T1) et (Xo,po0 ¢4, Th) et
hu(Th) = h#o¢_1(Tg). Gréace au principe variationnel, en passant a la borne supérieure,
on en déduit que hyop(T1) = hiop(Te). O

Corollaire 7. Soit X un espace métrique compact et T : X — X une application con-
tinue.

1. hiop(T') = hiop(TiaT))-

2. Soit Xoo = NpenT"X. Alors hiop(T) = hiop(T)x.)-

Dem. 1. Toutes les probabilités T-invariantes sont portées par Q(7') donc si p est
une probabilité T-invariante on a hy(T) = hy o, (Tja(r)). On conclut grace au principe
variationnel.

2. Si p est une probabilité T-invariante alors pour tout n € N, pu(T"X) = p(T~"(T"X)) =
1(X) donc p est portée par 7" X. On conclut comme précédemment. [

2.4. L’application entropie d’'une mesure.

Théoréme 18. Soit X un espace métrique compact et T : X — X une application
continue. Alors I'application p € P(X,T) — h,(T) € R est affine.

Dem. Notons ¢ l'application z € [0,1] — zlnz. Soit uq et p, deux probabilités
T-invariante et \; et Ay deux réels > 0 de somme 1. Comme ¢ est concave, pour tout
borélien B de X, on a

0 < (A (B) + Aapio(B)) — Mg(p1(B)) — A2g(po(B))

)
= = (B)(In(Arpe (B) + Azpip(B)) — In Ay (B))
=Azpiy(B)(In(A1py (B) + Aapip(B)) — InAapy(B))
+A1p1 (B)(Inpay (B) — InAipy (B)) + Aapip(B)(In pip(B) — In Aoy (B))
< 04+0—=Ap(B)InAy — Aaps(B) In Ag

ou la deuxiéme inégalité résulte de croissance la fonction logarithme. SiC est une partition
mesurable finie, en sommant sur tout les éléments de la partition on obtient

0 Hx g 420, (C) = AHy, (C) — A2 Hy, (C)

<
S 7)\1 IHAQ — )\2 111)\2 § In 2.

En prenant une partition de la forme C V...V T~"*!C et en passant & la limite on obtient

Ry 420y (T, C) = Arhy,, (T, C) + Ashy, (T, C).

—(A1pr (B) + A2pa(B)) In(Arpy (B) + Aoptg(B)) + Ay (B) In gy (B) + Aopig(B) In iy (B) —
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En passant & la borne supérieure sur ’ensemble des partitions on obtient seulement
Iinégalité hx, ., 4 xop, (1) < Ahy, (T)+A2hy, (T'). Soit C1 et Cz deux partitions mesurables
finies. On a

h)\ll»¢1+)\2l‘«2 (T) > h>\1m+>\2u2 (T» (GRY C2)
Ahy (T,C1V Ca) + Aahy, (T,C1 V Ca)
Alh”l (T, Cl) + )‘Qhug (T, Cg)

v

et I'inégalité inverse s’en déduit en passant au sup sur C; et Co. [

Corollaire 8. Soit X un espace métrique compact et T : X — X une application con-
tinue. Alors I'ensemble Pyax(X,T) des probabilité j T-invariantes telles que h,(T) =
hiop(T) est convexe.

Remarque. Soit X un espace métrique compact et T': X — X une application con-
tinue. En utilisant le théoréme de représentation intégrale de Choquet, on peut démontrer
les résultats suivants (cf Walters page 186 et 191) :

1. Les points extrémaux Ppax(X,T) # 0 sont des probabilités ergodiques.
2. Si hiop(T) < 00 et si Ppax(X,T) # 0 alors Pyax(X,T') contient une mesure ergodique.

2.5. Applications expansives.

Définition 13. Soit X un espace métrique compact et T : X — X une application
continue.

1. On dit que T est expansive si il existe un réel § > 0 tel que pour tout x,y € X, si
d(T™z, T"y) < § pour tout n € N alors x = y.

2. Si T est un homéomorphisme on dit que T est expansif si il existe un réel 6 > 0 tel que
pour tout z,y € X, si d(T"z, T™y) < ¢ pour tout n € Z alors x = y.

Exemples 1. Les décalages unilatéral et bilatéral sur AN et A% ot A est un ensemble
fini.
2. Toute restriction d’une application expansive & un fermé stable est expansive. Toute
restriction d’un homéomorphisme expansif a un fermé invariant est expansif. Tous les
sous décalages sont expansifs.
3. Soit A € SLy(Z) et Ty : T? = R?/Z? — T? I'application associée a la matrice A. Si
les valeurs propres de A ne sont pas de modules 1 alors T4 est expansive (Exercice).

Proposition 18. Soit X un espace métrique compact et T : X — X une application
continue expansive ou un homéomorophisme expansif. Soit § > 0. Supposons dans le cas
d’une application, que pour tout x,y € X, d(T"z,T"y) < § pour tout n € N entraine
x =y et dans le cas d’'un homéomorphisme, que pour tout z,y € X, d(T"xz, T"y) < §
pour tout n € Z entraine r = y.
1. )
hiop(T) = lim sup —Ins(n,d)

n—oo T
ou s(n,¢) est le maximum des cardinaux des parties (n, ) séparantes.
2. Si a est un recouvrement ouvert dont tous les ouverts ont un diamétre < § alors

hiop(T) = lim 1 InN(aVT ta..vT " a)
n—oo n

ot N(a VT ta.. v T ""qa) désigne le minimum des cardinaux des sous recouvrements
de aVT la..vT " la.
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Dem. 1. Faisons la démonstration dans le cas des applications. Rappelons que
dn(z,y) = max , d(Tz, T'y).
Montrons que pour tout € > 0, il existe un entier n. > 0 tel que pour tout z,y € X,
d(x,y) > € entraine d,,_(z,y) > §. En effet, soit K. I'ensemble des couples (z,y) de X
tel que d(z,y) > € et U, = {(z,y) € X : dyn(x,y) > 0}. Les U, sont des ouverts et
par définition de 'expansivité, leur réunion, U,eNU,, recouvre le complémentaire de la
diagonale dans X x X. La compacité de K. montre qu'’il existe n. tel que K. soit inclus
dans U, .
Si x et y sont deux points tels que d,,(x,y) > € alors d,, 1. (2,y) > §, par conséquent tout
ensemble (n,e) séparant est (n + n.,d) séparant, d’oi

s(n,e) < s(n+ng,d).

Finalement,

1 1 1
lim sup —Ins(n,e) <lim sup —Ins(n+ n,d0) =lim sup — Ins(n,d).

n—oo T n—oo TV n— 00

2. Soit & un recouvrement ouvert de X dont tous les ouverts ont un diameétre < §. Si
F, est (n, §)-séparant alors pour tout x # y € F,, il existe k < n—1 tel que d(T*x, T*y) > §
donc il n’existe pas de U appartenant a o contenant simultanément 7%z et T%y. Ainsi
un ouvert UyNT UL N..NT " U,_1 de a VT 'a V...V T "la ne peut pas contenir
plus d’un point de F;, donc

card F,, < N(aVT 'aVv..vT " a).

Il en résulte que
s(n,e) < N(aVvVT lav..vT " a)
et
. 1 : 1 -1 —n+1
hiop(T) =lim sup —Ins(n,d) < lim —InN(aVT  a..VT a) < hyop(T). O

n—oo N n—oo N

Exercice. Faire la démonstration de la proposition précédente dans le cas des homéo-
morphismes. On pourra remarquer que si 7' est un homéomorphisme alors on a 7 (n, ) =
r(n, &) pour tout k € Z ou ri(n,e) est définie comme r(n, ) avec la distance d,, x(z,y) =
max? " d(T* 'z, T*+'y) a la place de la distance d,,.

2.6. Entropie d’un sous décalage.
Proposition 19. Soit A un ensemble fini et X un sous décalage de AN ou AZ%. Désignons

par S le décalage sur A%. Alors

hiop(S|x) = lim llncardﬁn(X).

n—oo N

Dem. Faisons la démonstration dans le cas d’un sous décalage bilatéral. Munissons
A de la distance a valeur dans {0,1} et A% de la distance

d(z,y) =Y _ 47I"d(z(n), y(n)).

nez



34

On a 6 = 1 car pour tout = # y appartenant a A%, il existe n € Z tel que z(n) # y(n) et
par définition de la distance on obtient

d(S"z, S"y) = d((5"2)(0), (5"y)(0)) = d(z(n),y(n)) = 1.

Pour chaque a € A le cylindre [a] = {w : w(0) = a} est de diametre 2 47" < 1. Le
diameétre de tous les éléments du recouvrement ouvert o = {[a] N X : a € A} est inférieur
a 1 donc d’apres la proposition sur I’entropie de homéomorphismes expansifs,

1
hiop(Six) = lim —InN(aV S 'a...v S " a).
n—oo N
Déterminons N(aV S~ta... vV S7"Ha). Soit m = aga;...a,,_1 un mot appartenant a A".

Soit I'ouvert
[m] N X = [ag] NS ay]...Nn S " a, 1]NnX

est vide soit il appartient & a V S7la... vV S7""la. Si [m] N X n’est pas vide alors m
appartient & £,(X). Réciproquement si m est un facteur de longueur n d’un élément
w € X avec un bon choix de l'entier k € Z, S¥w(0) = ay, ...., S*w(n — 1) = a,,_; donc
[m] N X n’est pas vide. Comme les ouverts [m], m € A" sont deux a deux disjoints, on a

N(aVv S ta..vS"a) = card £,(X). O

Théoréme 19. Soit A un ensemble fini a k éléments et A = (A;j) une matrice carrée
d’ordre k de 0 et de 1. Supposons que chaque colonne de la matrice A posséde au moins
un 1. Soit X 4 la chaine de Markov topologique unilatéral associée a la matrice A. Soit
Sa la restriction du décalage S 4 X 4. On a

hiop(Sa) =1nr(A)
ou r(A) désigne le rayon spectral de A.

Dem. Soit M une matrice. Notons N (M) la somme des valeurs absolues de tous les
coefficients de la matrice M. La norme N(A™) vaut

E AilizAi2i3'“Ainin+17

1§i17~---1in+lgk

et chaque terme de cette somme vaut 0 ou 1. Le terme A; ;, Ajyiy... A4, vaut 1 ssi
tous les Aj;,;, ., valent tous 1. Comme les colonnes de la matrice posséde un 1, chaque
mot ji...jn41 vérifiant Aj .., k = 1,...,n, est prolongeable en un élément de X 4. Par
conséquent, A; i, Aiyiy...Aii,,, = 1 ssile mot m = iyig..iny1 € Lyy1(Xa). Avec la
proposition précédente on obtient

. 1 n
heop(Sa) = lim ——— In N (A").
Soit |.] une norme sur 'ensemble des matrices telle que |[PQ| < | P||Q|. D’apreés le théoréme
du rayon spectral,
1
r(A) =lim inf |[A"|".

n—oo



Comme la norme N est équivalente a la norme |.|, on a

i AT

R N (A’

et . )
Inr(A) =Inlim inf |[A"|™ =lim inf In N(A")7,

n—oo n—oo

donc
hiop(Sa) =1nr(A). O

35
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3. PRODUITS CROISES, COBORDS

Nous nous sommes placé dans le cadre des systémes dynamiques topologiques, une simple
adaptations des définitions suivantes convient pour les systémes dynamiques mesurés.

Définition 14. (Extension en groupe) Soit X un espace métrique compact, T : X —
X une application continue, (G,.) un groupe localement compact et ¢ : X — G une
application continue. L’application Ty : X xG — X x G définie par Ty(z, g) = (Tx, ¢(z).g)
s’appelle une extension en groupe de T'.

Remarques 1. On parle aussi de produit gauche ou de produit croisé.
2. Le systéme dynamique (X x G,T,) est une extension du systéme dynamique (X, T).
En effet, si on note p: X x G — X la projection p(x,g) =x ona T op="Tyop.
3. Pour tout n>1, T (z, g) = (1", H(T12)p(T"22)...0(Tx)p(2).9).
4. On peut aussi définir P'extension de l'action d’un groupe H sur un espace X a un
produit X x G ou G est un groupe. Pour cela il faut se donner un ”cocycle” de X x H
dans G, c’est & dire une application ¢ : H X X — G vérifiant

Vo € X, VYhi, hy € H, ¢(hah1,x) = ¢(ha, hiz)p(h1, x).
On obtient ainsi une action de H sur X x G :

h(z,g) = (hx, ¢(h,z)g)

et on a bien

ha(hi(z,9)) = ha(hiz, ¢(h1,x)) = (hahiz, p(h2, h1x)d(h1, x))
(hehiz, ¢(hohy, x)) = (hah1)(z, g).

5. Lorsque Z agit sur X par l'intermédiaire d’'un homéomorphisme 7' : X — X toute
application ¢ : X — G engendre un cocycle :

bnz) = BT '2)$(T™2)...8(Tw)p(x) pour n > 1,
¢(0,$) = 1
d(n,x) = ¢(T ™x)..¢(T 'a) pour n < —1.

On vérifie aisément que
d(n+m,x) = ¢(n,T"z)p(m,x).

Lorsque le groupe G est abélien on obtient en notation additive

n—1

o(n,z) = Z o(T*z) pour n > 1
k=0

¢(0,z) = 0,
-1

o(n,z) = Z o(T*z) pour n < —1.

=
3

Vocabulaire. La fonction ¢ s’appelle un cocycle.
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Définition 15. (Cobord) Soit X un espace métrique compact, T : X — X une appli-
cation continue, (G,.) un groupe localement compact.

1. Soit ¢ : X — G une application continue. On dit que ¢ est un cobord d’une application
(non nécessairement continue) si il existe une application 1 : X — G continue telle que
¢ = (¢71 o Ty ou ¢! désigne I'inverse dans G. Si v est continue, on dit que ¢ est le
cobord d’une fonction continue.

2. Soit ¢y, ¢, : X — G deux applications continues. On dit que ¢, et ¢, sont cohomo-
logues si il existe une application continue ¥ : X — G telle que ¢; = (1/)_1 oT) ¢pytb.

Remarques. 1. Dans le cas des systémes dynamiques mesurés on remplace la conti-
nuité par la mesurabilité et I’égalité partout par 1’égalité presque partout.
2. En notation additive, on écrit pour un cobord

$=t ol
1. La relation de cohomologie est une relation d’équivalence.

Proposition 20. (Equivalence des systémes dynamiques) Soit X un espace métrique
compact, T : X — X une application continue, (G,.) un groupe localement compact et
¢1,09 : X — G deux applications continues. Si ¢, et ¢4 sont cohomologues alors les
systémes dynamiques (X x G, Ty ) et (X x G,Ty,) sont topologiquement conjugués.

Dem. Soit ¥ : X — G une application continue telle que ¢, oT = 9¢,. Considérons
I’application

S ¢ XxG—-XxG
(z,9) = (z,9(2)g).
L’application S est clairement un homéomorphisme. On a
Ty, © S(x,9) = (T, oy () (2)g),
or ¢y(x)p(x) = ¢ o T(x)¢, (x), donc
Ty, 0 F(x,9) = (Tz,¢oT(x)¢(x)g)

= (T, ¢,(z)9)
= SoTy(z,9).0

Proposition 21. (Mesure invariante) Soit X un espace métrique compact, T : X — X
une application continue, (G,.) un groupe localement compact et ¢ : X — G une appli-
cation continue. Appelons p la mesure de Haar sur G invariante a gauche et supposons
que m soit une mesure sur X T-invariante. Alors la mesure v = m & p est invariante par
Papplication Ty : X x G — X x G définie par Ty(x,g) = (Tz, $(x).g).

Dem. On utilise le théoréme de Fubini.

| sema = [ ([ 5Ta.ot@)g)dute)im(a)
([ 1.9 duta)yim(a)
([ 1.0 duto)yim(z)

/ fdv.O
XxG
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Proposition 22. Soit X un espace métrique compact, T : X — X une application
continue, (G,.) un groupe compact de mesure de Haar p et ¢ : X — G une application
continue. Supposons T uniquement ergodique et appelons m ['unique probabilité T-
invariante sur X. Si I'extension Ty : X X G — X x G définie par Ty(x,g) = (Tx, $(x).g)
est ergodique pour la mesure v = m ® u alors elle est uniquement ergodique.

Remarque préliminaire. Comme G est compact la mesure p est invariante a gauche
et & droite.

Dem. 1. Soit d’un systéme dynamique topologique (Y, S). Rappelons qu’un point y
est générique pour une probabilité invariante A si pour toute fonction continue f : Y — R

fim () + o+ fo T ) = [ Fan

Montrons que si (x,g) est générique pour v alors pour tout h € G, le point (z,gh) est
générique. En effet, appelons R : X X G — X x G définie par R(z,g) = (z,gh), on a
T4R = RTy et la mesure v est R-invariante. Par conséquent, si f : X x G — R est

continue, la suite
n—1

foTq5 (z,9)) ZfoRT¢$g))

converge vers [ fo Rdv = [ fdv ce qui montre que R(z,g) est un point générique.

2. Comme Ty est ergodique presque tout (z,g) de X x G est un point générique. Donc
il existe une partie A de X, de mesure nulle telle que pour tout = ¢ A il existe g € G
avec (z,g) générique. Gréace au 1, nous savons donc que tout les (z,g9) € (X\A) x G
sont génériques. Si Ty n’est pas uniquement ergodique il existe une autre probabilité
A Ty-invariante. Choisissons une fonction continue f : X — R telle que [ wxafdv #

Jx«c fdX\. Comme pour A-presque (z,g) on a

lim l(f(m’g)+f(T¢(x,g))+...+f(T$_1(xag)) :/fd)\’

A((X\A) x G) = 0. Par conséquent, la mesure A est portée par A x G. Mais ceci est
impossible car la projection de A sur X doit étre m car T est uniquement ergodique. [J

3.1. Un exemple, théoréme d’équidistribution de Weyl.

Théoréme 20. Si P est un polynoéme a coeflicients réels avec au moins un coefficient
autre que le terme constant, irrationnel, alors la suite (P(n))nen est équidistribuée modulo
1.

On peut supposer que le coefficients du terme de plus haut degré est irrationnel. En
effet, supposons que ce coeflicients soit le rationnel 2. Appelons d le degré de P et
Q@ le polynéme P moins son mondme de plus haut degré. Pour tout entier n et r =
0,....,g — L,P(gn+r) = p rY 4+ Q(ng+ r)mod1 . Comme l'equirépartition des ¢ suites
(P(gn + r))nen entraine celle de la suite (P(n))neN, en continuant ce processus, on se
ramene a prouver 1’équirépartition des suites de la forme (R(n))nen ot R(n) est polynome
non constant dont le coefficient du terme de plus haut degré est irrationnel.

L’idée générale de la démonstration est d’utiliser une transformation du tore T¢ dont
l'unique probabilité invariante est la mesure de Lebesgue et pour laquelle la convergence
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des moyennes de Birkhoff de toute fonction continue f de T¢ — R vers de f dx entraine
Péquirépartition de la suite P(n). Cette transformation est obtenue par une succession
d’extensions d’une translation du tore T' & T x T, T' x T! x T!,....

Soit 6 un réel que ’on précisera plus loin. On peut considérer I'extension Th & T2 de
la translation T; : € T — 2 + 6 € T! définie par

To(x1,22) = (x1 + 0,22 + 7).
De méme on peut étendre Th & T3 par
Ts3(w1, 22, 23) = (1 + 0,21 + 22, T3 + X2),

le cocycle correspondant est la fonction ¢(xy1,z9) = x2. Ainsi de suite, on construit des
extensions successives Ty : T% — T? définies par

Ti(z1,.cyxq) = (x1 + 0,22 + 1, ooy Tg + Ta—1).-

Soit P un polyndme de degré d a coefficients réels. Posons

P, = P
Pd,l(x) = Pd(CE + 1) — Pd({E)
Po(l') = Pl(l'—f—l)—Pl(.T)

Chaque P; est de degré i et Py est une constante #. Prenons § = P,. Pour tout n, on a

Ty(Pi(n), Pa(n),...,Py(n)) = (Pi(n)+0,P(n)+ Pi(n),..., Pi(n) + Py_1(n))
= (Pi(n+1),Py(n+1),...,Py(n+1)),

donc
T3 (P1(0), P2(0), ..., Py(0)) = (P1(n), Py(n), ..., Pi(n)).

Par conséquent, si f : T — R ne dépend que de la derniére variable, la conver-
gence des moyennes de Birkhoff de f au point (P;(0), ..., P4(0)) correspond exactement &
léquirépartition de la suite (P(n))neN-

Lemme 8. Si @ est irrationnel alors T; est ergodique pour la mesure de Lebesgue sur T¢.

Dem. Pour montrer que Ty est ergodique il suffit de montrer que les seules fonctions T-
invariantes de L?(T%) sont les fonctions presque stirement constantes. Soit f une fonction
appartenant a L?(T9). Appelons A la matrice

10 . . 0
11 . . 0
A=10 1 1

o
—_
—
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et © = (0,0,...,0). On a Ty(z) = © + Az. Comme la mesure de Lebesgue du tore T? est
invariante par I'application z € T¢ — Az € T, pour chaque n € T,

en(foTy) = - f(© + Ax) exp(2imn.z) dx

(O + z) exp(2inn. A" 2) dx
Td

f(© +2)exp(2int A n.x) do
Td

f(x)exp(2in A" n.(x — ©)) da
Td

= exp(—2ir*A"1n.0) f(z)exp(2in A" n.x) da.
Td

Or
1 0 0 1 -1 0
-1 1 0 01 -1 0
At=|0 -1 1 AT =10 0 1 : ,
. -1
0 -1 1 0 0 1
donc

en(f oT) = exp(2im (ny — n2)0) ceg-1,(f)-

ou n = (ny,..,ng) € Z% Si f est invariante alors pour tout n € Z%, on a

en(f) = exp(2im (n1 — n2)0) c a1, (f)

et donc

len(F)l = leea-1n (£

et comme la somme ) 5. len ()| est fini pour chaque 1 tel que ¢, (f) # 0, les (TA=1)kn,
k € Z, ne peuvent étre deux a deux distincts. On en déduit que pour chaque n tel que
cn(f) # 0, il existe k tel que (*A~1)*n = n, or cela implique que *A*n = n mais A% a
un unique vecteur propre associé a la valeur propre 1 qui est (1,0,...,0), par conséquent
n = (n1,0,...,0). Finalement, pour les n de cette forme on doit avoir

en(f) = exp(2imn10)c, (f)

et comme 6 est irrationnel, si ny # 0 on doit avoir ¢, (f) =0. O

Fin de la démonstration du Théoréme de Weyl.
Soit P un polynome de degré d > 1 dont le coefficient du terme de plus haut degré est
un lirrationnel «. Le polynéme Py est constant est vaut § = dla qui est irrationnel.
Grace au lemme et & la proposition, on montre successivement que toutes les extensions
T1,T5,...,T4 sont uniquement ergodiques ce qui achéve la démonstration. Finalement si
f: T' — R est une fonction continue, on étend f & T¢ par F(x1,...,24) = f(zq) et on



41

obtient
o0 1 o0
lim — = -
Jim =37 F(PR) = lim ST F(P(R), . Pa(h))
k=0 k=0
= lim —~ kZ:OF o Ty(k) = » F(z)dx

I
g
g
8
&
U
8
U
m

3.2. Cobords.

Théoréme 21. (Gottschalk-Hedlund [G, H]) Soit X un espace métrique compact, T :
X — X une application continue ou un homéomorphisme et f : X — R une application
continue. Si T est minimale alors f est le cobord d’une fonction continue ssi les sommes
Sorofo T*, n > 0, sont uniformément bornées sur X.

Dem. Si f est un cobord d’une fonction continue 1 alors les sommes » ;_, f o Tk =
1 —1p o T™*! sont uniformément bornées. Démontrons la réciproque dans le cas ou T est
une application continue minimale. Si T" est homéomorphisme il suffira d’utiliser que les
seuls fermés invariants sont le vide et X alors que nous utiliserons que les seuls fermés
stables sont le vide et X. Si les sommes ZZ:O fo T% n > 0 sont uniformément bornées
sur X alors la fonction ¢ : X — R définie par

n

¢(x) = lim sup foTk(z)
0

n— 00
k=

est bornée sur X et on a

lim sup Zf o TH(Tx)

¢poT(x)

n+1

= lim sup (—f(z) + Z foTH(x))
k=0

n—oo

n+1
= —f(z) +lim sup Y foT(z) = —f(z) + $(a).
Pour terminer la démonstration il faudrait prouver que ¢ est continue. Malheureuse-
ment ce n’est pas évident et on aura besoin de fonctions auxiliaires.. Pour une fonction
bornée h : X — R, notons h™ la plus petite fonction semi-continue supérieurement (SCS)
supérieure ou égale & h et h~ la plus grande fonction semi-continue inférieurement (SCI)
inférieure ou égale & h. En fait, on a simplement
ht(z) = lim sup h(y), et h~(z) = lim inf h(x).

y—x Yy—x

Comme f est continue,
(poT)"=(p— T =9¢" —F.
Or ¢7 o T est SCS et supérieure ou égale a ¢ o T, donc ¢t o T > (po T)F et

¢t oT > ¢ — f.
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De la méme maniére on montre que
6 0T <o - .

On en déduit que
(0T —¢)oT 29" —¢.

La fonction 1 = ¢ — ¢~ est donc une fonction SCS vérifiant 1) o T > 1). Pour ¢t € R,
considérons 'ensemble F; = {z € X : ¢(z) > t}. Comme v est SCS, F; est fermé et
comme pour tout x, ¥(Tx) > 1(x), le fermé F}; est stable. La minimalité de T entraine
que pour tout t, F; est soit vide soit égale & X. Si il existe deux points 1 et x5 de X
tels que 1 = f (z1) < t2 = f(x2) alors pour t €]t, ta[, F; n’est ni vide ni égale a X, donc
I’application 1 est constante. On en déduit que ¢ = ¢~ +c est a la fois SCS et SCI donc
continue. On obtient ainsi

f2¢t—¢ToT=¢"—¢ oT>f0
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3.3. Produits gauches, minimalité, mesures invariantes. Références : Katok-
Hasselblatt page 149-150 et Furstenberg.

Proposition 23. Soit X un espace métrique compact, T : X — X une application
continue et ¢ : X — T' une application continue. Supposons T uniquement ergodique
et appelons m I'unique probabilité T-invariante sur X. Considérons l'extension Ty :
X x T! — X x T! définie par Ty(x,t) = (Tx,¢p(x) +t). Alors Ty est ergodique pour la
mesure u = m ® dt ssi pour tout entier relatif k # 0, I’équation

ko=t —voT
m-presque stirement, n’a pas de solution 1 : X — T' mesurable.

Remarque. On sait que 'unique ergodicité de Tj est équivalente & son ergodicité.
Dem. Si il existe k # 0 tel que I’équation

k=9 —9oT

m-presque slirement, ait une de solution ¥ : X — T! mesurable alors la fonction f :
X x T'— T! définie par f(z,t) = ¢(x) + kt est Ty-invariante. En effet

f(Ty(x,t)) = f(Tz,¢(x)+1t) =¢(Tz) + k(p(z) +1)
= Y(x) + kt

pour presque tout z et tout t. Comme cette fonction n’est presque stirement constante
sur aucune fibre {z} x T!, la transformation T}, n’est pas ergodique.
Réciproquement, supposons qu'il existe f € L?(x) non presque stirement constante telle
que f = foT,. Pour presque tout z la fonction ¢ — f(z,t) appartient a L*(T?), donc on
peut déterminer le développement en série de Fourier de f & x fixé :

cr(x) = f(z,t) exp(—2iknt) dt.
R/Z

Comme f = f o Ty, pour presque tout z, on a

foTy(x,t)exp(—2ikmt) dt
R/Z

ck ()

f(Tz, ¢(z) +t) exp(—2ikmt) dt
R/Z

exp 2ikm(x) ) f(Tx,t) exp(—2iknt) dt
R/Z

= exp2iknd(z) cp(Tx).

La fonction |cg(z)| est donc presque stirement constante pour chaque k. Si cette fonction
est nulle pour chaque k # 0 alors la fonction f est presque stirement constante, donc il
existe un k # 0 tel que |cx(x)| soit presque stirement une constante ¢ > 0. En posant
g(z) = Lc(x) on obtient une fonction mesurable de module 1 telle que

g=goT exp2ikm¢



44

presque stirement. On peut relever ¢ en une fonction mesurable 1) : X — T! telle que
g = exp 2imyp. Ainsi on obtient
k¢ =9 — ol

presque stirement. []

Proposition 24. Soit X un espace métrique compact connexe, m une probabilité sur
X, T : X — X une application continue conservant m et ¢ : X — T! une application
continue. Appelons Y le produit X x T! et T, D'extension T, : Y — Y définie par
Ty(z,t) = (Tz,¢(x) +t). Soit g: Y — T une application continue. Si pour tout z € X
Papplication g, : t € T* — g(x,t) € T! est lipschitzienne de rapport M indépendant de
x et 4 un degré d # 0, alors il n’existe pas de fonction mesurable f : Y — T telle que

f—foTy=yg
presque-siirement la mesure m & dt.

Remarque. On peut facilement prouver que les degrés de deux applications proches
de T' — T sont les mémes. Grace & la connexité de X, on obtient donc que le degré de
I’application g, ne dépend pas de z € X.

Dem. Notons p la mesure m ® dt. Supposons qu’il existe une application mesurable
f:Y — T telle que

f—foTy=yg

pu-presque stirement. On peut retirer 4 Y un ensemble A négligeable tel que ’équation
précédente soit satisfaite partout sur Y\N et tel que Y\ soit stable par T.

1. Soit € un réel strictement positif que ’on choisira plus tard. D’aprés le théoréme de
Lusyn il existe une partie mesurable F de Y\ dont la mesure est supérieure a 1—¢ et telle
que la restriction de f & E soit continue. Comme Y est métrique compact, la mesure u est
réguliere et on peut supposer que F est un fermé. Appelons A I'ensemble des éléments x
de X telle que la mesure de Lebesgue de E, = EN{x} x T soit supérieure a 1 —/z. La
partie A est mesurable et d’aprés le théoréme de Fubini, (1 —m(A)) x v/ < u(EY) < ¢
donc m(A) > 1—+/e. Il en resulte que la mesure de ENA x T! est supérieure a 1 —e—+/c.
2. Comme f est continue sur le compact F, il existe § > 0 tel que pour tout couple de
points (z,y) de E dont la distance est < §, on ait d(f(z), f(y)) < e. Comme Y est
recouvert par un nombre fini de boule de rayon §/2, il existe un boule B de rayon /2
telle que la mesure de C = BN EN A x T! soit strictement positive. D’aprés le théoréme
de récurrence de Poincaré, il existe un point zo = (ao,?0) € C dont 'orbite (T} (x0))n>0
passe une infinité de fois par C. Appelons (n,), la suite des entiers tels que T(Z’” (z9) € C.
3. Pour n entier posons

Pour tout (a,t) €Y, on a
Tg(a,t) = (T"a,t + ¢,(a))

donc
d(Ty (a,t),(a,t))

ne dépend pas de t mais que de a. Ainsi, pour tout t € T' et tout p € N,

d(Ty" (ao t), (a0, 1)) = d(T;" (o, to), (a0, o)) < 0.
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Remarquons aussi que (ag,tg) et Tg” (ag,to) appartiennent & A x T! et donc (ag,t) et
T(Zp (ag,t) appartiennent a A x T*.

4. Par définition de A I'ensemble des t € T tel que (ag,t) ¢ E est de mesure inférieure
a /. De méme, comme

T(;Lp ((J,QJZ) = (T”Pao, ¢np(a0) + t),

I'ensemble des ¢t € T! tels que Tg” (ap,t) ¢ E est de mesure inférieure & /. Fixons
p. L’ensemble F des t € T! tels que (ag,t) € E et T(Zp (ag,t) € E, est donc de mesure

>1— 2,/

Site F, alors (ag,t) et Tg" (ag,t) € E, et d((Tg" (ao,t)), (ap,t)) < 6§, donc par continuité

d(f(T," (a0, 1)), flao,t)) <e.

5. Comme
np—1

Z go Tg];(ao,t) = f((lo,t) - f(T;Lp(a07t))a
k=0

pour tout t € F,

np—1

(Y goTf(ao,1),0) <e.
k=0

6. Pour chaque k, la fonction hy, : t € T! — hy(t) = g(Tf(ao,t)) = g(T*ag, 1, (ag) + 1)
est continue et sont degré est le méme que celui de la fonction gr+ qui est un entier d
ag

indépendant de k, non nul par hypothése. Appelons Hy un relévement de la fonction
hi opr : R — T! ou pr désigne la projection de R dans T'. Par définition du degré
Hy(s+ 1) = Hi(s) + d pour tout t. Le 5 se traduit sur Hy, par

np—1

Vs €R, pr(s) € F = d( > Hi(s),Z) <.
k=0

Posons H(t) = Zigl Hj,(t). Examinons H([0,1]). On a

np—1

H(1) =Y Hig(1) = nyd + H(0)
k=0

donc
|H([0,1])| > nyd

ou |.| désigne la mesure de Lebesgue. D’une part, 'ensemble G des s de [0,1] dont la
projection appartient & F' a une mesure > 1 —2/e. D’autre part, tous les points de H(G)
sont & une distance < € de Z, donc

|H(G)| < 2Me.

Par conséquent, |H ([0, 1]\G)| > n,d — 2Me mais comme H est lipschitzienne de rapport
np,M on a aussi |H([0,1]\G)| < n,M2y/e. D’ou la contradiction en choisissant ¢ assez
petit puis n, assez grand. [
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Corollaire 9. Soit T': T" — T™ une application donnée par

T(xla 7xn) = (1'1 + 67¢1($1) + 1’2,¢2($1,1’2) + xs, "'7¢n71(w17 "’71.7’171) + x'n)

ot § € TN\Q et chaque ¢, : TF — T est continue lipschitzienne par rapport a xy, de
rapport de lipschitz indépendant de k de (x1,...,xx—1) et de degré non nul. Alors T est
uniquement ergodique et I'unique probabilité invariante du tore est la mesure de Lebesgue
du tore.

Dem. Appelons T? = {0} un espace réduit & un point et définissons ¢, : T® — T!
par ¢(0) = 6. Considérons pour les applications T}, : T — T* k =0, ..., n, définies par

To(0) = 0, Ty (z1) = (z1+6)
et pour k=2,....n
Tk’(xla "'7xk) = (371 + 07¢1(I1) + 172,¢2(1’1,1‘2) + 3, "'7¢k—1(z13 ---;Ik—l) + xk)'

On a T = T,. Montrons par récurrence sur k, k = 1,...,n, que 'unique mesure T}-
invariante est la mesure de Lebesgue du tore T¥. L’application T} translation irrationnelle
du tore T! donc la seule probabilité T;-invariante est la mesure de Lebesgue de T!. 11 y
une seule probabilité sur T° donc Ty admet une unique probabilité invariante. Soit k& > 1.
Supposons que la seule probabilité T} invariante soit la mesure de Lebesgue du tore TF.
En posant z = (z1,...,2x), on a

T (z, wp11) = (T (), dp(T) + Tpet1)-

Appliquons la proposition précédente & X = TF 1 Y = X x T = Tk, ¢ = ¢, et
g = ¢, On en déduit que pour tout entier relatif m # 0, ’équation

f— foTl,=me,p.s.

n’admet pas n’admet pas de solution mesurable f : T* — T'. D’aprés I’hypothése de
recurrence, Ty est uniquement ergodique, la premiére proposition du paragraphe assure
donc que T} est aussi unquement ergodique.

Proposition 25. Soit 6 et xo deux éléments de T'\Q, ¢ : T' — T! une application
continue et T = Ty : T? — T? définie par T(z,y) = (x + 0,y + ¢(z)). Si T n’est pas
minimale alors il existe ¢ : T' — T continue sauf en x et un rationnel r telle que pour
tout x de T, ¢p(z) = r + ¥(x) — P(z + 0).

Preuve. On sait que T admet un fermé invariant minimal M. Appelons p : (z,y) €

T? — x € T! la projection de T? sur T!. La projection p(M) est invariant par la
translation 7(x) = x+ 6 de T!. En effet, soit = € p(M) alors il existe y tel que (z,y) € M
et comme T(M) C M on a (x+ 6,y + ¢(z)) € M et donc z + 6 € p(M). Comme la
projection d’un fermé est un fermé et que la translation 7 est minimale, p(M) = T*.
1. Soit x € T! et considérons la "section” M, = MN{x} x T!. Nous allons montrer que si
cette section contient deux points y et y+ « alors elle est invariante par la translation z —
z+a. En effet, comme M est minimal 'orbite du point (z,y) passe arbitrairement proche
de (z,y+a), c-a-d il existe une suite (n,), tendant vers I'infini telle que d(T"4 (z, y), (z, y+
a)) — 0 quand ¢ tend vers U'infini. Or pour tout z,

Tn(xa Z) = Tn(xvy) + (O,Z - y)a
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donc
T" (2, 2) = T" (2,y) + (0,2 —y) = (z,y + ) + (0,2 —y) = (2,2 + ).

Comme M, est fermé, si (x,z) € M, alors (x,z+ a) € M,.

2. Il y a donc deux cas possibles, ou M, est de la forme{z} x (h(z) + G,) ou G, est un
sous groupe fini de T! ou M, = {z} x T!. Comme M est fermé, le cardinal de G, est
une fonction SCS donc borélienne, d’autre part on a

T(M:v) C Mw+9

de méme
T (Myyg) C My,

par conséquent la fonction N :  — cardG, € N U {oo} est invariante par la translation
r — x + 0. La fonction N est donc presque-stirement constante et comme elle est SCS,
elle est constante. Si NV est la constante +o0o alors M = T? donc N =g € N et G, = Hy
est 'unique sous-groupe de T! & ¢ éléments.

2. Quotientons T? par le sous-groupe H = {0} x {0, %7 - q%l} = {0} x Hy. Identifions
T?/H & T! x T'/Hy. Pour chaque # € T! la section (M/H), a exactement un point
: h(z) modulo H. Avec lidentification, h(z) = (z,g(z)) ou g(x) € T!'/H,. Comme
Pensemble des couples (x,g(x)) est le fermé M/H, la fonction z — g(x) est continue.
On peut relever I'application g en une application 9 : T! — T continue sur T!\{z(} et
continue & droite en xg. Pour cela, il suffit de relever I’application de [z, z¢ + 1] dans
T!/Hy qui & = associe I'image par g(m(z)) ot 7 est la projection R sur T!, puis de
composée avec la réciproque de 7 a valeur dans [zg, 2o + 1][.

3. Pour tout x de T!, M, = {z} x ({¢)(z} + Hp) et comme T(M,) = M, ¢y, on a

T(x,9(z) = (. + 6,9 (x +0) + d(z))
ot d est un application de T! dans Hy. En identifiant les secondes coordonnées on obtient

P(z) + o(z) = ¢(z +0) + d(z),

par conséquent d est continue sur T!\{xo} et continue & droite en zg, d doit donc étre
constante. On conclut en prenant un rationnel r se projetant sur d (et changeant v en
—y). O

Application : Katok Hasselblatt, un exemple de difféomorphisme minimal non er-
godique, page 417-418.

Lemme 9. Soit 6 un nombre irrationnel. Il existe une application mesurable ® : T' — T!
telle que 'application ®(x) — ®(x + 0) soit presque partout égale a une fonction ¢(z) de
classe C™ et telle que ® ne soit pas presque partout égale a une fonction continue en 0.

Dem. (Adaptée de Furstenberg) 1. Comme la suite (nf mod1) est dense dans
[0,1], il existe une suite d’entiers (ny)r>1 tendant vers l'infini telle que pour tout k,
ni mod 1 €]27k~1 27k Considérons la fonction f: T! — R définie par

f(x) _ Z E(l _ 62i7T7Lk9) 2T
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Le choix de la suite (ng); assure que f est de classe C*°. La fonction

F(:L‘) _ Z % e2i7rnka:

k>1
est dans L?(T') car la série Y, - 7 converge et pour presque tout = de T*,

F(z)— F(z+0) = f(x).

2. Montrons que la fonction F' n’est pas presque partout égale & une fonction continue en
0. D’apres le théoréeme de Fejer, si F' est presque partout égale a une fonction continue en
0 alors la suite des moyennes de Césaro de la série de Fourier de F' en 0 est convergente.
Pour p € Z, notons c,(F) le p*®™¢ coefficients de Fourier de F. Calculons les moyennes
de Césaro en 0 (ng =0) :

=0 ns<m<ngy1 p=—m

1 L1
SRS o
quq<m<nq+ljl

k—1 q

1 1
= J— n 1 — —

comme la série -, 1 diverge, la moyenne —ZZZ“_O Zp__m ¢p(F) tend vers linfini
quand k tend vers I’ 1nﬁ7n1
3. Appelons pr la projection de R sur T!. La fonction ® = proF peut étre presque
partout égale & une fonction continue en 0 alors que F' ne l’est pas. On ne peut donc
pas conclure directement. Posons ¢, (z) = pr(Af(z)) et ®x(x) = pr(AF(x)) ou A est un
réel que nous allons choisir. On a évidement @ (x) — ®x(z + ) = ¢, (), il suffit donc de
prouver qu’il existe A tel que @ ne soit pas presque partout égale & une fonction continue
en 0.
Supposons que la fonction ®; soit presque partout égale a une fonction continue en 0. En
ajoutant une constante & F on peut supposer qu’il existe une partie négligeable E de T'!
telle que

lim ®(z) = 0.

ey
Si il existe un voisinage V' de 0 tel que |F| soit essentiellement bornée sur V alors il suffit
de prendre A strictement positif assez petit pour que la fonction @ conviennent. On peut
donc supposer que F' n’est essentiellement bornée sur aucun voisinage de 0. Pour chaque
entier k > 1, il existe un voisinage V}, de 0 inclus dans la boule de centre 0 et rayon %, tel
que

Yz € Vi\E, d(®(x),0) <

=

pour F' cela signifie que
Vo € Vi\E, d(F(z),Z) <

El e
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Comme F' n’est pas essentiellement sur Vj, il y a une infinité d’entiers n tels que la mesure

de
(z € VO\E : |F(z) —nl| < %},

soit strictement positive. On peut donc construire une suite d’entiers (ng)g>1 deux a deux
distincts telle que quelque soit k la mesure de

A ={x € V;\E : |F(z) — ng| < %}

soit strictement positive. Si A est tel que @, soit presque partout égale & une fonction
continue alors il existe une partie négligeable E) telle

lim ®)(z)=1¢€ Ty,

PPN
par conséquent si (xy) est une suite de points telle que pour tout k, z € Ai\E), alors
limg_ oo ®(zx). Une telle suite existe bien car les parties A\ FE) sont non vide. Pour un
telle suite on a
i dNF(z,) — F(2,)).2) = Jim d(®x(z,). B (2,)) = 0.
q—00 q—00
Or F(zx) = g + &5 ot |ex| < £ donc A(F(zp) — F(zq)) = A(np — ng) + A(ep — €4). Par
conséquent,
lim. pr(A(np —ng)) =0
e
et
klir{:O pr(A(ng+1 —ng)) =0

Pour achever la démonstration, il suffit donc de prouver qu’il existe un A tel que la suite
(pr(A(ng+1 — ng))) ne converge pas vers 0 quand k tend vers l'infini. Soit

B = (X €)0,1] : d(pr(A(ngsr — nx), 0) > i}.

La mesure de chaque By, est %, par conséquent la mesure de B = lim sup,,_, By, est stricte-
ment positive.. Ainsi B est non vide et pour chaque A € B, pr(A(ng+1 — ng)) ne converge
pas vers 0 quand k tend vers Uinfini. [J

Corollaire 10. Il existe un difféomorphisme de T? minimal non uniquement ergodique.

Dem : Soit # un nombre irrationnel. Considérons I’extension T & T? de la translation
x € T! — 2+ 60 € T! définie par définie par T'(z,y) = (v + 0,y + ¢(x)) oit ¢(z) = (z) —
®(x + 0) est donnée par le lemme précédent. D’aprés la premiére proposition, 7" admet
une infinité de mesure invariante. T est un difféomorphisme et d’aprés la proposition
précédente, si T n’est pas minimal alors il existe 1 : T! — T! continue sauf un point
que Pon peut choisir différent de 0 et un rationnel r tels que pour tout z de T!, r +
¥(x) —(x + 0) = ¢(z) (modulo 1). Considérons Papplication F : T! — T! définie par
F(x) = ®(z) — ¢(x). On a pour presque tout = de T?,

F(z)-F(z+0) = &(x)— &z +0)— (d(zx) — d(z +90))
¢(z) = (¢(z) —7) =1
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Sir = 0 alors la fonction F' est invariante et comme la translation x — x4+ 6 est ergodique
cela signifie que F' est presque-stirement constante et donc ® est presque stirement égale
a une fonction continue en 0 ce qui contredit le lemme, par conséquent r # 0. Ainsi
F(x +60) = F(z) + r pour presque tout z de T! ot r = £ est un rationnel différent de 0.
On en déduit que presque tout  de T, F(x + ¢f) = F(x) + qr = F(z). Par conséquent,
F est invariante par la translation x — x + ¢f et on conclut comme précédemment. []

4. ERGODICITE DES PRODUITS CROISES
4.1. Lemme de Rokhlin-Halmos. Référence : Aaronson page 47.
Hypothese (*) (X, B, m) vérifie la propriété (*) il existe une suite décroissante de
parties mesurables (B;);en d’intersection vide et telle que pour tout 4, 0 < m(B;) < cc.

Lemme 10. Soit (X, B, m) un espace mesuré o-fini vérifiant (*), T : X — X une trans-
formation non singuliére conservative, ergodique et telle que m(T~1E) < oo lorsque
m(E) < oo . Alors pour tout n > 1 et tout ¢ > 0, il existe une partie mesurable E
de X telle que les ensembles T~*E, k = 0,...,n — 1, soit deux a deux disjoints et telle que
m(X\UpZy T7FE) <e.

Dem. Soit ¢ > 0 et n > 1. Utilisons (*), lorsque i tend vers linfini , m(UpZT~*B;)
tend vers 0 car U{Z)T~*B; décroit vers le vide et m(Uy_;T~*By) < oco. 1l existe donc
ig tel que m(UZ;éT*’“BiO) < e. Posons A = Ay = B,;, et pour tout £ > 1, A, =
(T~FA)\ UFZ} A;. Ay est ensemble des = tels que la suite (T%(z)) rentre dans A la
premiére fois en ¢ = k. Vérifions que £ = Up>14,, convient.

Soit i € {1,...,n—1}. T"*ENE est vide car si il existe 2 appartenant & T~*E N E alors il
existe p et ¢ > 1 tels que x € T~ %A, et € A,q. @ € T ' A, entraine que TPz € A
et comme x € A,, on a ng < np+ 4. De méme Tz € A entraine que T~ ‘T"z € A or
Tz € Ay, done ng —i > np et np + i = ng ce qui est impossible. On en déduit que les
ensembles T*E, k=0, ...,n — 1, soit deux & deux disjoints.

Comme T est ergodique et conservative, on a m(X\ Ug>o 7 FA) = 0 et donc d’apres le
choix de A on a

m(X\ Uk>n T_kA) <e.

Or Ups1Anp+i € T7'E donc Uiz A; € UpZ T7'E et
m(X\ U TTUE) < m(X\ Upsn T FA) <e.

Corollaire 11. Soit (X, B, m) un espace mesuré probabilisé¢ vérifiant (*), T : X — X
une application mesurable conservant la mesure et ergodique. Si A appartient a B et
0 < u(A) < oo alors pour tout entier N > 1, il existe B appartenant a B inclus dans A
tel que B, ...,T~N*1B soient deux a deux disjoints.

m(A)
2
telle que les ensembles T~FE, k = 0,...,n — 1, soit deux a deux disjoints et telle que
m(X\ UpZy T7*E) < #. La mesure de A N (UfZ,T~*E) est supérieure a # et
les parties T~ *E ont toutes une mesures inférieures a % < ";(J(,q) donc il y a au moins N
entiers k compris entre 0 et n — 1 tels que m(T_kE N A) > 0. Soit ko le plus petit de ces
entiers, ko est inférieure & n — N. Il suffit de prendre B = ANT % E car pour chaque
i< N—1,T"BC T % FE et les parties T~% E, ..., T~ ko~ (N-D==n+1F sont deux a

deux disjointes. [

Dem. Utilisons le lemme avec ¢ = et n > %. Soit F une partie mesurable
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4.2. Valeurs essentielles. Référence : Aaronson page 247-261.

Définition 16. Soit groupe abélien topologique (G,+). Un norme est une application
Il : G — [0, 00] telle que d(z,y) = || — y|| soit une distance définissant la topologie de
G (cette distance est automatiquement invariante par translation).

Notation. Soit (G,+) un groupe commutatif, X un ensemble, T : X — X une
application. Pour toute application ¢ : X — G, on note

n—1
¢, =Y ¢oT"
k=0
lorsque n. > 0 et
-1
¢n = - Z ¢ o Tk
k=n

lorsque n < 0. De sorte que pour tout entiers m et n, on a

¢n+m = ¢n + ¢m 0 Tn

Définition 17. (Shmidt) Soit (G, +) un groupe localement compacte muni d’une norme
II.ll, (X,B,m) un espace probabilisé, T : X — X un endomorphisme de (X, B, m) et
¢ : X — G une application mesurable. On définit les ensembles suivants :

1. Les valeurs persistantes

M(¢)={aceG:VAEBL, Ve>0,In>1, m(ANT "AN||¢, —all <e]) > 0},
2. Si de plus T est inversible, les valeurs essentielles
E(¢)={aeG:VAEB;,Ve>0,IneZ, m(ANT "AN|||p, —al <¢g]) >0},

3. Notons Ty, : X x G — X x G, Ty(z,y) = (Tz,y + ¢(x)) le produit croisé, I’ensemble
des périodes de T

Per(¢) ={a € G:VA€Ir,, QuA= A modm x mg}
ot Ir, désigne la tribu des invariants de Ty et Q, : (x,y) € X x G — (2,y +a) € X xG.

Remarques 1. II(¢) C E(¢).
2. 0 € E(¢) car ¢y = 0.

Proposition 26. Soit (G,+) un groupe localement compacte muni d’une norme |.|,
(X, B, m) un espace probabilisé, T : X — X un endomorphisme de (X,B,m) et ¢ : X —
G une application mesurable. Alors I1(¢) est un fermé de G.

Dem. Soit a un élément de G adhérent a II(¢), € > 0 et A € By. Il existe b € II(¢)
tel que [la —b|| < 5 et n > 1 tel que

m(ANT AN [|¢, — b < g]) > 0.
Par conséquent,
mANT AN |||, —al <e]) >mANT "AN][|¢,, — bl <&/2]) >0>0

et a appartient & I1(¢) qui est donc un fermé.
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Proposition 27. Soit (G,+) un groupe localement compacte muni d’une norme |.||,
(X,B,m) un espace probabilisé, T : X — X un endomorphisme de (X, B, m) et ¢ :
X — G une application mesurable. Supposons que le lemme de Rokhlin soit valable pour
(X,T). Alors II(¢) est soit vide soit un sous-groupe fermé de G.

Dem. Soit a,b € II(¢). Montrons que a — b € II(¢). Soit € > 0 et A € By. Comme
a € II(¢), il existe n > 1 tel que

e

2]) > 0.

m(ANT AN, —a| <

D’aprés le corollaire du lemme de Rokhlin (a éclaircir), il existe B € By inclus dans
ANT "AN(||¢, — bl < 5] tel que BN T-*B =0 pour 1 < k < n. Comme b est une
valeur persistante, il existe N > 1 tel que

mBNTNBN[|éy — bl < g]) > 0.

La condition BNT~*B = ) pour 1 < k < n, implique N > n. Puisque B est inclus dans
[”d)n - CLH < %]7 on a

_ € _ € €
BNTVBN(lon —bll < Z1=BNTVB0llg, —all <] [lléx —bll < 5]
C BNT VBN[|¢y_poT"—(b—a)| <el.
Finalement, comme T conserve la mesure,

m(ANT " N""AN oy —(0—a)| < &) =m@ " ANT YMAN[||py_, — (b—a)| <e])
= m(T "ANT NAN[||py_, o T" — (b—a)|| <¢])

> m(BNT NBN[||py_poT" = (b—a)|| <e])
> m(BAT VBN loy bl < Z])
> 0

donc b — a est une valeur persistante.

Proposition 28. Supposons que le lemme de Rokhlin soit valable pour (X,T) et que T
soit inversible. Alors E(¢) =II(¢) U {0}. (admise)

Théoréme 22. Soit (X,B,m) un espace probabilisé, T : X — X un isomorphisme de
(X,B,m) et ¢ : X — G une application mesurable. Alors E(¢) = Per(¢).

Dem. Montrons que Per(¢) C E(¢). Supposons que a n’appartienne pas a E(¢).
Alors il existe A € B, tel que m(ANT " AN]||¢,, — al| < €]) = 0 pour tout n € Z. Posons

e e
-), Bb=AxB —
2)a 2 X G(a72)a

Ci = UnezT,"Bi, C2 =Upezl, " Bs.

B, = A x B(;(O,

Montrons que C; N Cs est de mesure nulle dans X x G. Soit D = T(;mBl N T(;”Bg. Si
n > m > 0 alors
D — T(;"L(Bl m T¢7)n_7LB2)
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et
BiNT] "By = {(x,b):z€A, |b] < % 2 €T A, ||b+ ¢y —al| < g}

C {(xb):zcA zeT™"A, |¢, v —a| <e}
= (ANT™ "AN|||¢pp_mz—al]| <e]) x G.

Donc D est de mesure nulle. Le méme raisonnement convient si m > n > 0. Dans le cas
général on choisit N un entier assez grand pour que —N — m et —N — n soit négatif et
on utilise 'invariance de u = m x mg : u(D) = u(T~N D). Dans tous les cas on trouve
u(D) = 0, par conséquent u(Cy N Cy) = 0. Or C; et Cs sont des ensembles T}, invariants
de mesures strictement positives et I'image de Cy par (x,b) — (z,b+ a) est Cy donc a
n’appartient pas & Per(¢).

Montrons que E(¢) C Per(¢). Supposons que a n’appartienne pas a Per(¢). I
existe alors une partie mesurable C' de X x G telle que T, ¢ = C modm x mg et
m x mg(CAQ,C) > 0.

1. Posons A = C\Q,C et B = Q,A. Comme les mesures de C' et Q,C sont égales, A
est de mesure strictement positive. Les parties A et B sont disjointes par construction.
Comme l'image par (), d'une partie Ty invariante est Ty invariante et comme les parties
invariantes forment une tribu, A et B sont T} invariante.

2. Pour tout x appartenant & X, posons

A, ={g€G:(z,9) € A}
Notons que
g € Arye (Tz,9)c AeTy(z,g—o¢(x) e A
< (z,9—o(2)) € delA
& g€ (Tqﬁ_lA)ﬂc + ¢(x).
De méme, on a pour n € Z,

g S AT":E Aad g € (qu_nA)$ + ¢n(x)'

Or Td)_lA = A modm X mg donc pour presque tout x, A, = (Td)_lA)m modmg ; par
conséquent, pour presque tout z,

Ay = Ay + ¢(x) modmeg

et
mg(ATx) = mg(Ax)

La fonction & — mg(A,) est donc T invariante, grace a l'ergodicité de T on en déduit
que m(A,) est presque strement constant sur X. Cette constante n’est pas nulle car la
mesure de A est strictement positive.
3. Montrons qu’il existe une partie mesurable D incluse dans A telle que pour presque
tout  de X

0 <mg(Dg) < 0.

Pour chaque x de X, on a

ma(Ag) = lim mg(A; N Bg(0,n)).

n—oo
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Donc pour presque tout z, il existe un entier n = n(z) minimal tel que mg(A4, N

B¢ (0,n)) > 0. Posons

D ={(z,9) € A: gl <n(x)}.
La partie D est mesurable car la fonction z — n(z) est mesurable (exercice).
4. Considérons la fonction w: X x X x G — R définie par

w(z,y,9) = ma(DyN(Dy+g))
- /G 1n(z, h)1p(y, h — g)dma(h)

La fonction w est mesurable. En effet, la fonction (z,y,9,h) — 1p(x,h)1p(y,h — g) est
mesurable et le théoréme de Fubini donne la mesurabilité de w.

5. Pour z et y fixés, la fonction partielle ¢ — w(x,y, g) est continue et non identiquement
nulle car c’est un produit de convolution de fonctions indicatrices de parties de G de
mesures non nulles. Donc, pour tout z,y, 'ensemble {g € G : w(x,y,g) > 0} est de
mesure strictement positive. Par conséquent, {w > 0} est une partie de mesure strictement
positive de X x X x G. Soit £ = {(z,y) € X x X : mg(1p,1p,) > 0}. On a

/X/XW(x,y,O)dm(w)dm(y) / / / 1p(z, h)1p(y, h)dm(z)dm(y)dme(h)

- /G ( /X 1p(z, h)dm(z))( /X 15 (y, h)dm(y))dma(h)

_ /G ( /X 1p(z, h)dm(x))*dme (h)

Or
m x mg(D) = /G/X 1p(z, h)dm(x)dmag(h) > 0,

donc [y [y w(x,y,0)dm(z)dm(y) > 0. La fonction (z,y) — w(z,y,0)...
6. Montrons ’existence d’'une partie Y de X de mesure strictement positive et d’un réel
6 > 0 tels que

Va,y €Y, Vg € Bg(0,9), w(z,y,g) > 0.

Comme la tribu de X est la tribu borélienne et que L?(G) est séparable, d’aprés le
théoréme de Lusyn, il existe une partie mesurable Z de X de mesure strictement positive
telle que I’application # € X — 1p_ € L?(G) soit continue sur X. En outre, comme X
est & base dénombrable, on peut supposer que Z est inclus dans le support de m. De plus,
I'application 7 : L?(G) x G — L?(G) définie par 7(¢, g)(h) = ¢(g — h) est continue donc
I'application

F : L*(G)xL*(G)xG—R
(6,9,9) — / o7(t, g)dme
G

est continue. Or w(z,y,9) = F(1p,,1p,,g) donc w est continue sur Z x Z x G. Soit
s € Z. On sait que w(z,x,0) est strictement positif, par continuité, il existe donc un
voisinage W =Y XY x B5(0,¢) de (z,z,0) tel que la fonction w soit strictement positive
sur W. Finalement, m(Y") est strictement positive car Z est inclus dans le support de m.
7. Pour montrer que a n’appartient pas a E(¢) il suffit de montrer que pour tout n on a

YNT7"Y n{||¢,(z) —al <d/2} = 0.
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Orsiz, T"z €Y et ¢,(z) € Bgla,d§/2),

mG(DT"ZD N (DI + (bn(x) - a)) = ’U)(Tnflf, L, ¢n(w) - a‘) > 07

donc,
ma((Drng +a) N (Dy + ¢y, (2))) > 0.
Mais
DTnm +a C 14/1"11',c +a = BTnm7
et

pour presque tout z et comme A et B sont des parties disjointes, les sections Apn, et
Brpn, sont disjointes pour tout x ce qui est contradictoire.

5. LIARDET VOLNY

Définition 18. Soit (X, A, 1, T) un systéme dynamique mesuré. On dit que T est apéri-
odique si la mesure de I'ensemble des point périodique est nulle, c-a-d si

p{rze X :In>1, T (z) = x}) = 0.

Exercice : Soit (X, A, u, T) un systéme dynamique mesuré inversible et tel que pour
tout € > 0, il existe une partie mesurable de mesure < e¢. Si T est egordique alors T' est
apériodique.

Dem. Soit » un entier > 1 et A, = {& € X : T"z = z}. A, est une partie
mesurable de X. Si Tx € A,, alors Ty = Tz donc =z € A, et T714, C A,. De
méme, ¢ € A, alors Tz = T" 2 € A,, donc A, C T~'A4,. La partie A, est donc
invariante. Comme T est ergodique, u(A4,) =0 ou pu(X\A,) = 0. Si u(X\A,) = 0 alors
A,, contient une partie mesurable B de mesure strictement positive < min(n%rl, = (fl)).
La partie C = BUTB U ...UT" B est invariante de mesure strictement positive et
strictement inférieure & celle de X ce qui contredit I'ergodicité de T'.

Notations : Soit X un espace métrique compact, T : X — X une application con-
tinue.

1. On désigne par C(X,R) l'espace des applications continue de X dans R.

2. On désigne M7 (X) 'ensemble des probabilités T-invariante sur X.

3. On désigne par Cy(X, R), ensemble des applications continues de X dans R d’intégrale
nulle pour toute probabilité T-invariante, Co(X,R) = {f € C(X,R) : Vu € Mr(X), [ fdu
0}.

4. On désigne par U V'application de C(X,R) — C(X,R) associée AT, Uf = foT.

Théoréme 23. Soit X un espace métrique compact, T : X — X un homéomorphisme
et A une probabilité T-invariante telle que T' soit apériodique. Si (cx)ren est une suite de
réels strictement positifs tendant vers +oo et telle que limy .o, 9= = 0 alors il existe un
G5 dense de fonctions f de Co(X,R) telle que toute probabilité v sur R soit adhérente
pour la convergence en loi a la suite des distributions de

ln—l )
a;foT.
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La démonstration utilise deux lemmes et les tours de Rokhlin..

Rappel sur la convergence en loi :
1. Une suite de probabilités (u,,) sur R converge en loi vers une probabilité p si pour
toute fonction continue bornée f : R — R la suite de réels [ f(x)du,(x) converge vers
J f(z)dp(x). Cette convergence correspond a une topologie sur I'ensemble probabilités.
2. On démontre que si [ f(z)dp, (z) converge vers [ f(z)du(x) pour toute fonction f :
R — R continue a support compact alors (u,,) converge en loi vers p.
3. Toute probabilité sur R est limite en loi d’une suite de probabilités combinaisons
linéaires finie de mesures de Dirac.

Proposition 29. Soit X un espace métrique compact, T': X — X un homéomorphisme
alors (I — U)C(X,R) est dense dans Co(X,R).

Dem. Par invariance on a clairement l'inclusion (I — U)C(X,R) C Co(X,R). Pour
prouver que le sous-espace F' = (I — U)Cyo(X,R) est dense dans Co(X, R) il suffit d’apres
le théoreme de Hahn-Banach, de montrer que si ¢ : Co(X,R) — R est forme linéaire
continue nulle sur F' alors elle est nulle sur Co(X,R). Soit ¢ une forme linéaire continue
nulle sur F. D’apreés le théoréeme de Hahn-Banach, la forme ¢ se prolonge en une forme
linéaire continue sur C(X,R) tout entier. Notons encore ¢ ce prolongement. La forme
linéaire ¢ est une mesure de Radon sur le compact X. Appelons ¢ et ¢~ les parties
positives et négatives de ¢ (Référence 7). Les mesures ¢ et ¢~ sont caractérisées par
les propriétés suivantes

p=9¢" —¢~
et si ¢; et ¢y sont deux mesures de Radon telles que
¢ =¢1— ¢y

alors ¢, — ¢ et ¢ — ¢~ sont deux mesures de Radon positives. Or si f € C(X, R) alors
o(f — foT) =0et

(fol)=¢"(fol)—¢ (foT)=o(f)=0¢"(f) — o (f).

donc les mesures pt (f) = ¢T(foT)—¢T (f) et u=(f) = ¢ (foT)—¢ (f) sont positives.
Mais pt (1) = ¢T(10T) — ¢7(1) = 0 donc 't est nulle et ¢* est invariante. De méme,
¢~ est invariante. Donc par définition de Co(X,R), pour tout f € Co(X,R), ¢7(f) =
¢~ (f) =0 et ¢ est nulle sur Co(X,R). O

Lemme 11. Soit X un espace métrique compact, E un sous-espace fermé de C(X,R)
muni de la norme infini, V : C(X,R) — E une application linéaire d’image dense, (Aj)r>1
une suite d’application linéaire de C(X,R) dans Iui méme et (ay)r>1 une suite de réels
positifs convergeant vers 0 telle que

Vi eCX,R), AVl < anllfll -

Soit A une probabilité sur X et v une probabilité sur R. Si il existe une suite (f)r>1 de
fonctions appartenant a E telle que || fy||., tendent vers 0 et Ay fj converge en loi vers
v alors il existe un G5 dense H inclus dans E tel que pour chaque f € H il existe une
suite d’entiers (ny)y tendant vers l'infini pour laquelle la suite des images de \ par A, f
converge en loi vers v quand k tend vers -+oo.
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Dem. Soit (¢,), une suite d’applications de R — R continues & supports compacts
et dense dans ’espace des applications continues & support compact muni de la norme
uniforme. Pour montrer qu’une suite (1) de probabilités sur R converge en loi vers v il
suffit de montrer que p,(3,,) tend vers v(z,,) pour tout p quand k tend vers I'infini.

1. Comme Ay f;, converge en loi vers v, pour chaque entier p > 1, il existe un entier k), tel

que
1
Vi <p, Vk >k, / ¥;dv —/ %(Akfk)d)\’ <-.
R X p

Pour k = k, on obtient,

Vi < p,

meéwmgmmﬂs;

de plus, on peut supposer que la suite (k,) est strictement croissante cela veut dire qu’a
une extraction prés on a

Vi < p,

1
/ ¢idV_/ wi(Apfp)d)“ < -
R D'e b
2. Comme pour chaque entier ¢ et chaque entier p, 'application f € C(X,R) — 9;(Apf) €

C(X,R) est continue, pour tout p, il existe un voisinage ouvert U, de f, dans E muni de
la norme uniforme tel que

Vel Vi <p,

1
Am%ﬁ%ﬁmmmwﬂsp

3. Soit (rg)rune suite de réels positifs tendant vers +oo telle que agry tende vers 0. Posons
pour n > 1, Hy, = Up>n(Ui + V(Bg(0,7%)). D’une part, comme chaque U, est ouvert,
H,, est un ouvert. D’autre part, H, est dense car si f € E et € est un nombre strictement
positif alors comme V' est d’image dense, il existe g € C(X,R) tel que ||f — Vgl < e.
En choisissant k > n tel que ||g|| ., < 7% et || fi|| <eona fr+VgelUy+V(Bg(0,71)) et

1f = (fe + V9l < 22

donc il existe h € Hy, tel que ||f — k|, < 2e. Finalement, H = N,>1H, est un G5 dense
de F.

4. Si f appartient & H alors pour tout entier n, il existe un entier p, > n tel que f €
Uy, + V(Bg(0,7p,)). 11 existe donc g, € U, et h,, € Bg(0,ry,) telle que f = g, + Vh,.
Soit 4 un entier, pour n assez grand p,, > i donc

‘AwidV_/)(¢i(Apnf)dA‘

IA

IN

1
]?n + ’/R%(Apnfpn)dl/ /X?/Ji(Apngn +Aanhn)d)\‘

et comme || Ay, byl < ap, |hnllo < @p,7p, tend vers 0 quand n tend vers oo, on a gréace
a 'uniforme continuité de v;, limy, oo [ ¥;(Ap, f)dX = [{ ¥;dv. O

Démonstration du théoréme. Considérons I’ensemble Pq des probabilités p sur
R telles que
- p=>" a;8, ou tous les a; et les b; sont rationnels,

‘A¢idu—/)<wi(Apnfpn)dA'+‘/Rwi(Apnfpn)du_/Xwi(Apnf)dA‘
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- p est de moyenne nulle : Y 7" | a;b; = 0.
L’ensemble de ces probabilités est dénombrable et on vérifie facilement qu’il est dense
pour la convergence en loi dans I’ensemble des probabilités sur R.

On va démontrer que si la probabilité v = ZZI a;dp, appartient & Pq, alors I’ensemble
F, des fonctions f de Co(X,R) telles qu’il existe une suite d’entiers (ny), tendant vers
Pinfini pour laquelle la suite des distributions des applications

nkfl

L Z foTi
L

converge en loi vers v, est un G5 dense de Co(X,R). Le théoréme en résultera car si
f € NyepgFy alors toutes les probabilité v de Pq sont des valeurs d’adhérences de la
nE—1

suite des distributions des > f o T" et 'ensemble des valeurs d’adhérences d’une
”Lk

suite est un fermé.

Soit v = Y"7" | a;0p, une probabilité appartenant & Pq. En réduisant au méme dénom-
inateur on peut trouver des entiers pi,...,pm, et ¢ > 0 tels que a; = %, on a alors
S ipi=qet > " bip; =0 ; de plus, on peut supposer que m < ¢ (on peut multiplier
g un entier quelconque). Soit € > 0 et ng > 0 un entier. La mesure A est apériodique
donc d’apres le lemme de Rokhlin-Halmous pour tout § > 0 il existe un borélien V' de
X et un entier n supérieur a ng tel que les parties V, TV, ..., T~V soient deux &
deux disjointes et de complémentaires de mesure inférieure & . Comme X est compact
la mesure A est réguliere et A(V') est le sup des mesure des fermés F inclus dans V. On
peut donc supposer que V est un fermé de X. Comme T est continue on peut trouver un
ouvert w contenant F tel que w, T 'w, ..., T~y soient deux & deux disjoints. Il existe
une fonction continue ¢ : X — [0,1] telle que ¢ = 1 sur V et ¢p = 0 sur X\w. Cette
fonction vérifie A(Y%"; " 1 o T?) > 1 — 4.

Considérons les fonctions

p1—1 A pP1t...+Dm A
¢:blz¢oTJ”+...+bm Z Yo TI™,
j=0 Jj=pi+...+Pm-1

et .
Ckni ;
szzzgqboiﬂ

=

ou k est un entier > 1. Par construction, la fonction ¢ prend la valeur b; sur

L p1tetpi—1 —jn
Ui = Uj:p1+-~+p1:—1T 4

dont la mesure vaut p;A\(V') et les U; sont des parties deux a deux disjointes incluses dans
Q= U?;éT’jnw. De plus, ¢ est de moyenne nulle pour toute probabilité A\ T-invariante.
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En effet,

_ Pl 1 P1+ +Pm
/¢d)\ _ /onJ"dA+ 4 b, /1poTJ”d/\

Jj= P1+ APm—1
p1t...+pPm

- blljzol/wdiju..mm > /de

Jj=pi+-..+Pm-1
- Zbipi/dezo.
=1

Donc fj appartient a Co(X,R). Examinons la distribution u; de la fonction Fy =
chSk (fk) On a

k 1n—k n—l
kZZmTW ZAquoTl
i=0 j=0 z:o

ot lorsque k < 2n,

[+1sile{0,..k—2)
A= kEsile{k—1,..,n—k}
n—Ilsile{n—k+1,..,n—1}

Soit 7 € {1,...,m}. Comme les parties T7!Q, | = 0,...,n — 1, sont deux a deux disjoints,
sur ’ensemble
W A O

la fonction F}j prend la valeur b;. Par conséquent,

mfay) > MUTEL T = (n— 20AU) = (n - 2k)pA(V)

1-90
> (n—2k)p;
ng
_ (n=2k)(1-0) pi (n—2k)(1—5)a‘
B n q n !
et la norme de la mesure p;, — v est inférieure a4 1 — W Comme 1 — w

tend vers 0 quand n tend vers l'infini et ¢ vers 0 on peut trouver une suite (fx)x d’ éléments
de Co(X,R) de limite nulle telle que la suite des distributions de aSk( fx) converge vers
v. On conclut grace au lemme précédent. [

Corollaire 12. Soit X un espace métrique compact, T : X — X un homéomorphisme
et \ une probabilité T-invariante telle que T soit apériodique. Soit F I'ensemble des
fonctions f appartenant a Co(X,R) qui sont des cobords de fonctions mesurables, c-a-d
les fonctions f pour lesquelles il existe g : X — R mesurable telle que

f=9—-goT

A-presque stirement. Alors 'ensemble F est maigre (inclus dans une réunion dénombrable
de fermés d’intérieurs vides) dans Co(X,R) muni de la norme uniforme.
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Dem. D’aprés le théoréme, pour montrer que F' est maigre il suffit de montrer que
si g est mesurable alors la mesure de Dirac en 1 §1, n’est pas valeur d’adhérence de la
suite des distributions de ﬁSn(f) ou f=g—goT Ap.s.. Soit ¢ : R — R une fonction
uniformément continue bornée. On a

1 1 mn
/é(%sn(f))dA=/¢(ﬁ(g—goT ) dx

car S, (f) = g—goT™ A-p.s.. Pour tout « appartenant & X, lim,, )(ﬁ(ﬁ(g(m) —goT"(z)) — (b(—ﬁg oT"(x))| =

0. Par conséquent, grace au théoréme de convergence dominée on obtient

. 1 n i o™ —
dn [ o= 90T — o= Jgo )| dr =

Or par invariance de la mesure A on a

[ ol=Tmaommar= [ot-—gix

donc grace au théoréme de convergence dominée,

Jim [ o8, ar= lim [ o-—g)ir = 6(0),

Ce qui prouve la convergence en loi de la suite (ﬁsn( 1)) vers do. O
Le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 13. Soit X un espace métrique compact et T : X — X un homéomorphisme.
Si T est uniquement ergodique alors I’ensemble des cobords f — foT avec f : X — R
continue, est maigre dans Co(X,R) muni de la convergence uniforme.
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