Groupes globalisants

Guido Ahumada, Bernard Brighi, Nicolas Chevallier et Augustin Fruchard

16 février 2018

Résumé

Un groupe de bijections G agissant sur un ensemble X est dit a points fixes (en abrégé,
un GAF) si tout élément de G a au moins un point fixe. Le groupe G est dit a point fixe
global (en abrégé, un GAG) s'il existe x € X fixé par tous les éléments de G. Le groupe
G est dit globalisant si tout sous-groupe de G qui est un GAF est automatiquement un
GAG. L’article explore quels sont les groupes globalisants. La situation dépend du groupe
de bijections et de ’ensemble support X. Par exemple le groupe des isométries de I’espace
euclidien R" est globalisant pour n < 3 mais ne ’est plus pour n > 4. Le cas des isométries
des espaces elliptiques et hyperboliques est aussi considéré, ainsi que celui des isométries
de certains ensembles discrets.

Mots-clés : groupe de bijections, point fixe, isométrie, inégalité de la médiane, arbre.
Classification MSC2010 : 51M04, 51M09, 57M60, 20F65.

1 Introduction

Il est facile de trouver un groupe de bijections ayant chacune un point fixe mais sans point
fixe commun, par exemple le sous-groupe des permutations de {1,2,3,4,5}, engendré par le
cycle (123) et la double transposition (12)(45), ou le groupe des rotations de la sphére de
dimension deux, ou encore le groupe des homéomorphismes du disque unité. Un tel groupe sera
dit excentrique. Quelle information supplémentaire faut-il ajouter a I'existence d’'un point fixe
pour chaque bijection du groupe, pour pouvoir conclure a l’existence d’un point fixe global ?
Cette information supplémentaire peut étre la conservation d’une structure géométrique, la
commutativité du groupe ou une autre propriété algébrique, 'unicité du point fixe de chaque
bijection différente de I'identité, ou encore une combinaison des informations précédentes.

La conservation d’une structure géométrique peut souvent se formuler par : le groupe de bi-
jections est un sous-groupe d’un groupe de bijections plus grand G. Le fait que cette information
suffise & conclure a I'existence d’'un point fixe global peut se voir comme une propriété du grand
groupe GG. Nous dirons ainsi qu’un groupe G de bijections d’un ensemble X est globalisant s’il
ne contient pas de sous-groupe excentrique.

A notre connaissance la notion de groupe de bijections globalisant n’a pas été le sujet de
travaux ni méme été définie antérieurement. Notons que cette notion n’est pas intrinséque au
groupe mais dépend de son action en tant que groupe de bijections. L’objet de cet article est
d’explorer quels sont les groupes de bijections globalisants et, dans une moindre mesure, de
trouver des conditions suffisantes pour qu’un groupe de bijections ait un point fixe global.

Concernant les groupes globalisants, nous verrons que la situation est trés diverse suivant
la nature et la dimension de ’ensemble X et suivant la nature des bijections. Nous avons en
particulier étudié en détails les groupes d’isométries de certains espaces classiques.

Lorsque X est un espace métrique, nous notons Isom X le groupe des isométries de X. Si de
plus X est orientable, Isom™ X désigne le sous-groupe des isométries préservant 'orientation.
Etant donné un entier n > 1, on note R” l'espace euclidien de dimension n, Z" le réseau des



points de R™ a coordonnées entiéres, H,, 1'espace hyperbolique de dimension n, S, la sphére
de dimension n, et RP,, 'espace projectif de dimension n (nous avons choisi de ne mettre
en exposant l'entier n que pour les produits cartésiens). Nos résultats concernant les groupes
d’isométries de ces espaces classiques sont les suivants.

> Les groupes Isom R" et Isom™ R" sont globalisants si et seulement si n < 3.

> Les groupes Isom H, et Isom™ H, sont globalisants si n < 3, et non globalisants si n > 5.
Pour n = 4, la question est ouverte.

On pourrait croire que, pour chaque famille d’espaces F,, = R", H,,, S,, ou Z", il existe un
nombre entier critique ng tel que le groupe des isométries de F,, est globalisant si et seulement
si n < ng. C’est vrai pour R™ (avec ng = 3) et H,, (avec ng = 3 ou 4) mais faux pour S, et pour
Y/
> le groupe Isom™ S, est globalisant si et seulement si n = 1 ou 3,
> le groupe Isom Z" est globalisant pour tout n > 1, que Z" soit muni de la norme euclidienne
ou de la norme 1.

Un ingrédient important pour ’existence de points fixes globaux est I'inégalité dite de la
médiane, cf. formule (1) au début de la partie 4. Les espaces euclidiens et hyperboliques satisfont
cette inégalité, mais pas les espaces sphériques, ni les espaces projectifs.

Cette inégalité a été introduite par F. Bruhat et J. Tits dans [5] et leur résultat est le
suivant : si un espace métrique (F,d) est complet et satisfait 'inégalité de la médiane, alors
tout groupe d’isométries ayant une orbite bornée a un point fixe global, cf. théoréme 4.3 et
corollaire 4.4.

Nous montrons par ailleurs qu'un groupe d’isométries G sur un espace métrique complet
et vérifiant I'inégalité de la médiane est globalisant dés qu’il posséde un sous-groupe distingué
globalisant H tel que G/H est monogéne, cf. corollaire 4.8. Ceci explique pourquoi Isom R” et
Isom™ R™ sont globalisants pour les mémes valeurs de n; il en est de méme pour IsomH,, et
Isom™ H,,. L’inégalité de la médiane est essentielle pour ce résultat : nous verrons que Isom™ S3
est globalisant alors que Isom S3 ne I'est pas. Ainsi,
> le groupe Isom §,, n’est globalisant que pour n = 1.

Concernant ’espace projectif, nous obtenons :
> le groupe Isom RP,, est globalisant si et seulement si n = 1;
> le groupe Isom™ RP,, est globalisant si n = 1, et non globalisant si n = 2 ou n > 4. Nous ne
savons pas si Isom™ RP3 est globalisant ou non.

Un autre ingrédient important est l'existence de certains sous-groupes libres du groupe
linéaire. Il sert a construire des sous-groupes excentriques. Un résultat trés général d’A. Borel [4]
assure cette existence, mais des résultats plus élémentaires fournissent des sous-groupes libres
explicites qui sont suffisants pour nos besoins (cf. [16], chap.VIII-26 et [23], chap.5).

La structure de l'article est la suivante. Dans la partie 2 nous présentons les notations et
quelques résultats préliminaires. La partie 3 concerne les groupes de transformations affines et
la partie 4 plus spécifiquement les isométries. Les groupes d’isométries des espaces classiques
sont étudiés en détails dans la partie 5, d’abord les espaces euclidiens, puis hyperboliques, puis
elliptiques. La partie 6 présente nos résultats sur des ensembles discrets : d’abord le groupe sy-
métrique et le groupe alterné, puis le groupe Isom Z", et enfin des résultats concernant certains
graphes et étendant un résultat de Serre sur les points fixes de groupes de type fini d’isomé-
tries d’un arbre, cf. [20]. La partie 7 propose des exercices; les solutions sont données dans
I’annexe 8.4. L’annexe 8.1 présente une petite introduction a la géométrie hyperbolique et les
annexes 8.2 et 8.3 contiennent des détails de preuves.

Nous laissons plusieurs questions ouvertes a notre connaissance. Il est possible que certaines
aient déja leur réponse dans la littérature existante, ou que nos lecteurs trouvent des réponses.
Dans ce cas, nous serions ravis d’en étre informés!



2 Préliminaires

2.1 Notations

Groupes. Etant donné un groupe G, on note H < G pour dire que H est un sous-groupe de
G et H < G pour dire que c¢’est un sous-groupe distingué.

Si A est une partie d’un groupe G, on note (A) le sous-groupe de G engendré par A. Lorsque
A contient un petit nombre d’éléments, on omettra les accolades. Ainsi on a

(f.oy= () H={f"g".. . frg"ineN iyj €L}

f,9eHLG

Le commutateur de f et g est [f,g] = f~'g7 ' fg.
Etant donné un ensemble X, on note Bij X le groupe des bijections de X.

Espaces métriques. Etant donné un espace métrique (X, d), une isométrie f : X — X est
une bijection telle que d(f(x), f(y)) = d(z,y) pour tous x,y € X. Comme mentionné dans
I'introduction, Isom X le groupe des isométries de X, et Isom™ X le sous-groupe de celles
préservant cette orientation lorsque X est orientable.

Pour un élément x € X et un réel r > 0, on note B(z,r) = {y € X ; d(z,y) < r} la boule
ouverte de centre x et de rayon r et B'(x,r) ={y € X ; d(z,y) < r} la boule fermée de méme
rayon. Btant donnés deux points a et b de X on note Med (a,b) le médiateur de a et b :

Med (a,b) = {c € X ; d(a,c) = d(b,c)}.

Espaces affines et euclidiens. Etant donnée une bijection affine f : R* — R™, ? désigne
I'application linéaire associée, définie par f (z) = f(x) — f(0). L’application f +— [ est un
morphisme de groupes. En particulier, on a | ,7] =f, 9l

De meéme, si F' est un sous-espace affine de R", alors ? désigne le sous-espace vectoriel
associé.

Etant donnée une partie A C R”, on note Aff A I’espace affine engendré par A, i.e. I'in-
tersection de tous les sous-espaces affines de R™ contenant A. De méme que pour les groupes
engendrés, si A = {aq,...,a,}, on écrira Aff (a1,...,a,) au lieu de Aff ({al, . ,an}).

Espaces hyperboliques. Nous utiliserons le modéle du demi-espace supérieur muni de la
métrique de Poincaré, voir annexe 8.1.

2.2 GAF, GAG et groupe globalisant

Un groupe de bijections (X, G) est la donnée d’'un ensemble X et d’un sous-groupe G de
Bij X. Etant donnée une bijection g : X — X, son ensemble de points fixes est

Fixg={z € X ; g(x) =x}.

Un groupe de bijections (X, G) est appelé un groupe a points fixes (en abrégé, un GAF) si Fix g
est non vide pour tout g € G. On dit que (X, G) est un groupe a points fixes globaux (en
abrégé, un GAG) si
FixG := m Fix g # (.
geG

Un GAF qui n’est pas un GAG est dit excentrique. Avec le vocabulaire ci-dessus, on dit que
(X, G) est globalisant si, pour tout sous-groupe H < G, on a

(X, H) GAF & (X, H) GAG,
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i.e. s’il ne contient pas de sous-groupe excentrique. Notons que tout sous-groupe d’un groupe
globalisant est globalisant. Nous omettrons I’ensemble X lorsque le contexte sera clair. De la
méme maniére nous dirons qu’'une action p d’un groupe G sur un ensemble X est globalisante
si (X, p(G)) est un groupe de bijections globalisant. Nous utiliserons a plusieurs reprises le
résultat suivant.

Proposition 2.1. Soit f, g deux bijections sur un ensemble X .

a. Si f et g commutent, alors g(Fix f) = Fix f.

b. Si Fix f est un singleton {zy}, alors x¢ € Fix g pour tout g commutant avec f.

c. Soit G un groupe de bijections sur X et soit H<G. Pour tout g € G, on a g(Fix H) = Fix H.

Preuve. a. Six € Fix f alors g(z) = g(f(z)) = f(g(x)) donc g(x) € Fix f. Ainsi g(Fix f) C
Fix f. Par ailleurs g~ commute aussi avec f, donc ¢! (Fix f) C Fix f. On obtient alors Fix f =
g(g7 1 (Fix f)) C g(Fix f), d’ou I'égalité.

b. Résulte de I'item a.

c. Soit g € G. 1l suffit de montrer que g(z) € Fixh pour tout = € Fix H et tout h € H, ce
qui entrainera g(Fix H) C Fix H. En Pappliquant & ¢g~! on aura I’égalité voulue. Pour un tel x
et un tel h, on a k = g~'hg € H, donc x € Fixk. On a donc g(z) = g(k(x)) = h(g(z)), d’ou
g(x) € Fixh. O

On déduit immédiatement de b une premiére condition suffisante pour qu’un groupe de
bijections soit un GAG.

Proposition 2.2. Soit G un groupe de bijections sur X. Si GG est abélien et s’il existe fy € G
ayant un point fixe unique, alors G est un GAG.

Nous verrons dans la partie 3 que chacun des mots “abélien” et “unique” est nécessaire.
Terminons cette partie par des remarques de nature algébrique.

1. La notion “globalisant” est compatible avec le produit : si (X;,G) et (Xa, Go) sont deux
groupes de bijections globalisants, on vérifie facilement que ’action du groupe produit G; x Go
sur X7 X X5 est globalisante.

2. La notion “globalisant” n’est en revanche pas compatible avec I'induction de Frobenius [10].
Précisément, soit G un groupe, H un sous-groupe de GG et R un systéme de réprésentants des
classes modulo H. Une action de H sur un ensemble Y induit une action de G sur X = R x Y
définie par g(r,y) = (', h(y)) ou 7" € R et h € H sont déterminés de maniére unique par
gr =r1"h.

La section 6.1 sur les groupes de permutations fournit un exemple on action (Y, H) est
globalisante sans que 'action induite ne le soit. On considére le groupe G des permutations
de {1,2,3,4,5} et H le sous-groupe des permutations fixant 5, vu comme agissant sur Y =
{1,2,3,4}. On choisit comme systéme de représentants r; = (i5) pour 1 < i < 4 et r5 = id.

D’aprés la proposition 6.1, (Y, H) est globalisant. En revanche, (X, G) ne lest pas : soit K
le sous-groupe de G engendré par les permutations (123) et (12)(45). On trouve

K = {id, (123), (132), (12)(45), (13)(45), (23)(45)},

Fix (12)(45) = {(rs3,5)}, Fix(13)(45) = {(r2,5)}, Fix(23)(45) = {(r,5)}, et Fix(123) =
Fix (132) = {(r4,4), (r4,5), (15,4), (r5,5) }. Ainsi K est un sous-groupe excentrique de (X, G).

3. La notion “globalisant” dépend fortement de I’ensemble sur lequel le groupe agit. Dans 'exer-
cice 7.2, nous introduisons une notion intrinséque de globalisation : Un groupe est dit super-
globalisant si, pour tout ensemble X et tout morphisme p : G — Bij X, le couple (X, p(G)) est
globalisant. Cette notion a finalement un intérét assez limité : le résultat de ’exercice 7.2 est
qu’un groupe est super-globalisant si et seulement s’il est monogéne. En revanche, le groupe ad-
ditif Q est finiment super-globalisant au sens suivant : si X est un ensemble fini et p : Q — Bij X
un morphisme, alors (X, p(Q)) est globalisant, cf. exercice 7.3.
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3 Groupes de bijections affines

La structure affine est la plus fondamentale des structures géométriques; il est donc naturel
de débuter notre étude par les groupes de bijections affines de R"™. Les résultats sont plutot
négatifs sauf en dimension 1.

Proposition 3.1. Le groupe des bijections affines de R est globalisant.

Preuve. Soit H un groupe d’applications affines de R qui est un GAF. Comme une bijection
affine de R différente de I'identité a au plus un point fixe, il suffit de montrer que H est abélien
puis d’appliquer la proposition 2.2. Si f et g sont dans H alors le commutateur [f,g], qui a
aussi un point fixe, n’est pas une translation non triviale. Puisque le groupe linéaire est abélien,
il ne peut s’agir que de I'identité. 0

La commutativité du groupe linéaire et I'unicité des points fixes sont les deux ingrédients
de la proposition précédente. Ces deux ingrédients sont caractéristiques de la dimension 1. En
dimension plus grande, ajouter une seule des hypothéses de commutativité ou d’unicité des
points fixes ne suffit pas a prouver qu'un GAF est un GAG comme le montrent les exemples 3.2
et 3.3 ci-dessous.

Exemple 3.2. Soit a € R\ Q et soit f et g les transvections affines de R? données par

flay)=(x+y+1y) et glz,y) = (z+ay,y).
Alors le groupe G = (f, g) est abélien et excentrique.

Preuve. 1l est évident que G est abélien. Pour (m,n) € Z?\ {(0,0)}, on a fmg"(z,y) =
(z+ (m+na)y+m,y), donc Fix (f™g") est non vide : c’est la droite D,, , d’équation y = e
Ainsi G est un GAF. On a aussi D,,, N Dy = 0 dés que mn’ # m/n, done G n’est pas un

GAG. ]

Remarques.

1. Si on munit R? de la distance discréte, donnée par d(a,b) = 1si a # b et d(a,a) = 0, alors le
groupe G de I'exemple précédent est un groupe abélien excentrique d’isométries. L’exemple 4.10
de la prochaine partie est un exemple de groupe abélien excentrique d’isométries dans un espace
vectoriel de Hilbert de dimension infinie. Par contre, le théoréme 4.9 montre qu’il n’existe pas
de groupe abélien excentrique d’isométries de I'espace euclidien ou hyperbolique de dimension
finie.

2. Ce qui préceéde montre que le groupe des bijections affines de R™ (avec n > 1) est globalisant
si et seulement si n = 1 : pour n > 3, il suffit de compléter les applications f et g précédentes
par l'identité sur les n — 2 derniéres composantes, comme cela sera fait dans la preuve de la
proposition 5.6.

Exemple 3.3. Soit b € R?\ {0} et soit f,g € BijR? les bijections affines
f::cl—>7(3:) et g:x— g (z)+b,

ou ? et ¢ sont les éléments de SL(2,7) ayant pour matrices :

Mat () = A = (_(1) ;) Mat (§) = B = (‘é _31) .

Alors le groupe G1 = (f,g) est excentrique. Plus précisément, tout élément de G, \ {id} a un
unique point fixe mais G; n’est pas un GAG.



On rappelle que SL(2,Z) est I'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 & coefficients entiers et
de déterminant égal a 1. La preuve repose sur les deux résultats suivants.

Lemme 3.4. ([16] Chapitre VIII) Soit Gy le sous-groupe de SL(2,Z) engendré par les matrices
A et B précédentes. Alors Gy est libre et toute matrice M € G\ {I} a une trace différente de
2.

La preuve est dans 'annexe 8.2. On en déduit que 1 n’est pas valeur propre de M pour toute
matrice M € Gy \ {I}, puisque det M = 1.

_>
Lemme 3.5. Soit h une bijection affine sur R"™ telle que 1 n’est pas valeur propre de h . Alors
Fix h est un singleton.
— . —

Preuve. On a h(z) =z < x— h(x) =h(0) <z = (id — h)~'(h(0)). O
Preuve de I'exemple 3.3. Soit h € G; \ {id} et soit v1,7]...7, 7. € Z, tous non nuls sauf

/ ’ - / / . —
éventuellement v et 7/, tels que h = f11g"n---¢g". Ona h = ?"’1?71 e ?W #id, donc h
n’a pas 1 comme valeur propre d’aprés le lemme 3.4, donc h a un unique point fixe d’apres le
lemme 3.5. Cependant il n’existe pas de point fixe commun & tous les éléments de G; puisque
les points fixes de f et de g sont distincts. OJ

Pour finir cette section, rappelons deux résultats classiques sur I'existence de points fixes
globaux pour des groupes ou ensembles d’applications affines. Le premier est le théoréme de
Markov-Kakutani et le second est le théoréme de Kakutani, voir [13, 7, 18, 12]. Ces deux
résultats nécessitent une hypothése de compacité et une hypothése additionnelle. L’exercice 7.12
présente une version en dimension finie de ces résultats. Elle est due & R. Antetomaso [1].

Théoréme 3.6. (Markov-Kakutani, cf. par exemple [18], Theorem 5.23, p.140) Soit K une
partie convexe compacte non vide d’un espace vectoriel topologique séparé E et soit G un
ensemble d’applications affines et continues qui commutent et qui laissent K stable. Alors
K NFix G est non vide.

Théoréme 3.7. (Kakutani, cf. [18]|, Theorem 5.11, p.127) Soit K une partie convexe compacte
d’un espace vectoriel topologique localement convexe E et soit G un groupe équicontinu de
bijections affines qui laissent K stable. Alors K N Fix G est non vide.

La littérature contient un grand nombre de travaux récents contenant des compléments et des
extensions de ces résultats. Parmi ceux-ci, citons un complément au théoréme 3.6 di & Anzai
et Ishikama [2]| : sous les hypothéses du théoréme 3.6, avec de plus E localement convexe, si
G est un groupe finiment engendré, G = (11,...,T,), alors, pour tous «; €]0,1[ vérifiant
dtya;=1,0onaFix(}", o;T;) = FixG.

Le théoréme ci-dessous peut se déduire du theoréme 3.7 mais nous avons choisi d’en donner
une preuve indépendante.

Théoréme 3.8. Un groupe de bijections affines de R" possédant une orbite bornée est un GAG.

Preuve. Soit G un tel groupe et soit  un élément de R™ dont l'orbite O, = {f(x) ; f € G}
est bornée. Soit K I’enveloppe convexe fermée de O,. Comme O,, K est invariant par toutes
les applications f € G. Soit F' = Aff K, le sous-espace affine engendré par K. L’intérieur de K
relativement & F' est non vide, donc Ap(K) > 0, oi Ap désigne une mesure de Lebesgue de F
(dans le cas ou K est un singleton, A\r est la mesure de comptage). Puisque K est compact,
on a aussi Ap(K) < +oo. Les applications f € G sont affines, donc envoient la mesure g sur
un multiple d’elle-méme. Puisqu’elles envoient K sur K, elles conservent Ap. Le barycentre de
K relatif a la restriction de A\p & K, défini par ﬁ fK xdAp(z), est donc fixé par toutes les
applications f € G. O



4 Groupes d’isométries

4.1 L’inégalité de la médiane

Le théoréme du point fixe de Bruhat-Tits [5] donne une condition suffisante pour qu’un
groupe d’isométries sur un espace métrique soit un GAG : il suffit que I'espace vérifie I'inégalité
de la médiane ci-dessous et que le groupe posséde une orbite bornée.

Définition 4.1. On dit qu’un espace métrique (X, d) vérifie 'inégalité de la médiane si

Ve,y€e X Ime XVze X d(z,m)” < 3(d(z,z)*+d(z,y)*) — Ld(z,y)* (1)

Il est facile de montrer que le point m est unique et que d(z, m) = d(y, m) = % d(z,y), cf. exer-

cice 7.4. On dit que m est le milieu de {z,y} et on le note m(x,y). i

Lorsque X est un espace euclidien, ou plus généralement préhilbertien, (1) est en fait une
égalité, appelée l'identité du parallélogramme, et m est le milieu usuel du segment [z, y], cf. exer-
cice 7.5 a. Réciproquement, il est connu qu’un espace vectoriel normé vérifiant (1) est nécessai-
rement préhilbertien, cf. exercice 7.5 b.

Un arbre combinatoire muni de sa distance usuelle ne vérifie pas (1) (une aréte n’a pas de
milieu) mais sa réalisation comme espace métrique réel la vérifie. Les arbres sont d’ailleurs les
seuls graphes avec cette propriété. Les variétés riemanniennes complétes simplement connexes
a courbure sectionnelle négative, en particulier les espaces hyperboliques munis de leur distance
usuelle, satisfont (1), cf. |5]. C’est une conséquence du théoréme de comparaison de Rauch [8],
cf. exercice 7.6.

L’inégalité de la médiane permet d’associer un unique centre a une partie bornée d’un espace
métrique complet. Soit (X, d) un espace métrique et A une partie bornée non vide de X. Pour
chaque z € X, soit

r(z,A) =inf{r >0; AC B'(z,r)} =sup{d(z,a) ; a € A}.

On définit le rayon de A par

ra =inf{r(z,A); v € X}.
S’il existe xy € X tel que r4 = (g, A), on dira que zy est un centre de A. Dans ce cas, la
boule fermée B'(xg,74) est une boule circonscrite a A.

Lemme 4.2. [5] Si (X, d) est un espace métrique complet vérifiant (1), alors toute partie bornée
non vide de X admet un unique centre.

Preuve. Soit A une partie bornée non vide de X, soit z,y € X et soit m le milieu de {z,y}.
En écrivant (1) pour tout a € A, on obtient

(d(l’, CL)2 + d(y7 a)Q) - led(x, y)2
(r(x, A +r(y, A)2) — %d(m, y)?,

d(m,a)* <
<

NI—= N=

d’olt on tire successivement
i <r(m, AP < §(r(x, A)? +r(y, A)?) — 1 d(z,y)*,

et
sd(z,y)® <r(z, AP +r(y, A)? — 2r%. (2)

On en déduit I'unicité d'un éventuel centre : si z et y sont des centres de A alors r(z, A) =
r(y, A) = r4 et (2) entraine z = y.



Pour démontrer l'existence, soit (x,),eny une suite telle que r(x,, A) — 7r4. En prenant
r = x, et y = x,y, dans (2), on obtient

2 d(2p, Trap)® < 1(@n, A)? + 17 (Tpap, A)? — 205 — 0

uniformément en p lorsque n tend vers U'infini. Ainsi la suite (z,),en est de Cauchy, donc a une
limite ¢ vérifiant (¢, A) = ry4, donc ¢ est un centre de A. O

Le théoréme du point fixe de Bruhat-Tits s’énonce ainsi.

Théoréme 4.3. [5] Soit G un groupe d’isométries d’un espace métrique complet (X, d) vérifiant
Iinégalité de la médiane (1). S’il existe une partie bornée non vide de X invariante par tous les
éléments de GG, alors G est un GAG.

Preuve. Soit A une partie bornée non vide de X laissée invariante par tout g € G et soit a
le centre de A. Alors, pour tout g € G, g(B'(a,74)) = B'(g(a),ra) est la boule circonscrite &
g(A) = A, donc par unicité du centre, g(a) = a. Ainsi a € Fix G donc G est un GAG. O

On en déduit immédiatement le

Corollaire 4.4. Soit G un groupe d’isométries d’un espace affine euclidien ou d’un espace
hyperbolique. Si G admet une orbite bornée, alors G est un GAG.

Certains des résultats qui suivent serviront dans la partie 6.

Définition 4.5. Soit (E,d) un espace métrique complet vérifiant (1). Une partie C' de E est
dite a moitié convexe si, pour tous z,y € C, le milieu de {z,y} est dans C.

On montre facilement qu’une partie fermée et & moitié convexe d’un espace vectoriel normé est
convexe au sens usuel.

La proposition qui suit affirme 'existence et I'unicité d’une “projection orthogonale” sur
I’ensemble de points fixes d’un groupe d’isométries. Nous I’avons scindée en trois énoncés qui
ont leur propre intérét. On rappelle que d(x, A) = inf,c4 d(x, a).

Proposition 4.6. Soit (F,d) un espace métrique complet vérifiant (1).

a. Si C C FE est une partie fermée et 4 moitié convexe de E alors, pour tout x € E, il existe
un unique y € C' tel que d(z,C) = d(z,y). On note ce point y = wox.

b. Si g est une isométrie de E, alors Fix g est fermée et a moitié convexe.

c. Si G est un groupe d’isométries de F, alors Fix GG est fermée et a moitié convexe.

Preuve. a. Posons ¢ = d(z,C). Par définition, pour tout ¢ > 0, il existe y € C tel que
d(xz,y) < 0 +¢e. Si z € C satisfait aussi cette inégalité, puisque d(:c m(y, z ) > 0, (1) donne
alors

d(y, 2)* < 86e + 4€°. (3)

Pour chaque n € N*, soit y, € C tel que d(x,y,) < § + % D’aprés ce qui précéde, la suite
(Yn)nen+ ainsi définie est de Cauchy, donc converge vers un point y € C vérifiant d(z,y) = 6,
d’on Pexistence. L’inégalité (3) montre aussi l'unicité.

b. et c¢. Vérification facile. O
Théoréme 4.7. Soit (F,d) un espace métrique complet vérifiant (1), soit G un groupe d’iso-

métries de E et soit H I G tel que G/H est monogéne. Si G est un GAF et H un GAG, alors
G est un GAG.



Preuve. Soit € € G tel que eH engendre G/H. Notons F' = Fix H. Puisque H est distingué
dans G, on a g(F) = F pour tout g € G d’aprés la proposition 2.1.c, en particulier ¢(F') = F.

Soit x € Fixe. Par unicité de la projection orthogonale et puisque € est une isométrie, on a
e(mpx) = m(pye(x) = mpax, donce Tpw € Fixe, or G = (g, H), donc mpx € FixG. O

Corollaire 4.8. Soit (E,d) métrique complet vérifiant (1) et soient H I G < Isom E tels que
G /H est résoluble et fini. Si H est globalisant, alors G est globalisant. En particulier un groupe
d’isométries de E est globalisant dés qu’il contient un sous-groupe globalisant d’indice 2.

Preuve. On suppose d’abord que le quotient G/H est monogéne. Soit G5 < G un GAF; alors
Hy = G1 N H est un GAF, donc un GAG puisque H est globalisant. Par ailleurs G;/H; est
isomorphe & un sous-groupe de G/H, donc monogéne, donc G est un GAG d’aprés le théo-
réme 4.7.

Comme les groupes abéliens finis sont produits de groupes monogénes, sous I’hypothése
G /H résoluble et fini, il existe une suite finie H = Hy < --- < H,, = G telle que, pour chaque
i =1,...,n, le quotient H;/H; 1 est monogéne. On applique alors successivement le résultat
aux quotients monogenes.

Pour la derniére assertion, si H est un sous-groupe d’indice 2 de G, alors H est distingué
dans G et G/H est cyclique d’ordre 2. O

Remarques.

1. Notre preuve n’est pas valable si G/H est seulement supposé résoluble. La bonne notion dans
notre contexte est G/H polycyclique [19], i.e. G/H admet une suite finie {e} = Hy<J---<H,, =
G/H avec H;/H; 1 monogéne. Nous ne savons pas ce qu’il en est lorsque G/H est seulement
supposé résoluble et de type fini.

2. Le fait que l'espace ambiant vérifie (1) est essentiel : nous verrons dans la partie 5.3 que
Isom™ S; est globalisant, alors que Isom S3 ne 'est pas.

4.2 Sous-groupes résolubles : les cas euclidien et hyperbolique

On fixe un entier n > 0. La notation F,, désignera ou bien l’espace euclidien R", ou bien
I'espace hyperbolique H,,. Nous utiliserons que F,, vérifie (1).

Théoréme 4.9. Soit G un groupe abélien d’isométries de IF,,. Si G est un GAF, alors G est un
GAG.

Preuve. Elle se fait par récurrence sur la dimension n. Pour n = 0 le résultat est trivial. A
présent, soit n > 1 et supposons la propriété vraie pour tout k < n.

Si G = {id}, on a fini. Sinon, soit f € G \ {id}. Alors F' = Fix f est un sous-espace (affine
ou hyperbolique) strict de F,,, de dimension k < n. Soit g € G. Comme f et g commutent, on
a g(F) = F d’aprés la proposition 2.1.a. Ainsi, pour tout g € G, la restriction de g & F, notée
g|r, est bien définie de I’ dans F' et c’est une isométrie de F' qui est lui-méme isométrique a [Fy.

Par hypothése, Fix g est non vide. Soit z, € Fixg et soit y, = 7mpx,. Puisque g est une
isométrie et par unicité de la projection orthogonale, on a g(y,) = 7y g(xy) = TrTy = Y4
Ainsi, pour tout g € G, gjr a au moins un point fixe y,.

Soit Gp = {g;r ; g € G}. Alors G est un GAF sur un espace de dimension k < n, donc est
un GAG par hypothése de récurrence. Comme Fix Gp = FNFix G, on en déduit que Fix G est
non vide, donc G est un GAG. 0

L’exemple qui suit montre que la dimension finie est nécessaire.



Exemple 4.10. Soit £ = (*(N,R), I'espace des suites réelles de carré sommable; c¢’est un
espace de Hilbert. Soit hj la symétrie de centre 1 sur la k-iéme composante, i.e. I'isométrie de
E définie par

hi(xo, @1, ... ) = (o, -+ -, Tp—1,2 — Ty Tht1, - - - )-

Soit Gy, = (ho, ..., hy) et soit G = {J, ey G- 11 est immédiat que G est abélien. Notons (e, )nen
la base canonique de E et s, = Y ;_;ex. On a s, € Fix f pour tout f € G,, donc G est un
GAF. Par Pabsurde, si G était un GAG et si x = (zg,1,...) € Fix G, alors pour tout n € N on
aurait x,, = 1, mais la suite constante égale a 1 n’est pas dans E. Ainsi GG est excentrique.

Le théoréme 4.9 peut étre généralisé en changeant le mot “abélien” en “résoluble”.

Théoréme 4.11. Soit G un groupe résoluble d’isométries de IF,,. Si G est un GAF, alors GG est
un GAG.

Preuve. Rappelons qu’un groupe G est dit résoluble s’il existe une suite finie et croissante de
sous-groupes, {eq} = Hy < H; <--- < H, = G (i.e. chacun distingué¢ dans le suivant) tels
que les quotients Hy.1/Hj, sont tous abéliens. L’indice de résolubilité de G est le plus petit
entier p > 0 vérifiant cette propriété. Cet entier est atteint par exemple en prenant la suite des
groupes dérivés : on pose Gy = G puis, pour k > 0, Gy = G}, = |Gy, Gy, le groupe engendré
par les commutateurs de Gy. Pour finir, on choisit Hy, = Gp_.

La preuve se fait par récurrence sur I'indice de résolubilité de GG. La propriété est trivialement
vraie pour p = 0. Supposons-la vraie pour tout groupe d’indice de résolubilité p—1 et montrons-
la pour G.

Soit G1 = [G,G]. Puisque G est un GAF, G est un GAF, donc un GAG par hypothése de
récurrence, donc F' = Fix Gy est non vide. Puisque G est distingué dans G, on vérifie que
g(F) = F pour tout g € G.

Maintenant le groupe G /G agit naturellement sur F' : si g = {gh ; h € G1} est un élément
de G/Gy et siz € F, alors g(x) := g(x) ne dépend pas du choix du représentant g € g puisque
h(z) = = pour tout h € Gy.

Nous affirmons que le couple (F,G/G1) est un GAF. En effet, puisque G est un GAF, si
g € G et x € Fixg alors, comme dans la preuve du théoréme 4.9, par unicité de la projection
orthogonale, la projection mpx est aussi dans Fix g. Ainsi, F N Fixg # 0, ce qui entraine que
Fixg # () pour tout g € G/G; vu comme isométrie de F.

Comme G/G est un groupe abélien et que F est un espace (euclidien ou hyperbolique) de
dimension finie, G/G est un GAG d’aprés le théoréme 4.9. Tout point fixe global = € F' de
G /Gy est alors fixé par n’'importe quel élément de G, donc G est lui-méme est un GAG. O

5 Groupes d’isométries des espaces classiques

Dans toute la partie 5, n désigne un entier strictement positif.

5.1 Le cas des espaces euclidiens

Rappelons que Isom R"™ est le groupe des isométries de R™ muni de la distance euclidienne
usuelle et que Isom™ R”™ est le sous-groupe de celles préservant 'orientation. Il est connu que les
éléments de Isom R™ sont des applications affines, cf. exercice 7.9. Dans cette partie 5.1, nous
démontrons le résultat suivant.

Théoréme 5.1. Le groupe Isom R" est globalisant si et seulement sin < 3.
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Nous laissons en exercice 7.1 au lecteur le plaisir de montrer que Isom R? est globalisant. Nous
montrerons successivement que Isom R? est globalisant, puis que Isom* R* ne l'est pas, ce qui
entrainera que Isom R"™ ne I'est pas pour n > 4.

Le cas de la dimension 3

Rappelons que les éléments f € Isom™ R? tels que Fix f # () sont I'identité et les rotations
autour d’un axe Fix f. Ceux ayant un ensemble de points fixes vide sont les translations et les
vissages (un vissage est le produit commutatif d’une rotation r et d’une translation de vecteur
non nul et paralléle a 'axe de 7). Le lemme suivant est une étape clé pour prouver que Isom R3
est globalisant. On retrouve cette méme étape pour prouver que le groupe des isométries de
I’espace hyperbolique de dimension 3 est globalisant, voir le lemme 5.13.

Lemme 5.2. Si f, g € Isom™ R? sont tels que Fix f NFix g = 0, alors il existe h € (f, g) tel que
Fixh = 0.

Preuve. Si Fix f, Fixg ou Fix(f~'g) est vide, on a fini. Sinon, soit a € Fix (f~'g) et soit
b= f(a) = g(a). On a b # a puisque Fix f N Fixg = 0. Alors pour tout ¢ € Fix f on a
d(a,c) = d(f(a), f(c)) = d(b,c). Ainsi Fix f est dans Med (a, b), le plan médiateur de a et b. Il
en est de méme de Fix g.@)sque Fix f NFixg = 0 ¢’est que Fix f et Fix g sont deux droites
paralléles. Il s’ensuit que [f, g] = id. Si f et g commutaient, on aurait f(Fix g) = Fix g d’aprés
la proposition 2.1.a., en contradiction avec f # id. Ainsi [f, g| est une translation non triviale,
donc Fix [f, g] = 0. O

Proposition 5.3. Le groupe Isom R? est globalisant.

Preuve. D’aprés le corollaire 4.8, il suffit de montrer que Isom™* R? est globalisant. Soit G <
Isom™ R? un GAF. On doit montrer que Fix G # (. Le lemme 5.2 implique déja Fix fNFix g # ()
pour tous f,g € G.

On appelle demi-tour une symétrie par rapport a une droite appelée axe. Nous utiliserons le
fait suivant : si le produit de deux demi-tours est un demi-tour, alors leurs axes sont orthogonaux
et sécants.

Si G\ {id} ne contient que des demi-tours alors, ou bien G = {id, f} ou f est un demi-tour,
ou bien G = {id, f1, fo, f3} ou fi, fo, f3 sont trois demi-tours d’axes orthogonaux et sécants
deux a deux, donc sécants tous les trois en un méme point, donc G est un GAG.

On suppose maintenant qu’il existe f € G \ {id} qui ne soit pas un demi-tour. Si Fixg =
Fix f pour tout g € G \ {id}, on a fini : Fix G = Fix f # (). On suppose a présent qu’il existe
g € G\ {id} tel que Fixg # Fix f. Ainsi Fix f et Fix g sont deux droites sécantes en un point
noté w. Notons P = Aff (Fix f U Fix g), le plan affine contenant Fix f et Fix g.

P

On aura fini en montrant que w € Fix G. Par I’absurde, sinon, soit h € G tel que w ¢ Fix h.
Puisque Fix f N Fixh et Fixg N Fixh sont non vides, on a Fixh C P. Soit a € R? tel que
fla) =be FixgnNFixh. Onab e Petb¢ Fix f, or f n’est pas un demi-tour, donc a ¢ P.
Soit g = f~gf. On a g(a) = a et §(w) = w, donc Fix§ = Aff (a,w), qui est une droite disjointe
de Fix h, une contradiction. 0]

11



Remarque. On peut aussi prouver ce résultat en recopiant la preuve du lemme 5.14.

Le cas des dimensions supérieures

Proposition 5.4. Le groupe Isom* R* n’est pas globalisant. Par conséquent le groupe Isom R*
n’est pas globalisant.

Preuve. Nous reproduisons ci-dessous la construction par Wagon [23] d’un sous-groupe libre de
rang 2 dans SO, dont I'action sur la sphére S; est sans point fixe. Soit 6 € R tel que cos 6 soit
transcendant, par exemple § = 1, et soit o et 7 les éléments de SOy, de matrices respectivement

cos@ —sinf 0 0 cosf 0 0 —sin6
sinf cos® 0 0 0 cosf —sinf 0
Sy = 0 0 cosf) —sinf et Ti= 0 sinf cos6 0

0 0 sinff  cosf sin 0 0 0 cos

Lemme 5.5. (|23|, Theorem 5.2, p.53) Le sous-groupe Gy de SO, engendré par o et T est libre.
De plus, 1 n’est valeur propre d’aucun élément de G \ {id}.

Pour le confort du lecteur, nous avons écrit la preuve dans 'annexe 8.3.

Choisissons a présent les rotations affines o et 7 : z — 72 + a avec a # 0, par exemple
a = (1,0,0,0). Soit G = {0,7) le sous-groupe de Isom* R* engendré par o et 7. Alors G est
libre et Fix g est un singleton pour tout g € G. Comme Fixo N Fix7T = ), on en déduit que G
est excentrique. O]

Remarque. L’existence de sous-groupes libres de SL(2,R) et de SO4 dont les éléments, hormis
Iidentité, n’admettent jamais 1 pour valeur propre, est l'ingrédient essentiel des contructions
de sous-groupes excentriques d’applications affines ou d’isométries affines (exemple 3.3 et pro-
position 5.4). Nous avons utilisé des exemples explicites de tels sous-groupes. Ces sous-groupes,
bien que parfois difficiles & exhiber, ne sont pas exceptionnels. En effet, on peut montrer grace
au théoréme de Baire que, si G est un sous-groupe fermé de GL(n,R), alors I’ensemble des
couples d’éléments de G qui engendrent un groupe libre est soit vide, soit contient un G5 dense,
i.e. une intersection dénombrable d’ouverts denses de GG x GG. On obtient le méme résultat en
ajoutant la contrainte supplémentaire sur la valeur propre 1. Ajoutons qu’A. Borel a prouvé un
résultat trés général englobant les constructions que nous avons utilisées, cf. [4] :

Si G est un groupe algébrique linéaire semi-simple défini sur R, alors I’ensemble des n-uplets
de G(R)" engendrant un groupe libre contient un Gy dense.

Proposition 5.6. Pour tout entier n > 4, le groupe Isom R" n’est pas globalisant.

Preuve. Pour n > 5, il suffit de compléter par id,,_4 sur les n — 4 derniéres composantes : soit
o, et 7, les éléments de Isom™ R™ de matrices

/5 0 (T, 0
Sn = <o idn_4> et Tn = <0 idn_4)

et soit G = (0,,T,) le sous-groupe de Isom R" engendré par o, et 7, : © — 7,x + a avec
a € R™\ {0}. On vérifie que G est libre et excentrique. O

Cas des normes non euclidiennes.

Lorsque R™ est muni d’une norme quelconque, d’aprés le théoréme de Mazur-Ulam, les
éléments du groupe G des isométries associées a cette norme sont des applications affines,
cf. [14] ou exercice 7.11 et sa solution. Le groupe & des parties linéaires des éléments de G est
fermé et borné dans 'espace vectoriel des endomorphismes de R", donc 8 est compact. Par
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un argument classique, on peut construire un produit scalaire invariant par les éléments de 8
Ainsi G peut étre vu comme un sous-groupe de IsomR" et G est donc globalisant si n < 3.
Lorsque n > 4, la proposition 5.6 ne permet pas de conclure et en effet il se peut que G soit
globalisant pour certaines normes, comme le décrit I’énoncé suivant.

Proposition 5.7. Soit N une norme sur R" et soit G le groupe des isométries associées a N.
Si le groupe linéaire associé 8 est fini, alors G est globalisant. En particulier, si N est I'une
des normes N,, usuelles avec p € [1,+0o0] \ {2}, alors G est globalisant.

Preuve. Soit H un sous-groupe GAF de G. Comme la seule translation dans H est id, le

morphisme ¢ : H — G, f — est injectif, donc H est fini. On vérifie que le point w =
|_;1| Y nen P(0) est fixé par tous les éléments de H, donc H est un GAG.

Si N = N, alors 8 contient toutes les permutations des axes, donc un produit scalaire

invariant par les éléments de 8 est nécessairement proportionnel au produit scalaire euclidien
usuel. La sphére euclidienne unité touche la boule unité pour NV, exactement aux sommets de

I’hyper-octaédre E = {j:?l, cee i?n}. [’ensemble E' est invariant par 8, donc 8 est fini. [J

5.2 Le cas des espaces hyperboliques

Nous utilisons le modeéle du demi-espace de Poincaré : H,, = Ry x R" ! muni de la métrique
de Poincaré donnée par ds* = = > | dz?, cf. Pannexe 8.1 pour les détails.

Théoréme 5.8. Sin < 3, alors Isom Hl,, est globalisant. Si n > 5, alors IsomH, n’est pas
globalisant.

Nous conjecturons que le groupe Isom Hy n’est pas globalisant.

Nous montrerons tout d’abord que Isom Hl,, n’est pas globalisant si n > 5, puis que Isom H,
et Isom Hj3 sont globalisants. Le cas n = 1 est évident.

Le cas des dimensions supérieures a 5
Proposition 5.9. Pour n > 5, le groupe Isom Hl,, n’est pas globalisant.

Preuve. A chaque isométrie de U'espace euclidien de dimension n — 1, on associe une isométrie
de V'espace hyperbolique de dimension n de la maniére suivante : si f est une isométrie de
R alors lapplication F: R"! x Ry — R"™! x Ry définie par F(z,t) = (f(z),t) est une
isométrie de H,. L’application f € IsomR" ! +— F € IsomH, est un morphisme de groupes
et on a Fix F' = Fix f x Ry(. Par conséquent 'image par ce morphisme d’un sous-groupe
excentrique de Isom R"™! est un sous-groupe excentrique de IsomH,. Puisque, pour n > 5,
Isom R™"~! n’est pas globalisant, Isom H,, ne Iest pas non plus. O

Le cas de la dimension 2

Bien que ce cas puisse se déduire de celui de la dimension 3 (cf. exercice 7.8) nous avons
choisi de présenter des preuves spécifiques & la dimension 2, car elles sont plus élémentaires
et sont une bonne entrée en matiére dans la géométrie hyperbolique. On utilise le modéle
du demi-plan complexe Hy = {z € C ; Imz > 0}. Les isométries positives de Hy sont les
homographies

az+0b

haped: 2z avec a,b,c,d € R, ad — bc = 1.

cz +
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Les autres isométries de Hy, dites négatives, sont les homographies composées avec la symétrie
2 — —Z. Le groupe Isom™ H, des isométries positives s’appelle le groupe de Mobius. On rappelle
que 'application

® : Tsom* Hy — PSL(2,R), Aapea > {M, =M} avec M = <Ccl Z)

est un isomorphisme de groupes. Les matrices associées a une isométrie h sont les éléments de
®(h). On définit la trace d’une isométrie h par trh = [tr M| ot M € ®(h). On utilisera le
résultat suivant, dont la preuve se trouve dans I’annexe 8.1.4.

Lemme 5.10. Soit h € Isom™* Hj \ {id}.
a. On a Fixh # 0 si et seulement si tr h < 2. De plus, dans ce cas, Fix h est un singleton.

b. Dans le cas ou Fixh = {i}, les matrices associées M et —M € ®(h) sont des matrices de
—sin g 0 . . )
o | et R(§ + 7T). On dira que h est une rotation de centre ¢
2

et d’angle 6 € R/(27Z), et on notera h = ry.

COS

D NID

rotation R(g) =1 .
sins  cos

N

c. Dans le cas général, si Fixh = {2} et si p € Isom™ H, est telle que ¢(i) = z, alors ¢ hep
fixe 1, donc est une rotation ry, et I’angle 6 ne dépend pas du choix de . On dira que h est
une rotation de centre a et d’angle 6.

d. Pour tout x > 0 et tout 0 € R/(277Z), la rotation de centre ix et d’angle 6 a pour matrices

. cos g —T sin g
associces £ | |, 0 -

xTsing  cosg

Un élément h € Isom™ Hj est dit elliptique si tr h < 2, parabolique si tr h = 2, et hyperbolique
sitrh > 2.

Nous avons divisé par 2 I'angle dans les matrices pour que 'angle défini dans 1’énoncé

i

précédent corresponde bien a la notion usuelle d’angle : la rotation 7y : z — 22 avec ¢ = cos 3

et s = sing tourne approximativement les points trés proches de son centre ¢ d'un angle 6 et
non g.

Par ailleurs, nous utiliserons que deux segments de Hy de méme longueur sont positivement
isométriques : si x,y,2’,y € Hy sont tels que d(x,y) = d(2/,y’), alors il existe f € Isom™ Hj tel
que f(z) =2a" et f(y) =y'; voir section 8.1.4 pour la preuve.

En préliminaire, nous montrons le résultat suivant.

Lemme 5.11. Si f, g € Isom™' H, sont tels que Fix f N Fixg = (), alors il existe h € (f, g) tel
que Fixh = (.

Preuve. Si Fix f ou Fix g est vide, on a fini. On suppose a présent Fix f et Fixg non vides.

Ainsi f et g sont deux rotations de centres a et b respectivement, avec a # b. Nous allons

montrer que tr[f, g] > 2, ce qui entrainera Fix [f, g] = () d’aprés le lemme 5.10.a.
Commencons par envoyer a et g(a) dans iR : soit ¢ € Isom'™ Hy et 2 €]0, +oo[ \{1} tels

que p(a) =i et p(g(a)) = iz. Soit f = pfp~" et § = pgp~". On a [f,g] = ¢~'[f,g]p, donc
tr[f,g] = tr[f,g]. _ . - =
On écrit & présent le commutateur de f et g sous la forme [f,g] = fh, avec h = gf~'g~ 1
L’isométrie ]7 est la rotation de centre i et d’angle non nul 6; elle est associée aux matrices
+ (Z?ﬁ; _C(S):;t) avec t = g % 0 mod 7. L’isométrie h est conjuguée a }117 donc a pour angle
cost rsint
—x7lsint cost

—0, et a pour point fixe iz ; elle a donc pour matrices associées + ( ) d’aprés
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le lemme 5.10.d. Ainsi la composée fh a pour matrices associées

n cos?t+x'sin’t  (x — 1)costsint
(1 -z 1Y) costsint axsin’t+cos’t )

On a alors
tf[fag]Ztrfhz20082t+(3:+:v_1)sin2t>2. O

La preuve du lemme 5.11 est basée sur un calcul de trace. On peut aussi en donner une preuve
géométrique en adaptant la preuve du lemme 5.13 ci-apres.

Proposition 5.12. Le groupe Isom H, est globalisant.

Preuve. D’apreés le corollaire 4.8, il suffit de montrer que Isom™ Hjy est globalisant. Soit G <
Isom™ Hy un GAF; on doit montrer que G est un GAG. Si G = {id}, le résultat est évident.
On suppose a présent G # {id}. D’aprés le lemme 5.11, tous les éléments de G\ {id} sont des
rotations de méme centre, donc G est un GAG. ([l

Remarques.

1. Ironiquement, le groupe de Mobius agissant sur R au lieu de Hy n’est pas globalisant, alors
que la dimension est moindre, cf. exercice 7.7.

2. Comme annoncé au début de cette partie, on peut aussi déduire la proposition 5.12 du
corollaire 5.15 dans la suite de I'article, cf. exercice 7.8.

Le cas de la dimension 3

Nous commencons par I’analogue hyperbolique du lemme 5.2 sur Isom™ R?.

Lemme 5.13. Soit f,g € Isom' Hs. Si Fix f N Fixg = 0, alors il existe h € (f,g) tel que
Fix h = ().

Preuve. La démonstration se fait en plusieurs étapes en montrant que I'une des isométries f,
g, f g, gfg ' f L ou gfgf~! n’a pas de point fixe.

Soit h = f~1g. Si Fix f, Fix g ou Fix h est vide, on a fini, sinon soit zy € Fixh. On a f(xq) =
g(xg) et, comme Fix f N Fixg est vide, on a f(zo) = g(xg) # x. Soit Py = Med (zo, f(20));
c’est un plan hyperbolique d’aprés le lemme 8.6. Comme f et g sont des isométries, Fix f et
Fix g sont inclus dans F,.

Nous affirmons que Fixg N f(Fix g) est vide. Sinon, soit z; € Fixg tel que y; = f(z1) €
Fix g. D’aprés le lemme 8.10, les ensembles de points fixes des éléments de Isom™ Hjs sont des
droites hyperboliques lorsqu’ils ne sont pas vides. Par conséquent, d’aprés le lemme 8.8 sur les
projections, il existe un unique point z; = i p2; réalisant la distance de z; a Fix f. Les trois
points x1,y; et z; sont distincts puisque Fix f N Fix g est vide.

Notons v la géodésique passant par x; et z;. Comme x; et Fix f sont dans le plan F,, v est
une droite hyperbolique du plan F,, orthogonale a Fix f en z; d’aprés le lemme 8.8. Comme
f(z1) € Fixg C Ry, le plan Py est stable par f. Par conséquent f () est une droite hyperbolique
de P,. Elle est aussi orthogonale a Fix f en z; car f conserve les angles. Il en résulte que f(v) = v
et que la restriction de f a 7 est une symétrie par rapport a z;. Comme y; = f(x1) € f(v) =7,
y1 est le symétrique sur v de x; par rapport a z;. Il s’ensuit que v = Fix g, et donc que z;
appartient a Fix g et Fix f, en contradiction avec Fix f N Fix g vide.

Soit g = fgf~'; c’est une rotation hyperbolique de méme angle # que g au signe prés
(angle n’est défini qu’au signe prés). On a Fixg = f(Fixg) donc Fixg N Fixg = () d’aprés
ce qui préceéde. De méme que précédemment, si Fix (gg—!) est vide on a fini; sinon, avec z; €
Fix (gg'), le plan P = Med (21, g(x1)) contient Fix g et Fixg.

15



Nous allons montrer que Fix (gg) ou Fix (¢gg!) est vide.
Soit op la réflexion par rapport au plan P. D’apreés le lemme 8.12, il existe un plan hyper-
bolique S contenant la droite Fix g et faisant un angle :I:g avec P tel que g = og0p.

Comme Fixg est aussi inclus dans P, on peut trouver deux plans hyperboliques SetS ,
contenant Fix g et faisant les angles j:(’ avec le plan P. D’aprés le lemme 8.12, ou g = opoy.

On peut supposer sans perte de generahte que g = opog; on a alors g 1= =0p0g.

Nous clamons que 'une au moins des intersections S N S ou SN S est vide. En effet,
quitte a conjuguer par un ¢élément de Isom Hjs, on peut supposer que Fix g est une demi-droite
verticale d’extrémité a dans le plan horizontal OHjs; P et S sont alors des demi-plans verticaux
contenant la demi-droite Fix g. La frontiére de P est une droite affine A du plan horizontal qui
contient a ainsi que les extrémités b et ¢ de la droite hyperbolique Fix g (il se pourrait que la
droite hyperbolique Fix g n’ait qu'une extrémité ; elle est alors verticale et la suite se simplifie).
Comme les droites hyperboliques Fix g et Fixg ne se rencontrent pas, les points b et ¢ sont
du méme coté de a sur la droite A, donc un des points, disons b, est entre a et c. Soit V' le
plan vertical contenant b et parallele au plan S. Comme les angles des plans hyperboliques S
et S avec le plan P sont :I: , 'un des plans S ou S est tangent a V. Supposons que ce soit
S. Si ce nest pas le cas, il sufﬁt de remplacer § par g~'. Le plan S ne rencontre pas S car il
est situé d’un seul coté de V' et son adhérence contient ¢ alors que celle de S contient a. On a
g9 = 0s0pOpOg = 0503.

On conclut en montrant que Fix (6g0g) est vide. Par 'absurde, sinon, soit = € Fix (0g03) ;
ainsi og(x) = og(x). Puisque Fixog N Fixog = SN S = 0, on aurait og(z) # x, donc les
plans hyperboliques S et S seraient tous les deux inclus dans le plan Med (z,05(x)), donc
coincideraient, en contradiction avec S N S =0, O

Lemme 5.14. Soit G < Isom™ Hj tel que Fix f NFix g # () pour tous f,g € G. Alors G est un
GAG.

Preuve. Si Fix f = Fix g pour tout f,g € G \ {id}, on a fini. Sinon, soit f,¢g € G \ {id} avec
Fix f # Fix g, soit II le plan hyperbolique contenant les droites hyperboliques Fix f et Fix g et
soit w € II le point d’intersection de ces droites. Il nous reste a montrer que w € Fix h pour tout
h € G. Par I’absurde, sinon, soit h € G tel que w ¢ Fix h, soit « tel que Fix f N Fixh = {a},
et soit 3 tel que FixgNFixh = {B}. Alorson a a # B et o, B € [INFix h, donc Fixh C II. En
passant, on a montré

Vke G (w¢ Fixk = Fixk CII). (4)

Toujours avec le méme h, soit § € Fix (fh) \ {a}. On a § ¢ Fixh (sinon § € Fix f N Fix h, mais
§ # a) donc Fix h C Med (6, h(d)). De méme Fix f = Fix f~! € Med (6, f~1(5)) = Med (4, h(9)),
ce qui entraine Med (§, h(0)) = II. 1l s’ensuit que § ¢ II et donc que Fix (fh) ¢ II. Maintenant
la contraposée de (4) entraine w € Fix (fh), mais ceci implique w € Fix h, une contradiction. [J

Corollaire 5.15. Le groupe Isom Hjs est globalisant.

Preuve. Comme Isom™ Hj3 est un sous-groupe d’indice 2 de Isom Hj, d’aprés le corollaire 4.8,
il suffit de montrer que Isom™ Hj est globalisant. Soit G < Isom™ Hj3 un GAF. D’aprés le
lemme 5.13, on a Fix fNFix g # () pour tous f, g € G, donc G est un GAG d’aprés le lemme 5.14.
O

5.3 Le cas des espaces sphériques

On munit S, de la distance sphérique d(z,y) = arccos(z | y). Comme la fonction arccos est
bijective, les isométries de S,, pour la distance sphérique coincident avec les isométries de S,
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pour la distance induite par la distance euclidienne de R**!. On sait qu'une isométrie de S,, est la
restriction a S,, d’une isométrie vectorielle de R™ !, cf. [3], chap.18 ou exercice 7.13. Précisément,
si O,41 désigne le groupe des isomeétries vectorielles de R™! alors on a un isomorphisme de
groupes

¢ : Opy1 — Isom S,

qui, & un élément f € O, 1, associe sa restriction a S,,. On a Fix f = {ﬁ} si et seulement si
Fix o(f) = 0. Par abus de langage, nous dirons qu’un sous-groupe G de O,,1; est un GAF, resp.
un GAG, resp. excentrique, si son image ¢(G) est un GAF, resp. un GAG, resp. un sous-groupe
excentrique, de IsomS,,.

Théoréme 5.16. Le groupe IsomS,, est globalisant si et seulement si n = 1.
Le groupe Isom™'S,, est globalisant si et seulement sin =1 oun = 3.

Notons que le corollaire 4.8 ne s’applique pas ici car I'inégalité de la médiane n’est pas vraie
dans les espaces elliptiques. La preuve du théoréme 5.16 est scindée en plusieurs parties.

Pour n = 1, les seuls GAF de Isom S sont le groupe trivial {id} et les groupes {id, s} ot s
est une symétrie axiale, qui sont évidemment des GAG.

Proposition 5.17. Sin > 2, alors Isom S,, n’est pas globalisant.

Preuve. On se place dans O,;. Commencons par le cas n = 2. Soit (?,?,?) une base
orthonormée de R3. Soit f,g,h € O3 les isométries vectorielles de matrices respectivement
Mat f = diag(1,—1,—1), Matg = diag(—1,1,—1) et Math = diag(—1,—1,1). L’ensemble
G = {id, f, g, h} est un groupe isomorphe au groupe de Klein (Z/2Z)? : on a f> = ¢*> = h? = id,
fg=9gf =h, gh =hg = fet hf = fh = g. On a donc Fixk # {6)} pour tout k € G mais

FixG = {6)}

Pour n > 3, on compléte les matrices de f et g par des —1 et la matrice de h par des
1 : dans une base orthonormée, on choisit Mat f = diag(1,—1,—1,—1,...,—1), Matg =
diag(—1,1,—1,—1,...,—1) et Mat h = diag(—1,—1,1,1,...,1). On vérifie que {id, f, g, h} est
encore isomorphe au groupe de Klein, et qu’il est excentrique. O

Traitons a présent le cas de Isom™S,. L’isomorphisme ¢ : O,;; — IsomS, induit par
restriction un isomorphisme de SO, 1 dans Isom™ S,,, qui sera noté par la méme lettre.

Proposition 5.18. Si n est pair alors Isom™S,, est excentrique.

Preuve. Soit g € Isom™ S, et soit f = p~!(g) € SO, ;1. Les valeurs propres de f sont toutes de
module 1 et ont un produit égal & 1. De plus, si A est valeur propre de f alors ) aussi, avec_la
méme multiplicité. Comme n + 1 est impair, 1 est une valeur propre de f, donc Fix f # {0 }.
Ainsi Isom™ S,, est un GAF, mais n’est évidemment pas un GAG. O

Il nous reste a traiter le cas n impair. Pour n = 1, Isom™ S; ne contient qu’un GAF, le groupe
trivial {id}, donc est globalisant.

Proposition 5.19. Si n est impair et n > 5, alors Isom™ S,, n’est pas globalisant.

Preuve. On se place dans SO,,;; et on reprend l'exemple de la preuve de la proposition 5.17
en remplacant 1 par I, et —1 par —1I :

Pour n = 5, soit f, g, h € SOg les isométries de matrices diagonales par blocs respectivement
Mat f = diag(ly, — I, —1I5), Mat g = diag(—1s, I, — 1) et Mat h = diag(—15, —Is, I5). On vérifie
que {id, f, g, h} est isomorphe au groupe de Klein et excentrique.

Pour n impair, n > 7, on compléte les matrices de f et g par des —I5 et la matrice de h par
des I, et le groupe {id, f, g, h} est encore isomorphe au groupe de Klein et excentrique. 0
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Proposition 5.20. Le groupe Isom™ S3 est globalisant.

Preuve. Par I’absurde, soit G < SO4 un groupe excentrique. Un élément de G\ {id} a pour
ensemble de points fixes un plan (i.e. un sous-espace de dimension 2).

Etape 1. On a Fix f N Fix g # {ﬁ} pour tous f,g € G.

Soit W € Fix (f1g)\ {6)} (qui est non vide par hypothése sur G). Si ¥ € Fix f N Fix g,
on a fini. Sinon, on a f(u) = g(W) # . Alors Fix f et Fixg sont deux plans inclus dans
Phyperplan (i.e. le sous-espace de dimension 3) Med (, f()), donc s’intersectent.

A présent fixons fy € G\ {id}. Puisque FixG = {?}, il existe gy € G\ {id} tel que
Fix fo # Fix go. D’apres I'étape 1, Fix fy N Fix gy est une droite notée D, et Fix fy + Fix gy un
hyperplan noté H.

Etape 2. Pour tout f € G\ {id}, on a Fix f C H.

En effet, soit hg € G tel que Fix hg ne contient pas D. Un tel hg existe puisque Fix G = {ﬁ}
On a Fix fy # Fixgy # Fixhg. D’aprés 1'étape 1, Fix fo N Fix hg est une droite notée D', et
Fix go N Fix ko une droite notée D”. On a D' # D" (sinon D’ = D" = D, en contradiction avec
D ¢ Fix hy) et Fix hy est de dimension 2, donc Fix hg = D'+ D" C H. Notons au passage que
les trois droites D, D’ et D" ne sont pas coplanaires, donc H = D + D" + D", si bien que les
roles de fy, go et hg sont symétriques.

Maintenant, soit f € G \ {id}. Alors Fix f, de dimension 2, ne peut pas contenir a la fois
D, D' et D" donc, d’aprés ce qui précéde, Fix f est inclus dans I'un des trois sous-espaces
Fix fo + Fix go, Fix go + Fix hg ou Fix hy + Fix fj, qui sont en fait tous les trois égaux & H.

On note A l'orthogonal de H : A = H*.
Etape 3. On a f(A) = A pour tout f € G.

Sinon, soit f € G tel que f(A) # A et soit g € G\ {id} arbitraire. Montrons que (Fix g)* =
A+ f(A). On a A C (Fixh)* pour tout h € G\ {id} et, comme f est une isométrie, f(A) C
(f(Fixh))*t. Pour h = f~lgf, cela donne f(A) C (f(Fixh))* = (Fixg)t. Ainsi A + f(A) C
(Fix g)*t, qui ont méme dimension, d’ou I’égalité. Puisque ceci est vrai pour tout g € G'\ {id},
on obtient Fix G = (A + f(A))L # {ﬁ}, une contradiction.

En résumé, on a trouvé un hyperplan H tel que, pour tout f € G\ {id}, Fixf C H et
f(H*) = H*. Tl s’ensuit que la restriction de f a H* est —id, donc f n’a que 1 et —1 comme
valeurs propres, donc f2 = id pour tout f € G, donc G est abélien (on a id = f2¢*> = (fg)?
donc, en simplifiant, fg = gf pour tous f,g € G).

Comme G est abélien, les éléments de G sont diagonalisables dans une base commune,
notée B= (i, j5,k, (), avec 1 et —1 comme valeurs propres doubles (ce sont des isométries
positives de R?). Considérons les endomorphismes f;, f» et f3 dont les matrices dans la base B
sont respectivement diag(1,1,—1,—1), diag(1,—1,1,—1) et diag(1l,—1,—1,1). Ainsi G est un
sous-groupe de Gy = {id, £ f1, +fo, £ f3}.

La liste des seize sous-groupes de G se répartit en

D_)onze GAG : {id}, {id, f,.} av_e>c 1<n<3, {id,—f,} avec 1 < n < 3, {id, f1, fo, f3} quiixe
i ) {idafh _f27 _f3} qUI fixe j ) {1d7 _f17f27 _f3} qln fixe ) {1d7 _fla _f27f3} qul fixe / ’

> et cing contenant —id donc pas GAF : {id, —id}, {id, f,, —id, —f,} avec 1 < n < 3 et G,.

2
K

Ainsi Gy ne contient aucun excentrique, une contradiction. 0]
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5.4 Le cas des espaces projectifs

Habituellement RP,, est défini comme 1’ensemble des droites vectorielles de R™*!. Dans cet
article, on identifie RP,, au quotient de S,, par la relation d’équivalence

r~ySr=y ou r=—y.

Pour x € S,,, on note i = {x, —z} la classe correspondante dans RP,,. Etant donnés & = {z, —2}
et y = {y, —y} dans RP,, la distance entre & et y est alors donnée par d(z, ) = arccos [{z | y)|,
ou (z|y) est le produit scalaire entre = et y.

Etant donnée une isométrie f de S, et # € S, la classe de f(x) dans RP,, est la méme que
celle de f(—xz) = —f(x), donc on peut définir une application de RP,, dans RP,,, notée ¥ (f),
qui, & & = {z, —x}, associe la classe de f(x). Il est connu que 'application

Y : IsomS,, — Isom RP,,

ainsi définie est un morphisme surjectif, de noyau {£id}; cf. [3], chap.19. Ainsi le groupe
Isom™* RP,, est bien 'image de Isom™*S,, par ¢, et de méme le groupe Isom™ RP,, est I'image
de Isom™ S, par 1. Lorsque n est pair, —id : S, — S,, inverse l'orientation, donc Isom™ RP,,
est égal a Isom RP,,.

Théoréme 5.21. Le groupe Isom RP,, est globalisant si et seulement sin = 1.
Le groupe Isom™ RP,, est globalisant si n = 1 et non globalisant si n est impair et supérieur ou
égal a 5.

Remarques.

1. Nous ne savons pas si Isom™ RP3 est globalisant ou non.

2. Notons que les rotations de RP5 ont un unique point fixe. Ainsi le groupe des rotations de
RP, est un autre exemple de groupe non globalisant, qui n’est pas abélien et dont tous les
éléments ont un unique point fixe. Ceci compléte 'exemple 3.3.

Preuve. 1l est facile de vérifier que Isom RP; est globalisant.

Si n est pair et f = (f) € Isom RP,,, alors la matrice de f, vue comme isométrie vectorielle
de R"*!, est de dimension impaire, donc admet toujours 1 ou —1 comme valeur propre, donc
il existe z € S,, tel que f(z) € {z, —z}. Ainsi toute isométrie de RP,, a au moins un point fixe
Z, mais aucun point de RP,, ne peut étre fixé par tous les éléments de Isom RP,,. Le groupe
Isom RP,, est donc lui-méme excentrique, donc non globalisant.

On étudie a présent le cas n impair. Pour n = 5, notons

10 0 -1
r=(5 %) e r=(Y )

et considérons les isométries f, g, h de S5 dont les matrices sont les diagonales par blocs sui-
vantes :

Mat f = diag(I, R, R), Mat g = diag(R, I, R) et Math = diag(R, R, ).

Ce sont des isométries positives. Notons G5 le sous-groupe de Isom™ S5 engendré par f, g et h.
On trouve pour G5 le groupe d’ordre 32 suivant :

Gy = {diag(+1,£1I,+1),diag(+I, £R, +R),diag(£R, -1, £ R),diag(£R, £ R, +1)}

et on vérifie que son image ¢ (G5) dans Isom™ RPj5 est excentrique. La vérification est un peu
fastidieuse mais sans difficulté.
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Ainsi Isom™ RP5 n’est pas globalisant, et donc Isom RP5 non plus.

Pour n impair, n > 7, on considére les isométries positives f,g,h de S, dont les matrices
sont diagonales par blocs : Mat f = diag(I,R, R, R,...,R), Matg = diag(R,I,R,R,...,R)
et Mat h = diag(R, R, I, R, ..., R). On vérifie de méme que I'image ¢(G,,) du sous-groupe G,
de Isom™S,, engendré par f,g et h est excentrique, donc ni Isom™ RP,, ni Isom RP,, ne sont
globalisants.

Il nous reste le cas n = 3. Soit f, g € Isom S3 de matrices

0001 0 0 0 -1

100 0 1 0 0 0
Mat f = et Matg =

01 00 0 -1 0 O

0010 0 0 1 O

Pour simplifier I’écriture, nous écrivons f et g comme des permutations signées : f = (1 2 3 4)
et g = (12 —3 —4). Le calcul donne fg = (13)(2 —4) = —gfet f2=(13)(24) =—¢*
Ainsi le groupe engendré par +f et £g est

Gy = {&id, £f, £, 1> +g,+fg,£f°g, £ g}

En regardant un & un tous les éléments, on vérifie sans peine que ¥(G3) est excentrique dans
Isom RP3, donc Isom RP3 n’est pas globalisant. Nous n’avons pas trouvé de sous-groupe excen-
trique de Isom™ RP3, ni réussi a adapter au cas projectif la preuve que Isom™ S3 est globalisant
(proposition 5.20). O

6 Groupes agissant sur des ensembles discrets

6.1 Le groupe symétrique
I’objet de cette section est le résultat suivant.

Proposition 6.1.
a. Le groupe symétrique S,, agissant sur {1,... ,n} est globalisant si et seulement si n < 4.

b. Le groupe alterné A, des permutations paires agissant sur {1,...,n} est globalisant si et
seulement si n < 4.

Preuve. a. La preuve pour le groupe symétrique est scindée en cing étapes. On utilise la
notation en cycles disjoints.

Etape 1 : S, est globalisant sin < 3. Pour n = 1 et n = 2, il n’y a rien a faire puisqu’il n’y a pas
de sous-groupe non trivial. Pour n = 3, les sous-groupes non triviaux de Ss sont Az = ((123)),
qui n’est pas GAF, et les trois sous-groupes d’ordre 2 engendrés par chaque transposition, qui
sont GAG, donc il n’y pas d’excentrique dans Ss.

Etape 2 : Sy est globalisant. Soit G < S, un GAF. Alors G ne contient ni double-transposition
ni cycle d’ordre 4 (puisque ces permutations n’ont pas de point fixe), donc G \ {id} contient
seulement des transpositions et/ou des cycles d’ordre 3. On distingue deux cas.

Si G ne contient pas de cycle d’ordre 3, alors G = {id, 7} o T est une transposition, et on
a fini.

Si G contient un cycle v d’ordre 3, disons v = (123), montrons que Fix G = {4}. Par I'ab-
surde, sinon il existe g € G tel que g(4) # 4, disons g(4) = 1. Si g = (14), alors gy = (1234),
qui n’a pas de point fixe. Si g est un cycle d’ordre 3, disons g = (124), alors gy = (14)(23), qui
n’a pas de point fixe non plus.
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Etape 3 : S5 n'est pas globalisant. Soit G = (f, g) avec f = (123) et g = (12)(45). On vérifie
que G = {id, f, f?, g, h, k} avec h = fg = (13)(45) et k = f2g = gf = (23)(45), et que G est
excentrique.

Remarque. On peut voir G comme (S3 X S3)™, ensemble des permutations paires agissant sé-
parément sur {1,2,3} et sur {4,5}. On peut aussi interpréter G comme le groupe des isométries
du “double tétraédre”, i.e. I’héxaédre obtenu en collant deux tétraédres réguliers isométriques
sur une de leurs faces.

Etape 4 : Sg n’est pas globalisant. Soit G' = (f, g) avec f = (12)(34) et g = (12)(56). On vérifie
que G = {id, f,g,h} avec h = (34)(56), et que G est excentrique.
Remarque. Ici aussi, on peut interpréter G comme un ensemble de permutations paires : celles
agissant séparément sur {1, 2}, sur {3,4} et sur {5,6}, et aussi comme un groupe d’isométries :
les demi-tours dont les axes sont les axes de coordonnées dans R3.

Etape 5 : S, n’'est pas globalisant si n > 7. Soit G = (f,g) avec f = (123)(6...n) et
g = (12)(45)(6...n). On vérifie que G est excentrique.

b. Pour n < 4, A, est globalisant comme sous-groupe d’un groupe globalisant. Pour n = 5
et n = 6, les deux sous-groupes excentriques construits dans les étapes 3 et 4 sont justement
des sous-groupes de As, resp. Ag, ce qui montre que As et Ag ne sont pas globalisants. Pour
n > 8, n pair, le cycle (6...n) est pair, donc le sous-groupe excentrique de I’étape 5 est en-
core dans A,,. Pour n > 9, n impair, le cycle (7...n) est pair, donc on compléte comme dans
I'étape 5, mais avec le groupe de I’étape 4 : on choisit G = (f, g) avec f = (12)(34)(7...n) et
g = (12)(56)(7...n). On vérifie que G est un sous-groupe excentrique de A4,,. Nous laissons en
exercice 7.15 au lecteur le cas le plus intéressant : A;. O

Remarque. La proposition 6.1 montre que les groupes S,, et A, ne sont pas globalisants lorsque
n > 4. Il se pourrait que certains de leurs sous-groupes le soient. Par exemple lorsque I, est
un corps fini & ¢ éléments et d est un entier, le groupe G = GL(d,F,) agit naturellement sur
X = ]Fg \ {0} et peut étre identifié & un sous-groupe du groupe Sy des permutations de X.
Nous ne savons pas si G est globalisant sauf dans les cas triviaux et le cas G = GL(3,F3) qui
n’est pas globalisant, voir exercice 7.16.

6.2 Les isométries de Z"

Soit n > 1 un entier. On munit Z™ de la norme euclidienne, notée || ||. Toute isométrie
de Z" se prolonge de maniére unique en une isométrie de R", notée par la méme lettre, cf.
exercice 7.14 et sa solution.

Théoréme 6.2. Le groupe Isom Z" est globalisant.

Preuve. Par I'absurde, soit GG un sous-groupe excentrique de Isom Z" avec n minimal.

Etape 1. G est fini.

Soit C,, = {z = (z1,...,2,) ; ; = —1, 0ou 1} 'hypercube unité de Z". Comme la seule
translation de G est id, le morphisme de G dans IsomC, qui, a une isométrie f, associe sa
partie linéaire 7 est injectif, or Isom C,, est fini, donc G aussi.

Notons%\f le cardinal de G et w le barycentre de I'orbite de ﬁ par GG, donné par w =
N 2pec [(0).

Etape 2. Les coordonnées de w sont toutes congrues a % modulo 1.
En effet, w est fixé par tous les éléments de G. Comme G est excentrique, w ¢ Z". Soit

Q= {aeZ"; |w—a1| = dwZ")}.
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Soit I = {z e {l,...,n}; Jz,y € Q, x; # yi}. On aw; = 3 mod 1 < i € I. En effet, si
z,y € Q sont tels que x; # y;, alors |z; — ;| = 1 et |z; — w;| = |y; — wi| = 3. Réciproquement,
siw; = % mod 1 et z € , alors z; = w; + % et le point y de mémes coordonnées que x sauf la
1-éme égale & w; F % est aussi dans €. En résumé, on a

Q:{(xl,...,xn)EZ”; xi:wii%siieletxi:[wi} Sii@é[},

ou [w;] est Pentier le plus proche de w; (unique puisque w; # % mod 1 lorsque i ¢ I). Soit
E = 7" N AffQ. Cest un “réseau” isométrique a Z*, ou k est le cardinal de I. Précisément,
posons E; =Zsii € I et E; = {|w;]} sinon; on a alors £ = E; x --- X E,,.

Pour tout f € G on a f(2) = Q, donc f(AffQ) = AffQ, et de plus f(Z") = Z", donc
f(E) = E. Ceci permet de définir Gg 'ensemble des restrictions a E des éléments de G. Ce
sont de isométries de F. Comme G n’est pas un GAG, G g non plus. De plus, pour tout f € G
et tout z € Fix f, la projection orthogonale mrx est aussi dans Fix f, donc G est un GAF. Par
minimalité de n, on en déduit que k =n, donc I = {1,...,n}. O

Etape 3. On se raméne a w = T et on change 7" en (27 + 1)". .
Soit ¢ : Z" — (2Z + 1), x — 2z — 2w et f € G. Alors l'isométrie f = @fp~! fixe 0 et va
de (2Z 4+ 1)™ dans (2Z + 1)". Par ailleurs un petit calcul montre que f = f, la partie linéaire

associée a f, donc f fixe aussi globalement le réseau Z", et sa matrice ne contient que des 0, 1
ou —1. 0

Pour ne pas multiplier les notations, on note a nouveau par G le conjugué de G par ¢. Pour
chaque f € G, la matrice de f est ainsi une matrice de permutation signée : Mat f = (a;;)1<i j<n
avec, sur chaque ligne et chaque colonne, un et un seul a; ; non nul, égal & 1 ou —1.

Etape 4. Les éléments diagonaux de Mat f ne peuvent jamais étre —1.

Comme G est un GAF, Fix f est une partie non vide de (2Z+1)". Soit x = (z1,...,z,) € Fix f.
C’est un élément de (2Z + 1)", donc z; # 0 pour tout ¢ = 1,...,n. Si a;; # 0, la i-éme
coordonnée de f(x) = x est a;;x; = x;, donc a;; = 1. O

Notons o : G — S, f — o application qui, & f de matrice (a;;)1<i j<n, associe la permu-
tation de matrice (|a; j|)1<i j<n. C'est clairement un morphisme, qui est injectif d’aprés 'étape 4.

Etape 5. Vers la construction d’un point fixe global.

Notons (e, ..., e,) la base canonique de R"™ et considérons sur {1,...,n} les deux relations :
i~ j 'l existe f € G tel que f(e;) € {ej, —e;},

i~ j s'il existe f € G tel que f(e;) = e;.

On vérifie aisément que ce sont des relations d’équivalence. Soit p le nombre de classes pour
la relation ~. Pour chaque k£ = 1,...,p, la classe C} pour ~ est partitionnée en deux classes
pour ~ (éventuellement, 'une des classes est vide). Notons C}" P'une de ces classes (choisie
arbitrairement) et C;, = C} \ C;". Notons

Cr=Cfu---uCy et C =Cru---uC,.

D’aprés I'étape 4, étant donnés ¢ ~ j, il n’est pas possible d’avoir f(e;) = e; pour l'un des
f € G et g(e;) = —e; pour un autre, donc on a i =~ 04(i) < f(e;) = ;i)
Fixons f € G et notons

Cit=C"no(CY), Cf"=C"no(CT),
C;t=C"noN(CT), C;7=C"no; (C7).

On a ainsi f(e;) = e,,() si i € C}“Jr UC, ™ et fle)) = —es;) sii € C}“‘ U Cf_+. On a aussi
+_ ot +— - _ o+ —
Cr=CfTucy, ¢ =C;7UC;
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et
op(i)eCT &ic C;TUCT, oi(i)eC™ wiecCy Ul ™.

Etape 6. Le point x = (21, ...,x,) donné parv; = 1 sii € CT et x; = —1sii € C~ est invariant
par tout élément de G.
En effet, pour f € G arbitraire, on a

ieCt ieC—
- ( Z €oy (i) Z eo'f(i)) _( Z €o (i) Z 6%f(l))
icCcTt i€t~ i€Cy ieC;
- Z Cos(i) — Z €o (i)
of(i)eCt or(i)eC
D SRS SIEE
jec+ jeCc—
Ainsi, Fix GG serait non vide, une contradiction. O

6.3 Isométries des arbres

Tous les résultats de cette section sont extraits du livre de J.-P. Serre [20]. Un arbre com-
binatoire X est un graphe simple non orienté, connexe et sans cycles. On vérifie aisément la
propriété fondamentale suivante : étant donnés deux sommets P et (), il existe un unique chemin
injectif les joignant. On note [P, Q] ce chemin et d(P, Q) sa longueur, c’est-a-dire le nombre
d’arétes qu’il contient. L’application d : X x X — N est la distance combinatoire sur X et
(X, d) est un espace métrique discret. Deux sommets sont liés par une aréte si et seulement si
leur distance est 1. On rappelle qu'une isométrie de X est une bijection de X qui préserve les
distances.

Lemme 6.3. Soit s une isométrie ayant au moins un point fixe. Alors, pour tout sommet x de
X, la distance d(z, s(z)) est paire et le milieu z du chemin [z, s(x)] est un point fixe de s. De
plus z est I'unique élément de Fix s tel que d(z, z) = d(z, Fix s).

Preuve. L’unicité du chemin géodésique entre deux sommets, associé¢ au fait que I'image d’un
chemin injectif par I'isométrie s est un chemin injectif de méme longueur, assurent que Fix s
est connexe et donc un sous-arbre de X.

Si x € Fixs alors la proposition est triviale. Supposons que =z ¢ Fixs. Alors il existe
b € Fix s tel que n = d(z,Fixs) = d(x,b) > 1. Si b n’était pas unique, on pourrait construire
un cycle non trivial grace a la connexité de Fix s. Soit [zg, x1 22, ..., 2] le chemin géodésique
joignant b = zg & x = x,. Par définition de b, s(z;) # x; pour tout i > 0. Les deux chemins
[2,b] = [Tn, Tp-1,...,%0] €t [b, s(x)] = [xg, s(x1), s(x2), ..., s(x,)] n’ont pas de sommet commun
en dehors de zy = b. En effet, si z; = s(x;) avec i # j, on pourrait construire un chemin de
longueur strictement inférieure a n, joignant b soit a x soit a s(x). On en déduit que le chemin

géodésique [z, s(x)] est la juxtaposition des chemins géodeésiques [x,b] = [z, Tp_1,...,%0] et
b, s(x)] = [xo, s(x1), $(x2), . .., s(x,)]. Par conséquent la distance d(x, s(x)) est paire et b est le
milieu de [z, s(z)]. O

Théoréme 6.4. [20] Si G est un groupe de type fini d’isométries de X qui est un GAF, alors
G est un GAG. De plus, Fix G est un sous-arbre non vide de X.
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Preuve. FElle se fait par récurrence sur le nombre de générateurs de G. Supposons G engendré
par une isométrie s qui fixe un sommet et un sous-groupe Gy ayant un point fixe global x,. Si
s(xg) # xo alors, d’aprés le lemme 6.3, le milieu z du chemin géodésique [xg, s(zo)] est un point

fixe de s. De méme, pour tout t € Gy, st admet un point fixe et [zg, s(zo)] = [zo, s(t(z0))]. Par
conséquent, z est fixé par toutes les isométries appartenant a I’ensemble sGy. Comme s et sG
engendrent G, le point z est fixé par G. OJ
Remarque. L’hypothése “G est de type fini” est nécessaire. En effet, soit [xo, z1,...,2p,...]

un chemin géodésique infini de I'arbre X. Soit k un entier et N(k) = {s € Isom X ; s(zy) =
xp VE' > k}. La suite (N(k))ren est une suite croissante de sous-groupes de Isom X dont la
réunion est un sous-groupe G. Tout élément s de G admet des points fixes mais, en général, il
n’y a pas de point fixe global (sauf dans certains cas particuliers ot 'arbre est filiforme sans
symétrie). En particulier lorsque X est un arbre homogéne de degré > 3, le groupe G n’a
pas de point fixe global et donc Isom X n’est pas globalisant. En fait le groupe G admet une
sorte de point fixe a I'infini : la classe d’équivalence des chemins géodésiques terminant comme

[0, X1, ..o Tpy -]

Nous donnons a présent une condition explicite pour obtenir un GAF opérant sur un arbre :

Proposition 6.5. Soit f et g deux isométries sur un arbre ayant des points fixes et telles que
h = fg a aussi de points fixes. Alors tout élément du groupe engendré par f et g a des points
fixes.

Preuve. 1l suffit de montrer que Fix f et Fix g s’intersectent. Si Fix f NFix g = 0, soit [P, Q] la
géodésique joignant Fix f a Fix g. D’aprés le lemme 6.3, la géodésique [@, f(Q)] a pour milieu
P. Par ailleurs f(Q) = f(9(Q)) = h(Q) et, comme Fix h n’est pas vide, le lemme 6.3 entraine
aussi que P est fixé par h. On en déduit fg(P) = P, d’ou g(P) = f~}(P) = P, contredisant
P ¢ Fixg. O

Orbites bornées sur un arbre

L’inégalité de la médiane (1) est presque vraie dans le cas des arbres combinatoires, mais
une aréte n’a pas de milieu! C’est pourquoi les isométries dont les points fixes devraient étre
des milieux d’arétes jouent un roéle particulier.

Lemme 6.6. Si X est un arbre fini, alors il existe ou bien un sommet fixé par tout élément de
Isom X, ou bien une aréte stable par tout élément de Isom X.

Preuve. On procéde par récurrence sur le nombre de sommets. S’il y a un ou deux sommets,
le résultat est vrai. S’il y a strictement plus de deux sommets, I’ensemble des sommets de X
ayant au moins deux voisins est un sous-arbre non vide X', stable par les éléments de Isom X.
Comme il y a au moins un sommet qui a un unique voisin dans un arbre fini, on peut appliquer
I’hypothése de récurrence a X'. O

Définition 6.7. Une isométrie g de X est appelée une inversion s’il existe une aréte {a, b} telle
que g(a) = b et g(b) = a.

Proposition 6.8. Soit X un arbre dont les sommets ont tous un degré fini. Soit G un sous-
groupe de Isom X ne contenant pas d’inversion. Si G admet une orbite bornée, alors G admet
un point fixe global.

Preuve. Supposons que G admet une orbite bornée A. Considérons 'ensemble T'(A) des som-

mets de X qui se trouvent sur un segment géodésique joignant deux sommets de A. Comme A
est fini, T'(A) lest aussi. De plus, T(A) est le plus petit sous-arbre contenant A, 1'enveloppe
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convexe de l'orbite. Comme une isométrie envoie un segment géodésique sur un segment géo-
désique, le sous-arbre T'(A) est stable par les éléments de Isom X. Par conséquent, d’aprés le
lemme 6.6 appliqué a T'(A), il existe soit un sommet, soit une aréte stable par tous les éléments
de G. Si G laisse stable une aréte {a, b}, nécessairement G fixe a et b car G ne contient pas
d’inversion. ([l

On déduit facilement de la démonstration le résultat suivant.

Corollaire 6.9. Une isométrie d’ordre fini d’un arbre qui n’est pas une inversion posséde au
moins un point fixe.

Application. Considérons le groupe de Schwartz G défini par deux générateurs a et b liés
par les relations a? = b® = (ab)® = 1, ou A, B et C sont des entiers supérieurs ou égaux a 2.
Toute action par isométries sans inversion de G sur un arbre X posséde un point fixe global.
En effet, d’aprés la proposition sur les orbites finies, chacune des isométries de X déterminées
par les actions de a, b et ab a des points fixes. Puis grace a la proposition 6.5, on en conclut
que le groupe engendré par a et b a un point fixe global.

Par un argument analogue, Serre démontre que le groupe SL(3,Z) a la méme propriété :
chaque action par isométries de GG sur un arbre a un point fixe global.

Généralisation. On peut définir une notion de A-arbre ot A est un groupe abélien totalement
ordonné. Le théoréme 6.4 y est encore valable [15].

6.4 Questions sur les isométries des graphes finis

Soit X = (S, A) un graphe simple non orienté connexe. L’ensemble S des sommets est muni
de la distance d définie par le minimum du nombre d’arétes joignant deux sommets. Il y a
plusieurs questions simples et naturelles dans ce cadre :

1. Quels sont les graphes finis dont le groupe des isométries est globalisant 7

2. Quels sont les groupes finis admettant un systéme générateur définissant un graphe de Cayley
dont le groupe d’isométries est globalisant 7

3. Trouver des familles infinies de graphes dont le groupe des isométries est globalisant.

Les deux premiéres questions sont ambitieuses et probablement difficiles. Par contre la
troisiéme question admet des réponses partielles simples.

Considérons le graphe complet K, sur n sommets. Son groupe d’isométries est le groupe
symétrique S,,. Par conséquent, d’apreés la proposition 6.1.a, il est globalisant si et seulement si
n < 4.

Soit C,, le graphe du cube n-dimensionnel. L’ensemble des sommets de C,, est le cube unité
{0,1}" de R™ et les arétes sont les paires de sommets dont exactement une des coordonnées
différe.

Proposition 6.10. Le groupe IsomC,, est globalisant pour tout entier n > 1.

Preuve. FElle est analogue, en plus simple, a celle du théoréme sur Z". On démontre qu’une
isométrie de C, se prolonge a R™ de maniére unique en une isométrie pour la norme euclidienne,
cf. exercice 7.14. Le centre du cube w = (%, cee %) est fixé par toutes les isométries du cubes.
En conjugant par 'application x — 2z — 2w , on se raméne au cas ol les isométries sont des
isométries linéaires dont les matrices sont des matrices de permutations signées. On constate
que les matrices des isométries d’un sous-groupe GAF n’ont jamais de —1 sur la diagonale, ce
qui permet de conclure a l'existence d’un point fixe global comme dans les étapes 5 et 6 de la

démonstration du théoréme 6.2. L]
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6.5 Un résultat dans les graphes infinis

Soit X = (S5, A) un graphe simple non orienté connexe dont les arétes sont colorées. La
couleur des arétes est donnée par une application définie sur I'ensemble A des arétes et a
valeurs dans un ensemble de couleurs C. On rappelle qu’'un cycle est dit simple s’il ne repasse
pas deux fois par une méme aréte, et qu’il est dit élémentaire s’il ne repasse pas deux fois
par un méme sommet (sauf le début et la fin). Il est facile de voir qu’un cycle élémentaire de
longueur au moins 3 est simple et qu'un cycle, simple ou non, contient toujours au moins un
cycle élémentaire. On fait les hypothéses suivantes :

e les arétes d'un cycle élémentaire du graphe ont toutes la méme couleur,

e pour chaque ¢ € C, les composantes connexes du graphe partiel X., obtenu en ne conser-

vant que les arétes de couleur ¢, sont des graphes complets.
Pour chaque ¢ € C, nous appellerons cellule de couleur ¢ une composante connexe du graphe
partiel X,.. Chaque aréte de X appartient & une unique cellule.

Notons que le graphe de Cayley du produit libre de deux groupes finis GG; et G5 vérifie les
hypothéses ci-dessus si 'on choisit (G;UG35)\{e} pour ensemble de générateurs et si l’on colorie
les arétes {w,wg}, g € Gy, en bleu et les autres en rouge.

Voici une généralisation du théoréme 6.4 sur les groupes de type fini d’isométries des arbres.

Théoréme 6.11. On suppose que chaque cellule du graphe X a au plus 4 sommets. Soit G un
sous-groupe de type fini de Isom X. Si G' est un GAF alors G est un GAG.

Remarquons que ’hypothése sur le cardinal des cellules est nécessaire : si un graphe complet
X a au moins cinq sommets alors, d’aprés la proposition 6.1.a, Isom X contient un sous-groupe
excentrique. Il en est de méme pour le graphe de Cayley du produit libre de deux groupes dont
I’'un au moins a un cardinal au moins cing. Avant la preuve du théoréme 6.11, nous avons besoin
de quelques lemmes préliminaires.

Lemme 6.12. Etant donnés deux sommets z,y du graphe X, il existe un unique chemin les
Jjoignant dont deux arétes consécutives ne sont jamais de la méme couleur. De plus ce chemin
est I'unique géodésique de x a y. Par conséquent, un chemin est une géodésique si et seulement
si deux arétes consécutives n’ont jamais la méme couleur.

Preuve. Soit x,y € S. Par connexité il existe un chemin joignant x a y, et donc au moins une
géodésique. Comme les cellules du graphe sont des graphes complets, cette géodésique ne peut
pas avoir deux arétes consécutives de la méme couleur, d’ou ’existence.

Pour 'unicité, remarquons d’abord que tous les sommets d’un chemin vérifiant la propriété
de changement de couleur des arétes sont distincts. En effet, si deux sommets du chemin
coincidaient, alors le cycle extrait du chemin ainsi constitué contiendrait un cycle élémentaire
de longueur au moins 2. Par hypothése sur X, toutes les arétes de ce cycle auraient la méme
couleur, contredisant la propriété de changement de couleur.

Si deux chemins distincts [ag = x,...,a, = y| et [bg = z,...,b, = y| joignent = a y et
possédent la propriété de changement de couleur, alors il existe un entier ¢ > 0 tel que a; = b; et
@i+1 7 bit1. Considérons le premier sommet a; du chemin [a;11, ..., a,] qui appartient aussi au
chemin [b;11,...,b,]. On a donc a; = by, pour un certain k& > i. On choisit £ minimal avec cette
propriété. Par choix de j et k, les sommets du chemin [a;, a;41, ..., a; = by, by_1,...,b; = a;] sont
tous distincts, hormis les deux extrémités. Ce cycle a au moins trois arétes (sinon a;11 = b;j11),
il est élémentaire et a au moins deux couleurs, une contradiction. 0]

Lemme 6.13. Soit s une isométrie de X ayant au moins un point fixe et x un sommet de X qui
n’est pas un point fixe de s. Soit I’ 'ensemble des points y € Fix s tels que d(x,y) = d(z, Fix s).

a. Alors F est inclus dans une cellule dont la couleur est celle de la derniére aréte de la
géodésique allant de x a n’importe quel élément de F'.
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b. De plus :
(i) Sid(z,s(x)) est paire, alors le milieu z de la géodésique joignant x a s(x) appartient
aF.
(ii) Sid(z,s(x)) est impaire, alors F' est inclus dans la cellule Y contenant I’aréte centrale
[a,b] de la géodésique allant de x a s(x). De plus s(Y) =Y et s(a) =b.

Preuve. a. Soit u et v deux points de F. Considérons les géodésiques [ug = z,...,u, = u]
et [vg = x,...,v, = v] (avec n = d(z,Fix s)). Comme s est une isométrie qui fixe u et v, elle
fixe chaque sommet de la géodésique [wy = u, ..., w, = v] joignant u & v. Soit i le plus petit
entier tel que u; = v; et u;1 1 # v;11. On vérifie, comme dans la preuve du lemme 6.12, que les
trois branches de géodésiques [u;, ..., u, = ul, [u,...,v] et [v,,...,v; = w;] forment un cycle
élémentaire. Par conséquent, toutes les arétes de ce cycle ont la méme couleur c et les sommets
u et v sont joints par une aréte de couleur c. On conclut en remarquant que ¢ est la couleur de
laréte [u,_1, u,].

b. Soit w un point de F et [ug = x,. .., u, = u| la géodésique joignant = a u. D’aprés le point
a, F est inclus dans une cellule Y dont la couleur ¢ est celle de laréte [u,_1, u,]. Considérons
I'image [s(z),. .., s(u,) = u] de cette géodésique par s. Soit ¢ la couleur de l'aréte [s(u,—1), u].

(i) Sic # ¢ alors [ug,...,u, = s(up), s(Un_1),...,s(ug) = s(z)] est une géodésique car les
couleurs de deux arétes consécutives de ce chemin ne sont jamais les mémes. Il s’agit donc de la
géodésique joignant = a s(x). La longueur de cette géodésique est 2n et son milieu est u € F.

(ii) Sic = ¢ alors s(u,_1) est un sommet de Y qui est complet, donc [u,_1, s(u,_1)] est aussi
une aréte de Y. Deux arétes consécutives du chemin [ug, ..., up_1,5(Upn_1), ..., S(ug)] n’ont
jamais la méme couleur. Ce chemin est donc la géodesique joignant x a s(x). Par construction,
la longueur de cette géodésique est impaire et son aréte centrale [u, 1, s(u,_1)] est de couleur
c. Il reste a voir que s(Y) = Y. Soit y un sommet de Y. L’image par s du triangle w,_1,u,y
est un triangle qui contient l'aréte [s(u,—_1),u] qui est une aréte de Y. Par conséquent 'image
de ce triangle est un triangle de Y et donc s(y) est un sommet de Y. ([l

Preuve du théoréme 6.11. On procéde par récurrence sur le nombre de générateurs de G.
Supposons que G est engendré par une isométrie s qui fixe au moins un sommet et un sous-
groupe Gy ayant un point fixe global xq. Si s(z¢) = x¢ on a fini. Sinon, considérons la géodésique
allant de xo & s(x). Observons que c’est aussi la géodésique allant de g & st(zg) = s(xg) pour
n’importe quel t € Gy,.

Si cette géodésique a une longueur paire alors, d’aprés le lemme 6.13, son milieu 2z est un
point fixe de s mais aussi de tous les st, t € Go. Comme s est injective, s(t(z)) = z = s(z)
entraine t(z) = z, donc z est un point fixe de ¢. Ainsi z est un point fixe global de G.

Si cette géodésique a une longueur impaire, alors d’apreés le lemme 6.13, la cellule Y conte-
nant 'aréte centrale de cette géodésique est stable par tous les st, t € Gy. Elle est donc stable
par G. De plus, cette cellule contient des points fixes de st. Par conséquent, le groupe H des
restrictions & Y des éléments de G est un GAF. Or IsomY est le groupe des permutations des
sommets de Y et par hypothése la cellule Y a au plus 4 sommets donc, d’aprés la proposi-
tion 6.1.a, Isom Y est globalisant. Par conséquent H est un GAG et donc G aussi. 0

7 Exercices
Exercice 7.1. Montrer que le groupe Isom R? est globalisant.

Exercice 7.2. Un groupe est appelé super-globalisant si, pour tout ensemble X et tout mor-
phisme p : G — Bij X, le couple (X, p(G)) est globalisant. En considérant I’action d’un groupe
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sur I’ensemble de ses parties non triviales, démontrer qu'un groupe est super-globalisant si et
seulement s’il est monogene.

Exercice 7.3. Montrer que le groupe additif QQ est finiment super-globalisant au sens suivant :
si X un ensemble fini et p : Q — Bij X un morphisme, alors (X, p(Q)) est globalisant.

Exercice 7.4. Démontrer que, dans un espace métrique vérifiant I'inégalité de la médiane (1),

le point m est unique et satisfait d(z, m) = d(y, m) = § d(z,y).

Exercice 7.5. Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé vérifiant I'inégalité de la médiane (1).

a. Montrer qu’il vérifie I'identité dite du parallélogramme
Ve,ye B o +ylP + llo —yl* = 2=l + [lyl?). (5)

b. En déduire que E est préhilbertien (un résultat di & M. Fréchet, P. Jordan et J. von
Neuman [9, 11]).

Exercice 7.6. D’apreés le théoréme de comparaison de Rauch [8], la classique loi des cosinus
devient une inégalité en trigonométrie hyperbolique : dans un triangle hyperbolique de longueurs
de cotés a, b, c et d’angle v opposé au coté de longueur ¢, on a

a® +b* — 2abcosy < 2. (6)
A partir de cette inégalité, démontrer que H,, satisfait la propriété de la médiane (1).

Exercice 7.7. Sur I'ensemble R = R U {oc}, on considére le groupe de Mébius

M(@)Z{w:@%@,xHﬁjﬂ;; a,b,c,d € R, ad — bc = +1}.

Montrer qu’il n’est pas globalisant. Indication : reprendre les matrices A et B de 'exemple 3.3
et utiliser le lemme 8.16.

Exercice 7.8. En utilisant le fait que Isom Hjs est globalisant, démontrer que Isom H, est
globalisant.

Exercice 7.9. Montrer qu’une application de R™ dans R™ qui conserve la distance euclidienne,
a priori surjective ou non, est nécessairement une bijection affine de R"™.

Exercice 7.10. Montrer qu'une application continue d’un espace vectoriel normé dans lui-
méme et préservant les milieux est affine.

Exercice 7.11. Théoréme de Mazur-Ulam.
[’énoncé s’inspire de [22]. Soit E un espace vectoriel normé sur R.

a. Soit a,b € E et m le milieu de [a, b]. Soit W,;, 'ensemble des isométries de E fixant a et b
et soit A = sup{||g(m) —m|| ;g € Was}.

(i) Montrer que A < |ja — b]|.

(ii) Soit s,,, la symétrie centrale de centre m, i.e. telle que s,,(x) = 2m—x pour tout « € E.
Pour g € W,, on note g* = s,, g~ s, g. Montrer que ||g*(m) — m| = 2[|g(m) — m]].

(iii) Montrer que toute isométrie qui fixe a et b fixe m.

b. Soit f une isométrie de E.

(i) Soit a,b € E. On note m le milieu de [a, b] et m’ le milieu de [f(a), f(b)]. Montrer que
h =58y [ sm [ € Wy et en déduire que f(m) =m'.
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(ii) Montrer que f est affine.

Exercice 7.12. Théoréme de Kakutani en dimension finie.

Cet exercice est inspiré de R. Antetomaso [1]. Soit E un espace vectoriel normé de dimension
finie, G un sous-groupe compact de GL(E) et K un convexe compact non vide de E. On suppose
que g(K) C K pour tout g € G et on veut montrer que (K, G) est un GAG.

a. Soit || ||2 la norme euclidienne sur E. Pour tout € E, on pose ||z|| = sup{||g(x)|2 ;9 € G}.
Montrer qu’on définit ainsi une norme strictement convexe sur F, pour laquelle tout élément
de G est une isométrie.

b. Soit f un endomorphisme de FE tel que f(K) C K. Soit z; € K et soit (x,),>0 la suite
définie par z,41 = f(x,). En considérant la suite (0,,) des moyennes de Cesaro de la suite
(x,), montrer que f posséde un point fixe dans K.

c. Pour g € G, notons V, = {x € K ;g(z) # x}. Supposons par l'absurde que, pour tout
x € K, il existe g € G tel que g(z) # x.

(i) Montrer qu’il existe g1,...,gn € G tels que K C V,, U---UV,.
(ii) Montrer qu’il existe a € K tel que (g1 + -+ gn)(a) = Na.
(iii) Montrer que gx(a) = a pour tout k € {1,..., N}. Conclure.

Exercice 7.13. Les isométries de la sphére se prolongent en isométries de I’espace euclidien.
On munit la sphére S,, de la distance sphérique d(x,y) = arccos(z|y). On veut prouver que
toute isométrie de la sphére est la restriction d’une unique isométrie vectorielle de R"*! muni
de la distance euclidienne. Soit f une isométrie de S,,.

a. Montrer que f conserve le produit scalaire.

b. On définit f sur R™! par f(z) = Ha:Hf(H‘;—”) si z # 0 et f(0) = 0. Montrer que f conserve
le produit scalaire.

c. Conclure.

Exercice 7.14. Prolongement d’une isométrie.
Soit A une partie de R? et soit E = Aff A, le sous-espace affine engendré par A. On munit A
de la distance euclidienne induite par celle de R%. On veut montrer que toute isométrie de A
est la restriction d’une unique isométrie affine de FE.

On sait qu’il existe ag,...,a, € A tels que E = Aff (ag,...,a,), ot n = dim E. Ainsi tout
point x € E s’écrit de maniére unique z = > ", \;(z)a;, avec > Ai(xz) = 1. Les nombres
Ai(x) sont les coordonnées barycentriques de . Soit f une isométrie de A.

a. Montrer qu’on a (f(a;)— f(ao) | f(a;)— f(ao)) = (ai—ao | aj—ap) pour tous i, 5 € {0,...,n}.
b. On définit f sur E par f(z) = S o i) f(a;). Montrer que f est une isométrie.

c. Montrer que fvprolonge f. Conclure.

Exercice 7.15. Le groupe A; n’est pas globalisant.
Dans I’'étape 3 de la preuve de la proposition 6.1, on a construit un sous-groupe excentrique
de Ss en utilisant des permutations agissant séparément sur {1,2 3} et sur {4,5}, grace au
point-clé suivant. Le groupe Ss posséde un sous-groupe distingué (le groupe alterné As) qui a
les deux propriétés suivantes :

> Le quotient S3/.A;z est isomorphe & Z/27Z.

> Tout élément de S3 \ A3 a au moins un point fixe.
On a alors obtenu un sous-groupe excentrique G' = (f, g) de S5 en prenant pour f un élément
de Aj sur {1,2,3} et l'identité sur {4,5}, et pour ¢ un élément de Sz \ Az sur {1,2,3} et un
élément de S, sans point fixe sur {4,5}. En prenant modéle sur cette construction, construire
un sous-groupe excentrique dans As.
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Exercice 7.16. L’action du groupe GL(3,F,) sur X =3 \ {0} n’est pas globalisante.

Notons ey, ez, €3 la base canonique de F3 et pour a C {1,2,3} notons e, = Y icq €i- Ainsi
X ={e, :a#0}. Soit f et g les éléments de GL(3,Fy) définis par

fler) = ez, f(e2) = e3, fles) = e et gler) = enas, glea) = €2, gles) = es.

et G = <f, g> NOtOIlS enﬁn Y = {617 €9, €3, 6123} et Z = {623, €13, 612}.
a. Montrer que f et g induisent des permutations paires de X

b. Montrer que ’application qui a h € GG associe sa restriction a Y induit un morphisme injectif
de G dans le groupe Sy des permutations de Y .

c. Montrer que si la restriction de h € G & Y est une double transposition alors sa restriction
a Z est I'identité.

d. En déduire que 'action de GL(3,F3) n’est pas globalisante. Observer que 'on a une autre
démonstration du fait 47 n’est pas globalisant.

8 Annexes

8.1 Petite introduction a la géométrie hyperbolique

Soit n un entier > 2. Un modéle de 'espace hyperpolique de dimension n est le demi-espace
supérieur
H, = {(x1,...,2,) € R"; z, > 0}

muni de la métrique de Poincaré

dszzi(dx%%—-“—i-dxi).

2
Ly

Un calcul montre que la distance géodésique associée a cette métrique riemannienne est donnée
par

|z — yl?
d = h{1l4+ — 7
(z,y) = argcos ( + T (7)

oux=(xq,...,2,) et y=(y1,...,Yn)-
Théoréme 8.1.(|6], Theorem 9.3) Les géodésiques de H,, sont les demi-droites affines et les
demi-cercles euclidiens, dont les extrémités sont dans I’hyperplan horizontal

aHn:{('xl’"'axn) ER”J xnzo}a

et orthogonaux a cet hyperplan en leurs extrémités.

8.1.1 Le groupe des isométries de H,,.

Les similitudes et les inversions par rapport & des sphéres ou des hyperplans affines agissent
sur R" = R™ U {oo} et engendrent un groupe d’homéomorphismes pour la composition. Ce
groupe s’appelle le groupe de Mobius de R” et se note M(]l/é") Le groupe de Mobius est aussi
engendré par les inversions et les symétries par rapport a des hyperplans, c¢’est-a-dire par les
réflexions. Les restrictions au demi-espace supérieur de certains éléments du groupe de Mdbius
donnent les isométries de H, :

Théoréme 8.2.([17], Theorem 4.6.2) Le groupe des isométries de H,, est le groupe des restric-
tions & H,, des transformations de Mébius ¢ telles que p(H,) = H,. Il est engendré par les
reflexions par rapport aux sphéres centrées en un point de OH,, et aux hyperplans verticaux.
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Tous les résultats dont nous avons besoin découlent de ce théoréme, du théoréme décrivant les
géodésiques et de la formule donnant la distance.

Une premiére conséquence du théoréme 8.2 est qu’une similitude ¢ de R” telle que ¢(H,,) =
H,, induit une isométrie de H,. Inversement, comme les seuls éléments de M (HA%”) fixant oo sont
des similitudes ([17], Theorem 4.3.2), on a le résultat suivant.

Corollaire 8.3. Si une isométrie f de H, est la restriction d’un élément f de M(I@”) qui fixe
00, alors f restreinte a R™ est une similitude de R™.

Une deuxiéme conséquence du théoréme 8.2 est que les isométries de Hl,, sont des difféomor-
phismes et conservent donc la métrique de Poincaré. De plus, le jacobien des isométries est de
signe constant. On en déduit la décomposition usuelle du groupe Isom H,, des isométries de H,
en le sous-groupe Isom™ H,, des isométries de jacobien positif et son complémentaire Isom™ H,.

8.1.2 Sous-espaces de H,,.

Un sous-espace hyperbolique de H,, est une partie X de H, qui est de 'une des formes
suivantes :

> la partie vide, dim X = —1,

> un singleton, dim X = 0,

> lintersection de Hl,, et d’un sous-espaces affine vertical A, dim X = dim A,

> l'intersection de H,,, d’un sous-espace affine vertical A et d’une sphére S centrée en un

point de OH,,, dim X = dim AN S (on peut avoir A = R").

Par abus de langage, les sous-espaces de dimension 1 seront appelés des droites et ceux de
dimension 2 des plans. En utilisant que I'image d’une sphére par une inversion dont le pole
appartient a la sphére est un sous-espace affine, on montre qu'un sous-espace hyperbolique de
dimension p est isométrique a

{(x1,...,2n) €M, ; 21 =20 =-+- =2_pp1 =0}

et donc a HL,. Par définition, les géodésiques sont les droites de ’espace hyperbolique. De plus,
un sous-espace hyperbolique est totalement géodésique, en ce sens que, s’il contient deux points
x et y, alors il contient la géodésique joignant x a y.

Lemme 8.4. Toute intersection de sous-espaces hyperboliques de H,, est un sous-espace hy-
perbolique.

Preuve. Une intersection de sphéres et de sous-espaces affines est une sphére S (ou un sous-
espace affine s’il n’y a pas de sphére) du sous-espace affine A engendré par I'intersection. Notons
que ce sous-espace A peut étre vide ou réduit & un point. Il faut vérifier que si les sous-espaces
affines sont tous verticaux, si les sphéres sont centrées sur OHl, et si dim A > 1 alors A est
vertical et le centre de S appartient a OH,,. Si I'intersection A contient au moins deux sous-
espaces hyperboliques différents alors elle est incluse dans un hyperplan vertical. Comme un tel
hyperplan est isométrique a H,_1, le résultat s’en déduit par récurrence sur n. 0

Lemme 8.5. Soit H un sous-espace de Hl,, et x un point n’appartenant pas a H. La dimension
du plus petit sous-espace contenant H et x est dim H + 1.

Preuve. On considére f une isométrie qui envoie H sur 'intersection de H,, et d’un sous-espace
affine vertical A de dimension p = dim H. Le plus petit sous-espace hyperbolique contenant
ANH, et f(z) est A NH, ou A" est le sous-espace affine engendré par A et f(z), qui est de
dimension p + 1. ([l
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Lemme 8.6. Soit a et b deux points distincts de H,,. Alors I'ensemble Med (a,b) des points
équidistants de a et b est un hyperplan de H,,.

Preuve. D’aprés (7), un point = appartient & Med (a, b) si et seulement si
|z —al]? |z —b|f?
d(z,a) = b1+ 220 — g p) = [ R il
(x,a) = argcos ( + o a (x,b) = argcos + b,
donc si et seulement si

lz —all® _ [l= = bl*

2x,a, 2x,b,
Dans le cas ol a, = b, on obtient un hyperplan vertical. Dans le cas ol a, # b, on obtient
une demi-sphére dont le centre appartient a OH.,,. En effet le coefficient du terme en x,, est nul
dans Péquation de sphére b, ||z — al|* — a, ||z — b||* = 0. O

Lemme 8.7. Si f est une isométrie de Hl,, alors Fix f est un sous-espace hyperbolique.

Preuve. D’aprés le lemme 8.4, il existe un plus petit sous-espace hyperbolique H contenant
Fix f. Soit € H. Par 'absurde, si f(x) # z alors Med (z, f(z)) est un hyperplan qui contient
Fix f, donc Fix f C F' = HNMed (z, f(x)), or F' ne contient pas x, ce qui contredit la minimalité
de H. Par conséquent, x = f(z) donc z € Fix f. O

Lemme 8.8. Soit D une droite de H,, et x € H,,. Il existe un unique point y € D tel que
d(xz,y) = d(z, D) := inf{d(x, z) : z € D}.

On note ce point y = wpz. De plus, si x ¢ D, alors la géodésique passant par x et Tpx est
orthogonale a D.

Rappelons que la métrique de Poincaré est conforme a la métrique euclidienne, donc les relations
d’orthogonalité sont les mémes pour ces deux métriques.

Preuve. Par compacité, la distance de x a D est atteinte : il existe y € D tel que d(z, D) =
d(x,y). Le point z et la droite D sont inclus dans un plan hyperbolique P. D’une part, la
géodésique qui joint x & y est incluse dans P. D’autre part, ce plan est isométrique au plan
hyperbolique H,. On peut donc supposer que x et D sont dans Hy. Grace & une nouvelle
isométrie on peut supposer que D = {ti ; ¢t > 0}. En posant z = a + bi, on a

a’+ (b—t)?
(z,ti) = arge ( + o )
—a2+2(2t_t)2 atteint son minimum en ¢t = Va2 + b2, donc

mpxr = iva® + b2 La géodésique joignant x a sa projection est le demi-cercle de centre 0 et de
rayon v/ a? + b2, qui est bien orthogonal a D. O

Un calcul montre que la fonction ¢t —

Corollaire 8.9. Si I' est un hyperplan de H,, et x un élément de H,,, alors il existe un unique
point Tpx € F' tel que

d(xz,mpx) = inf{d(z,2) ; z € F} =d(z, F).
De plus,si x ¢ F, alors la géodésique passant par x et mpz est orthogonale a F.

Preuve. Par compacité, il y a au moins un point qui réalise le minimum de la distance. Si deux
points distincts y, z € F réalisent ce minimum, alors ces deux points réalisent aussi le minimum
de la distance de x a D, ou D est la géodésique passant par y et z, puisque D C F'. Ceci est en
contradiction avec le lemme 8.8. Ce lemme entraine aussi que la géodésique joignant x & mpx

est orthogonale a toutes les droites passant par mpz et incluses dans F', donc orthogonale a F'.
O
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8.1.3 Isométries de Hs.

Le lemme suivant justifie 'existence de I'angle et de ’axe d’une isométrie positive de Hjs
ayant des points fixes.

Lemme 8.10. Soit f € Isom™ Hs. Supposons Fix f # () et f # id.
a. Alors Fix f est une droite hyperbolique.

b. Il existe un angle 0 tel que pour tout z € Fix f, la différentielle df (x) est une rotation d’angle
+0 et d’axe la tangente affine a Fix f en x.

Preuve. a. Soit r € Fix f. La différentielle df (z) est une isométrie positive de R?, donc une
rotation qui admet un vecteur U fixe. Considérons la géodésique D passant par x et tangente
4 . Elle est stable par f, et f a un point fixe appartenant & D, donc D C Fix f. Si Fix f
contient strictement D alors Fix f contient un plan hyperbolique. La differentielle de f en un
point de ce plan est une rotation qui admet un plan fixe; ¢’est donc l'identité. On en déduit
que f est égale a I'identité contrairement & I’hypothése, donc Fix f = D.

b. En conjuguant par une isométrie, on peut se ramener au cas o D est une droite verticale.
D’aprés le corollaire 8.3, f est la restriction d’une similitude. Comme il y a une demi-droite de
points fixes, f est la restriction d'une rotation r d’axe D. La differentielle de f le long de cet
axe est donc toujours égale a 7 ou & sa réciproque. ([

Avec un raisonnement analogue on prouve le lemme suivant.

Lemme 8.11. Soit f € Isom™ Hs. Si Fix f # ), alors Fix f est un plan hyperbolique et f est
la réflexion par rapport a ce plan.

Nous terminons cet exposé sur les isométries de Hj3 avec I’énoncé suivant.

Lemme 8.12. Soit f € Isom™ H3 d’axe une droite D. Soit 0 I'angle de f. Soit P, et P, deux
plans hyperboliques d’intersection D et soit op, et op, les réflexions par rapport aux plans P,
et P,. Notons OP; et OP, les cercles ou les droites déterminés par ces plans sur OHjs. Si 'angle
ZL(0P,0P) = j:g mod 7 alors f = op,0p, Ou op Op,.

Preuve. Grace a une conjugaison on peut supposer que D est une demi-droite verticale et P; et

P, des plans verticaux. Dans ce cas f, op, et op, sont aussi des similitudes et donc des isométries
3 . . . N .

de R°. Comme la relation sur les angles reste vraie au signe prés, on a f = op,0p, ou op,Op,.

O

8.1.4 Isométries de H.

Le plan hyperbolique Hy est identifié au demi-plan complexe {z € C; Im z > 0}. Avec cette
identification, d’aprés le théoréme 8.2, les isométries positives de Hy sont les transformations
conformes du demi-plan supérieur, c¢’est-a-dire les applications h : Hy — Hy de la forme

az+b

h(z) = hapea(z) = o d

a,b,c,d € R, ad — bc = 1.

Les isométries négatives sont obtenues en composant les applications précédentes avec 1’appli-
cation z — —7Z.

Lemme 8.13. Si x,y,2',y' € Hy sont tels que d(x,y) = d(2’,y), alors il existe f € Isom™ Hj,
tel que f(z) =2a" et f(y)=1v'.
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Preuve. Il suffit de prouver le lemme dans le cas ot 2’ = i et ¢y = it avec t > 1. L’homographie
h € Isom™ Hy définie par h(z) = ——(z — Rex) envoie z sur i. Soit U le vecteur unitaire
tangent en x a la géodésique joignant x a y. En composant avec une homographie de la forme
r(z) = % qui fixe i on peut supposer que la différentielle de rh en x envoie U sur i.
Le segment géodésique joignant x & y est envoyé par rh sur un segment géodésique de méme
longueur partant de 7 avec vitesse initiale 7, donc inclus dans ’axe des imaginaires purs. Par
conséquent rh(y) = it, ou t est 'unique réel > 1 tel que d(i,it) = d(z,y) = d(2',y’), donc

rhy) =y O
Preuve du lemme 5.10.

a. La recherche des points fixes de h = hq 4 aboutit a I’équation
e+ (d—a)z—b=0, (8)

dont le discriminant est A = (d — a)* + 4bc = (a + d)? — 4 = (trh)? — 4.

Ainsi, si trh < 2 alors h a un unique point fixe a € Hy (autre racine de ’équation (8), la
conjuguée, n’est pas dans Hy). On dit que h est elliptique et que a est le centre de h.

Si ¢ = 0 ou si trh = 2 alors 'équation (8) a une unique racine dans R = R U {co}, donc h
n’a pas de point fixe. On dit que h est parabolique. Ce cas contient le cas ¢c = a — d = 0.

Sic##0ettrh > 2 alors (8) a deux racines dans R, donc h n’a pas de point fixe. On dit
que h est hyperbolique.

b. La condition hg,pcq(i) = Zf—j:g = ¢ donne facilement @ = d et b = —c¢. La condition ad — be
0

entraine alors qu’il existe 6 € R tel que a = cosg et b = sin 3.

c. Si g et € Isom' H, envoient ¢ sur 2y € Fix h alors, en notant ¢ =19 par r, et o 1hy par
re (ce sont des éléments de Isom™ H fixant 4, donc des rotations), on obtient

VY =y orge T = trgra =g = 07 .

d. La rotation de centre iz et d’angle § est f = wrop !, ot ¢ € Isom™ Hy envoie i sur ix.

Choisissons ¢ = hgpeq avec a = \J/r,b=c=0et d = \/Lw i.e. dont une matrice associée est

(Vx 0 : o 1
M(z) = < 0 1/yF)" Alors les matrices associées a rgp~" sont =M avec

—ztsin?  cos?

B cos ¢ zsin &
M = M(x) 1R(§)M(x)=< 2 2
2 2

8.2 Preuve du lemme 3.4

Soit T = {M € SL(2,Z) ; tr M = 3}. Nous démontrons d’abord le résultat préliminaire
suivant.
Lemme 8.14. Soit M € T.
a. OnaM‘teT.

b. (i) Pour tout entier n > 1, on a M" = a, M — v, 11, avec ag = 0, oy = 1 et o, =
3Q,_1 — Qo pourn > 2.

(ii) La suite (ay)nen est a valeurs dans N et est strictement croissante. De plus, pour tout
neN onaaa, 1 —a, >2"et a,, > 2" — 1.

c. Pour tout entier n > 1, on a tr M™ > 2"+ — 1,
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Preuve. L’item a résulte du fait que

M:(a b) :>M1:( d _b).
c d —c a

Le point b (i) se fait par récurrence. C’est évident pour n = 1 et aussi pour n = 2 (i.e.
M? = 3M — I) d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton. Ensuite, si 'on suppose que, pour un
entiern > 2 ona M" ' =, 1 M — a,_s I, alors

M" =, 1 M*—a, oM = (3a,_ 1 —ano)M —a, 1 I =0, M —a, ;1.
Pour le b (ii), une récurrence facile montre que «,, > 0 pour tout n € N. Par conséquent, on a

Apy1 — O = 200, — g > 2(, — 1) > 2™ (g — o) = 27,

puis
n—1 n—1
oy = Oy — Q :Z(Oék+1 —ag) > 22’“ =2" — 1.
k=0 k=0

Pour le point ¢, compte tenu de ce qui précéde, pour tout n > 1, on a

tr M™ = tr (a, M — a1 I) = 3, — 200, 1 = @ + 2(ty — 1) > 2" — 1

Soit Gy le sous-groupe de SL(2,Z) engendré par les matrices

0 1 -1 -1
(D) me(Y),

Les matrices A et B (ainsi que leurs inverses A~! et B™!) sont des éléments de 7. Nous allons
montrer que toute matrice M € Go\ {I} a une trace différente de 2, ce qui est équivalent a dire
que 1 n’est pas valeur propre de M (puisque det M = 1), ou encore que M — I est inversible.

Nous noterons € : R — {—1,1} la fonction signe, ¢’est-a-dire telle que e(z) = 1si x > 0 et
e(r) =—1siz <O.

Nous utiliserons aussi la notation > pour désigner Uordre produit sur SL(2,7Z) : nous écrirons
X > Y six;; > y;; pour tous i, j € {1,2}. C’est une relation d’ordre partiel, compatible avec

I'addition et la multiplication. En particulier, pour X,Y, X’ Y" € SL(2,Z), on a
X>Y>0 e X'>Y' >0 = XX'>YY"

Onaaussi X >Y — tr X >trY.
Ce qui suit est inspiré de [16], VIII 26, pp.158-162, et prouve le lemme 3.4.

Lemme 8.15. Pour k,l € 7Z*, on a

e(kl)A*B! > (g ?) (9)

Preuve. Notons tout d’abord que

(3 -1 L (4 (5 4
=) (s ) =)

(=5 -1 i (-8 =T i1 (17 4
am = (5 e (5T s (1),

et que



Soit ensuite k,l > 1. Avec les notations de la proposition 8.14.b, on a

AkBl = (akA—ozk_l ])(OélB — )1 I)

=y AB —apoy_1 A — a1y B+ ag_qoy_1 1

DLy + 10y + Qp_10g_1 4oy — apoy—1 + 10y
1600 + apog—1 — bayg_10p  13a0qp — 3opog—1 — doy_q10y + Q1041

Par conséquent, puisque la suite (ay,) est strictement croissante et que oy = 0, on obtient

5 0
AFB! . 1
> (0 6) (10)
De la méme facon, toujours pour k,/ > 1, on a
P ap_10q—1 — do_10q — Sagoy —QpOg—1 — Q10 — QRO
AYB™ =
apoy_1 + 5Czk,10q — 190%04[ Q101 — ?)Cka(l,l +ap_10q — 40%061

ARl — (Oék—10é1—1 — 3o + ap_10g — 8oy g + ap_1og — Togoy )

—Qp_1 — D10y — QY ap_10q—1 — dag_100 — agy

Akt (%—1%—1 —3agay_1 — 4ag_1ap + 1Tapeq  apay—1 — ap_1aq + 4oy )

-1 + 5Oék_10q + 40%0(1 Op_10q_1 + Qp_10q + QpQy

d’ou I'on tire les inégalités

Ckpt (50 ki [T O it (100
A"B™ > <O 3 A"B' > 01 et AT""B'> 0 1)
Ceci et (10) donnent le résultat souhaité. O

Lemme 8.16. Soit un entier m > 1 et des entiers relatifs ki, ...k, l1,...l,,, tous non nuls,
sauf éventuellement ky et l,,. Alors la matrice M = AMBU Akm Bl vérifie |tr M| > 3.

Preuve. Si m = 1, alors (ki,l1) # (0,0), et le résultat découle de la Proposition 8.14.c si
kil =0, et de (9) si k; et [; sont tous les deux différents de 0, puisqu’alors

Itr (AP B = e(kiy )tr (AR BY) > 6.

Supposons dorénavant que m > 2.

> Si k; et s, sont non nuls, alors

2™ 0

tr M| = tr (e(kil)) AP B" x -+« x e(kplim) A B'™) > tr (o )

):5m+123.

> Siky =s, =0, alors
tr M = tr (Bh"ARB"2  AFn) =tr (ARB"R . AFmpBh)

et on est ramené au cas précédent.
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> Si k=0 et s, #0, alors
tr M =tr (B"A®2B"2 . AP Blm) = tr (ARB"% . Ak Binth),

Si by, 4+ 1 # 0, on est ramené a I'un des cas précédents (selon que m = 2 ou m > 2). Si
I + 1 =0, alors

tr M =tr (ARB"  AFrm) =ty (ARethm Bl Akmo1 phm-t)

et on continue jusqu’a se ramener a un cas déja considéré.
> Siky # 0 et s, =0, alors

tr M =tr (A" Bh . APy = tr (ARthn gl Akmo1 phmet)

et on procéde comme ci-dessus. O

8.3 Preuve du lemme 5.5

Soit w un mot non trivial de Gy = (o, 7) de longueur ¢ > 1, i.e. un élément w = ay ... ay,
avec a; € {o,071, 7,771} et a;a;,1 # id pour tout 7 € {1,...,/ —1}. Le mot w est de 'une des
quatre formes oF .- 7% 7F...0F oF...0% ou 7 ... 7F. La deuxiéme forme se raméne a la
premiére en considérant w—! au lieu de w, et les deux derniéres formes se raménent a I'une des
deux premiéres par conjugaison, sauf si w est simplement une puissance de ¢ ou de 7,0u un
conjugué d’une telle puissance, auquel cas le résultat provient de 6 ¢ 7@Q. Il nous suffit donc
de montrer que 1 n’est pas valeur propre de w lorsque w = o ---7%. Une récurrence simple

montre que w a une matrice de la forme

P -Q -R -S
Q P -S R
R S P -Q
S -R Q P

ou P, R sont des polynomes en cos 6 a coefficients entiers et (), .S des produits de tels polyndomes
avec sinf. Comme w est orthogonal, on a P? + Q* + R? + S? = 1. Un calcul simple montre
alors que le polynome caractéristique de w est A* — 4PX3 + (4P% + 2)\% — 4P)\ + 1.

Nous montrons ci-dessous que le degré de P est égal & /, la longueur de w. Si 1 était valeur
propre de w, on aurait 4P? — 8P + 4 = 0, une contradiction puisque cos § est transcendant.

Dans la suite, la notation < indique que seul le terme de plus haut degré en cosf a été
retenu. En utilisant cosmf =< 2™~ cos™ ) et sinmf < 2™ cos™ 1 fsinf et en notant cos f par
c et sinf par s, on obtient, avec ¢ = +1 et § = +1

c —es 0 0 c 0 0 —ds
em _ om—1 _m—1 ES C 0 0 Sk ok—1 k—1 0 c —0s 0
o =2 0 0 ¢ —es| T =% ¢ 0 6s ¢ 0
0 0 es ¢ 0s 0 0 c

En multipliant les deux et en utilisant s> = 1 — ¢? < —c?, on obtient

c —es —edc —0s

_ _ €8 c —0s  €dc
oM%< A(m, k, g, 8) = 2mThT2em kol
gdc s c —€£8
0s —edc €8 c
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Notons w = g™k ... gEnmardnkn avec g, §; = +1 et m;, k; > 1; ainsi la longueur de w est

€:m1+k1+---+mn+kn.
Nous affirmons que, pour tout entier n > 1, il existe &, in, G, Vn € {—1, 1} tels que &,(, =
UnVp €t
fnC —HnS _Cnc —Up$S
W= An — 2z—n—1ce—1 HnS gnc —Un$ Cnc
CncC Uy S EnC  —lnS
UnS —CpC  UpS &nc

Par récurrence sur n, montrons que c’est bien le cas. Pour n = 1, cela résulte du fait que
?
Ay = A(ma, ky,e1,01) et que Pon a & =1, ug =1, (; = €161 et vy = 4.
Supposons ensuite que la propriété annoncée est vraie pour un entier n > 1 et vérifions-la
pour n + 1. On voit que A, A(Mmy11, knt1, Ens1, One1) X Apgr avec

Eni1 = 3(En + Ensitin — Ens10n11Gn + Onsatn)
fini1 = 5(Ent1&n + pn + 0ng1Gn — Ens10ni1Vn)
o1 = 5(Ent10n11&n + Ongiftn + Co — EngaVn)
Unt1 = %(6n+1€n + €nt10n+1kn — Ent1Gn + Vn).

On montre facilement, a partir de ces égalités, que &, 11(y+1 = fnt1Vnt+1- 1l reste & vérifier que
Ent1s Mnt1, Cua1, Vna1 sont égaux a 1. En remarquant que ¢, = &, nVn, on obtient

gn—i-l = %(gn + En+1Mn + 6n+ll/n - €n+15n+l€n:unyn) = =+1

puisque, d'une maniére générale, si a, b, c sont égaux a £1, alors a + b+ ¢ — abc = £2. De la
méme fagon, on montre que i, 11, (ur1 €t Vpiq sont égaux a £1, ce qui achéve la preuve.

8.4 Solutions des exercices

Exercice 7.1. D’aprés le corollaire 4.8, il suffit de montrer que Isom™* R? est globalisant. Soit
G < Isom™ R? un GAF. Si G = {id}, alors G est trivialement un GAG. Sinon, soit f € G\ {id}.
Alors f est une rotation de centre a € R? et d’angle non nul. Soit g € G\ {id} arbitraire; g

est une rotation de centre b € R? et d’angle non nul. De plus on a [f, g| = id donc [f, g] est la

translation de vecteur cf(c;, avec ¢ = g(a). Comme G est un GAF, Fix [f, g] est non vide, donc
f(c) = ¢, donc ¢ = a, donc g(a) = a, donc a = b. Ainsi les éléments de G\ {id} sont tous des
rotations de centre a, donc Fix G = {a} # 0, donc G est un GAG.

Exercice 7.2. Soit G = (g), soit X un ensemble arbitraire et soit p : G — Bij X un morphisme.
On a alors p(G) = (p(g)). Soit H < p(G). Alors H est monogéne, engendré par un certain h,
donc Fix H = Fix h. Si H est un GAF, alors Fixh # (), donc Fix H aussi, donc H est un GAG.
Réciproquement, soit G un groupe non monogéne. Faisons-le agir par multiplication a gauche
sur 'ensemble X = P(G) \ {0, G} des parties non triviales de G : soit p : G — Bij X définie
par p(g)(A) = gA = {ga ; a € A}. Pour tout g € G la partie (g) est fixée par p(g), et elle
est non triviale puisque G n’est pas monogéne, donc p(G) lui-méme est un GAF, mais p(G) n’a
pas de point fixe global : étant donnée A € X, soit a € A et b ¢ A. Puisque b = (ba~')a, on a
b€ p(ba)(A) donc p(ba™')(A) # A. Ainsi (X, G) est excentrique, donc non globalisant.

Exercice 7.3. Notons p(Q) = {g1,...,gn}. Soit r; = % € Q tel que p(r;) = g, avec p; et g;

premiers entre eux, et soit M le ppem des ¢;. Alors p(Q) est cyclique, engendré par p(%), donc
globalisant d’apres ’exercice 7.2.

Exercice 7.4. En prenant z = z puis z = y dans (1), on obtient d(z,m) et d(y,m) < 1 d(z,y).
L’inégalité triangulaire d(z,y) < d(x, m) + d(m,y) donne les égalités. Si m’ est un autre point

38



vérifiant (1) alors, en appliquant (1) avec z = m’ et en utilisant d(z,m’) = d(y,m’) = %d(m,y),
on obtient d(m,m’) <0, d’'ot m = m/'.

Exercice 7.5. Théoréme de M. Frechet, P. Jordan and J. von Neuman |9, 11].

a. Dans un espace vectoriel normé, en tenant compte du fait que m = %(x + y), 'inégalité de
la médiane (1) pour z = 0 s’écrit ||z + y||? < 2(||z]|* + [|y[|*) — |||z — y||*. En écrivant pour
z=1(a+0b) et y=3(a—Db), on obtient I'inégalité opposée.

b. Posons (z|y) = (|l + y[|* — ||z — y||?). I suffit de vérifier que ( | ) est une forme
bilinéaire, symétrique, définie et positive. On a facilement (x|y) = (y|x), (x|z) > 0 et
((z]z) = 0= 2 =0). Il reste & montrer (z + 2’ |y) = (z|y) + (2’ |y) et Az |y) = Xz ]|y).
On a déja (0|y) = 0. En utilisant (5), on a :

(v + 2" |y) +(z —2"|y)
= i(lz+2" +yl* + llz — 2" +ylI” = [z + 2" —y|* = [lz — 2" = y|]?)
= 5 (I + 9l + |21 = [z = ylI* = [|2"[|*)
= 2(z|y).

Pour ' = x, on obtient (2z|y) = 2(x|y).
Pour z = (a+b) et 2’ = L(a —b), on en déduit {(a|y) + (b]y) = (a + b|y). On en déduit
(kx|y) = k(x|y), d’abord pour k entier, puis k rationnel, puis tout k réel par continuité de

la norme.

Exercice 7.6. Soit zyz un triangle hyperbolique et m le milieu géodésique de zy. Soit o =
Zzmx et = Zzmy € }O,g[; on a a+ =7 donc cosa + cosﬁ = 0. Pour alléger I’écriture,
on note ab la distance géodésique entre deux points a et b. Ecrivons l'inégalité du cosinus
pour le triangle myz : mz? + my? — 2mz.mycos a < yz2. En utilisant my = %:L’y, on obtient
mz* + sy —mz.xy cosa < yz*. De méme on a mz? + txy? —mz.xycos f < xz?. En ajoutant
ces deux inégalités, on obtient 2mz? + %mf < 22 + y2?, qui correspond bien & I'inégalité de la
médiane.

Exercice 7.7. Soit f : x 711” et g x — gj;i f et g ont des points fixes distincts.
Soit ki, 11, ..., km, L, des entiers relatifs tous non nuls sauf éventuellement & et [,,,. Le produit
h = fligh... fFngh est de la forme h : z +— % avec ad — be = 1. La recherche d’un point

fixe pour h aboutit a 'équation cz? + (d — a)xr — b = 0, de discriminant A = (a + d)? — 4.
D’aprés le lemme 8.16, on a |a + d| > 3, donc h a toujours un point fixe. Ainsi le groupe (f, g)
est excentrique.

Exercice 7.8. Soit G un GAF de Isom Hs. Identifions H3 & R x Hy. Pour chaque g € G, soit
©(g) : Hy — Hs, (z,y) — (z,g(y)). On vérifie que p(g) € Isom Hj et que Fix ¢(g) = RxFixg #
(. Ainsi H := ¢(G) est un GAF de Isom H3, donc un GAG puisque Isom Hj est globalisant, et
Fix H est de la forme R x A. On obtient FixG = A # (), donc G est un GAG de Isom H,.

Exercice 7.9. Soit f : R” — R"™ conservant la distance euclidienne. La formule

(@ ly) =5 (l=* + Iyl* = ll= — yII)

montre que la fonction g : x — f(x) — f(0) conserve le produit scalaire : on a (g(z)]|g(y)) =
(x| y) pour tous x,y € R™. On a alors, pour tous x,y € R" et tout A € R

lg(z + Ay) — g(z) — Ag(W)|I> = llg(z + 2A)[1* + () I + N[lg(w)]I*~
2(g(x + Ay) | g(x)) — 2X{g(x + Ay) | g(v)) + 2\ (g(z) | 9(y))
= [l + Ayl + |l2]> + X2 [ly||>~
2(x + Ay |z) — 2z + Ay | y) + 2\ (z | y)
=|lz+ Xy —x—\y||* =0.
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Ainsi, g est linéaire, donc f est affine. Comme ¢ conserve la distance euclidienne, elle est
injective ; comme nous sommes en dimension finie, elle est aussi surjective. Il en est de méme

de f.

Exercice 7.10. Soit F un e.v.n. et f: Y — E continue telle que

Va,be B, f(3(a+0)) = 3(f(a)+ f(b)). (11)

Soit g : E — E, z — f(x) — f(0). Alors g est continue et satisfait (11) et g(0) = 0. On a

g(z) = g(3(0+ 2z)) = 5 g(22), ce qui permet d’écrire (11) sous la forme

Va,be E, g(a+b) = g(a)+ g(b).

On en déduit que g(az) = ag(x) pour tout a € N, puis pour tout a € Q, puis pour tout a € R
par continuité de g et densité de Q dans R, donc g est linéaire, donc f est affine.

Exercice 7.11. Théoréme de Mazur-Ulam [22].
a. (i) Soit g € W,;. On a

lg(m) —mll <llg(m) = g(a)l| + lla = m|| = 2]la = m|| = [la = b]|

Dot : A < |la — b||.

(ii) Soit g € W,. Puisque s, est une isométrie qui fixe m, on a

lg*(m) —m|| = [[sm g~ sm g(m) —m|| = ||g" sp g(m) — m|

= l[sm(g(m)) — g(m)| = 2llg(m) —m|].

(iii) D’aprés les questions précédentes, d’une part A est fini et, d’autre part, pour tout
g € Wy, puisque s, échange a et b, on a g* € Wy, donc 2||g(m) —m|| < A, donc
2\ < A, donc A = 0. Par conséquent, on a g(m) = m pour tout g € Wy

b. (i) On a h(a) = s, flsw(f(a)) = sm fH(f(D) = $m(b) = a. On montre de méme que
h(b) = b, d’ou h € W, et, d’aprés I'item a, on a h(m) = m.
Par suite, f~'s,/f(m) = s,(m) = m, puis s,/(f(m)) = f(m). Comme s, a m’

comme unique point fixe, on a f(m) =m'.

(if) D’aprés la question précédente, pour tout a,b dans F, on a : f(5(a+b)) = 2(f(a) +
f(b)). Puisque f est continue, on en déduit que f est affine d’aprés exercice 7.10.

Exercice 7.12. Théoréme de Kakutani en dimension finie [1].

a. On vérifie facilement que || || est une norme. Pour montrer qu’elle est strictement convexe
sur F, soit x,y € F avec x # T et y ¢ RTz. On a alors, pour tout g € G, g(x) # I
et g(y) ¢ R¥g(x). Posons ¢(g) = [lg(z)l2 + lg()ll2 — [lg(z) + g(y)ll>- La fonction ¢ ainsi
définie est continue et a valeurs strictement positives sur G qui est compact, donc minorée
par un certain § > 0. On a ainsi, pour tout g € G, ||g(z) + g(y)|l2 < llg(x)|l2+ [lg(y)|l2 = <
||l + [ly[l — 0 d’ot, en prenant le sup : ||z +y|| < [lz]| + [ly|| - ¢.

Enfin on a [g(z) — g()|| = suppeq [|hg(x) — hg(y)|l2 = suppeq [|k(z) — k)]l = [z =yl
puisque G est un groupe (on a posé k = hg), ce qui montre que tout élément de G est une
isométrie.

b. Comme K est convexe, la moyenne de Cesaro o, = %(:1:1 + -+ x,) est dans K. Par
compacité, il existe une suite extraite (o,, )geny convergeant vers un certain a € K. On a
flon,) = i(b + -tz 41) = 0p, — n—lk(xnkﬂ — x1), donc la suite (f(oy,))ken tend aussi
vers a. Comme f est un endomorphisme d’un espace de dimension finie, il est continu, donc
(f(on,))ken tend vers f(a), d’oil on tire f(a) = a.
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c. Pour g € G, on note V, = {x € K ;g(x) # x} et on suppose par I'absurde que, pour tout
x € K, il existe g € G tel que g(z) # x.

(i) Puisqu'une isométrie est continue, chaque V; est un ouvert de K. Par hypothése,
K est I'union des Vj, g € G, donc par compacité il existe gi,...,gn € G tels que
K=V, U---UV,.

(if) Soit f = + (g1 + -+ + gn). Par convexité, on a f(K) C K, donc il existe a € K tel
que f(a) = a d’aprés le point b.

(iif) On a [Nall = [[gi(a) +---+gn(a)[ < llg1(a)l +- -+ llgn(a)]| = Nlal| (puisque les g;
sont des isométries), donc 'inégalité est une égalité, donc les gx(a) sont positivement
colinéaires par stricte convexité de la norme, donc tous égaux, donc tous égaux a a.
Ainsi le point a ne serait dans aucun des Vi, , une contradiction.

Exercice 7.13. Isométries de la sphére.

a. Pour tous z,y € S,,, on a (f(z) | f(y)) = cos <d(f(x),f(y))> = COS (d(x,y)) = (z]|y).
b. Pour z ouy =0, ona (f F(z)| fly )) =0=(z|y). Pour z et y # 0, on a

(F@) 1T = el Il F Gep) [ G = el il gy | i) = ().

¢. On a d’abord, pour tout z € R™!, | f(z)||> = <f (x)> = (z|x) = ||=||?, puis pour tous
1F ) = F@IP = IF@1 + IF I = 2(F @) [ Fw) = l=l” + lyl* — 26 |y) = |z — yl|*.
D’apreés I'exercice 7.9, f est aussi surjective — donc une isométrie — et affine. Comme
f(0) = 0, f est linéaire; elle est donc déterminée par ses valeurs sur un ensemble qui

engendre R, par exemple S, d’ou I'unicité.

Exercice 7.14. Prolongement d’une isométrie.
a. Ona (f(a;)—f(ao) | fla;)—f(ao)) = || f(ai)—=f(ao) >+ f(a;) = f(ao) >3l f(ai) = flaj)|* =
lla; — aol[* + lla; — aol|* — %Hai — ;| = {a; — ao | a; — ao).

b. On a

17@) = Fl* = | 3 (ula) = M) £ (@)

= [ 3 vt = 2w (700 = staa) |

- ZZ (ula) = X)) (s (2) = M) ) = Flaw) | Fla5) = faw))
- ;o jno (@) = M) (@) = M) (@ — a0 aj — ao)

= | (ula) = M) s — )| =l =yl

D’aprés I'exercice 7.9, f est aussi surjective, donc f est une isométrie.
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c. On a bien str f(a;) = f(a;) pour tout @ € {0,...,n}, par unicité des coordonnées bary-
centriques. Soit a € A. D’aprés ce qui précede, on a ||f(a) — f(a;)|| = ||a — a:|| pour tout
i €40,...,n}, donc ||f(a) — f(a:)|| = ||f(a) — f(a;)|| puisque f est une isométrie de A. Ainsi
f(a;) € Med (f(a), f(a)) pour tout i € {0,...,n}, or Med (f(a), f(a)) est un sous-espace
affine, donc f(a) = S o di(a)fa;) € Med (f(a), f(a)), donc f(a) = f(a), donc f est bien
un prolongement de f. Comme les isométries d’un espace affine sont affines d’apres I'exer-
cice 7.9, f est affine, et c’est la seule application affine de Aff (ao, ..., a,) prenant les valeurs

f(a;) aux points a;, d’out 'unicité.

Exercice 7.15. Le groupe alterné A; n’est pas globalisant.
Le groupe A4 posséde un sous-groupe isomorphe au groupe de Klein,

K = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)},

tel que :

> Le quotient A4/ K est isomorphe & Z/3Z.

> Tout élément de A4, \ K a au moins un point fixe (ce sont tous les cycles d’ordre 3).
Un sous-groupe excentrique G = (f,g) de A; est alors obtenu en prenant deux permutations
paires agissant séparément sur {1, 2, 3,4} et sur {5,6, 7} : pour f un élément de K sur {1,2, 3,4}
et I'identité sur {5, 6, 7}, par exemple f = (12)(34), et pour g un élément de A4\ K sur {1,2, 3,4}
et un élément de A3 sans point fixe sur {5, 6, 7}, par exemple g = (123)(567). On obtient pour
G un groupe a 12 éléments, produit semi-direct de K et de Ajs.

Les éléments de G dont la restriction a {1,2,3,4} n’a pas de point fixe, i.e. est dans K, sont
I'identité sur {5,6, 7}, donc tous les éléments de G ont bien un point fixe, mais f et g n’ont pas
de point fixe commun.

Exercice 7.16. L’action du groupe GL(3,Fy) sur X = F3 \ {0} n’est pas globalisante.
Identifions X avec {1,...,7} par

e, — i, €123 — 4, €93 — 5, €13 — 6,512 — 7.

Avec cette identification, on obtient f = (1,2,3)(5,6,7) et g = (1,4)(6,7) qui sont deux per-
mutations paires.

Comme les éléments de G sont linéaires et que Y engendre l'espace vectoriel F3, si la
restriction & Y de h € G est 'identité alors h est 'identité. De plus f et g envoient Y dans Y
donc 'application qui & h associe sa restriction a Y est morphisme injectif de G dans Sy.

Comme Fix f NFix g = 0, pour vérifier que laction de G est excentrique il suffit de vérifier
que Fixh # () pour tout h de G. Comme les éléments h € G induisent des permutations paires
agissant séparément sur Y et Z, il suffit de montrer que si la restriction de h & Y est une double
transposition alors sa restriction a Z est 'identité.

On constate que

(fgf)2 = (174)(273>

ce qui montre que l'action de G est excentrique.
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