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Abstract

Let o and 6 be in T* = R/Z. By the five distance theorem, the points ea+ k6, e = 0,1 and
k=0,...,q, divide T! into intervals having at most 5 distinct lengths. We study the lengths
of theses intervals.

1 Introduction

Soit « et O deux éléments du tore T! = R/Z et n1,ny des entiers. J.F. Geelen et R.J. Simpson ont
démontré que le sous-ensemble de T*

E(TLl,TLQ) = {kl()é + ko) : 0 < k1 < ni, 0<ky< n2}

découpe le tore en intervalles qui ont au plus n; + 3 longueurs distincts ([G,S]). Cependant, le
théoreme de Geelen et Simpson ne donne pas d’information sur les longueurs des intervalles. Dans
la suite, nous fixons n et faisons varier no.
Lorsque ny = 1, une description compléte des longueurs est possible grace au développement en
fraction continue (cf [Ra],[S]]). Mais, méme pour n; = 2, les relations entre les longueurs ne sont
pas connues. L’objectif principal de ce travail est ’étude de ces longueurs dans le cas n; = 2.
Nous donnons un algorithme qui remplace le développement en fractions continues. En fait, nous
retrouvons par une approche différente un algorithme de G. Didier ([Di]) et cela nous nous permet
de trouver une relation entre les longueurs des intervalles de T'\ E(2,n), qui n’était pas apparente
dans 'article de G. Didier. Dans le dernier paragraphe, motivé par un probleme de W.M. Schmidt
([Sch]), nous donnons quelques résultats dans le cas ot ny est quelconque.

Convention. On suppose que T! est orienté par I'ordre naturel de R. Les intervalles [a, b] ou
Ja,b[ de T! sont définis par cette orientation.

Notations.
1. [z] désigne la partie entiere du réel = et {2} sa partie fractionnaire.
2. long(I) désigne la longueur d’un intervalle de I de T*.
Soit «, 8 € T'\{0}.
3. Pour q € N, posons

E,={kf+eca:0<k<gq,e=0o0ul}.

4. Pour chaque g € N, la symétrie s, de T! dans lui méme est définie par s,(z) = ¢f + o — .
5. Le successeur d’'un élément z de E; est 'unique élément y de E, tel que l'intervalle ]z, y[ ne
contienne pas de point de Ey, on le note y = sucy(x). De méme, le prédécesseur d’un élément x
de E, est 'unique élément z de E; tel que l'intervalle ]z, z] ne contienne pas de point de Eq, on le
note z = pred, (x). sucq et pred, sont deux applications de E,; dans lui méme réciproque l'une de
Iautre.
6. Notons f, ¢ I'application Z? dans T' définie par fq (k1, k2) = k1o + k26.

Remarque importante : s,(E,) = E,.

2 Fractions continues

Le développement en fraction continue d’un réel peut se présenter de nombreuses manieres, nous
allons transposer dans la suite le procédé suivant.



Soit = €]0,1[. Posons L1 g =119 =1—x et Lyg = Iz = . Définissons les suites (L; ) et (Iin)
par les relations de récurrences :

Lin .
Lipiq = Ly, — [L;’W]LQ,TL siLin > Lop
. Lip si Lig < Loy

Lo n .
Lo 1= LQJL - [L?H]Ll,n S1 Ll,n < L2,n
" L27n si Ll,n > Lg)n

I _ ll,n - l2,n si ll,n > lQ,n
Ll ll,n si ll,n < l?,n

l _ l2,n - ll,n si ll,n < lQ,n
Zntl l2,n si ll,n > l2,n~

Les suites (L; ) sont reliées a la suite des réduites (z—:) en du développement en fraction continue
de x par les relations
{ L2,2n = q2nT — P2n
Li9n+1 = Don+1 — G2n+1%

valables si z €]0, 1[ (si z €]%,0[ il faut décaler les indices. Ces égalités se déduisent des relations de
récurrences du développement en fraction continue). Les suites (I; ,,) correspondent a l’algorithme
additif des fractions continues, elles permettent de déterminer les longueurs des intervalles des
ensembles de la forme |0, I[\{kzmod 1 : 0 < k < g}. Notre premier objectif est d’adapter les suites
l; » aux ensembles T'\ E, (section 3), puis de donner I’équivalent des suites L; ,, (section 5).

3 Apparition d’un nouvel intervalle

Hypothese : a et 0 sont deux éléments de T! tel que I'application f, ¢ soit injective sur {0, 1} x Z.

Pour chaque ¢ € N, considérons les deux intervalles voisins de 0, [pred,(0),0] et [0,suc,(0)], et
les deux intervalles voisins de a, [pred, (), a] et [a,sucy(a)]. Lorsque g croit ces quatre intervalles
se réduisent progressivement.

Définition 1 Nous dirons qu’un entier Q > 1 est un changement si l'un au moins des quatre
intervalles [pred(0), 0], [0,sucq(0)], [predg (), a] et [a,sucq(a)] est différent de l'un des quatre
intervalles [predg_4(0),0], [0,sucq-1(0)], [predg_;(a),a] et [a,sucg—1(a)].

Ordonnons par ordre croissant la suite des changements et appelons (Qy)r>0 la suite obtenue,
nous avons Qo = 1. Notons I, = [predg, (0),0], I, = [0,sucq,(0)], I3, = [predy, (@),q]
et Iy, = [a,sucg, (a)]. L’hypothese d’injectivité montre que (g; n,€in)i=1,2,3,4 sont définis sans
ambiguité par

Il,n = [Q1,n9 + €1,nQ, 0]7 I2,n = [07 q2,n9 + 52,77,04]7
I3,n = [q3,n9 + €30, 04]; I4,n = [aa QS,ne + 8S,nO‘]

enfin, notons Iy, la.n, I3 €t l4 ,, leurs longueurs respectives. Nous appellerons (g; n, lin, €in)i=1,2.3,4
les données au changement @,,.
Commencons par déduire les données au changement @, 11 & ’aide des données au changement

@n-

Définition 2 Soit n € N et 4,j € {1,2,3,4}. Nous dirons que le couple (ordonné) d’intervalles
(Zin,Ij ) est compatible si les conditions suivantes sont réalisées :

i) i et j n'ont pas la méme parité (les intervalles I, ,, et I, ne sont pas du méme coté de 0 ou o),
Z’L) li,n < lj,n}

iii) sii =1 ou 2 alors €, +€; €{0,1} et sii =3 ou4 alors €, +¢;, —1 € {0,1}.



Théoreme 1 Soit ), un changement tel que q1 n, @2,n, g3,n €t qan > 1. Nous avons :

1. Quy1 =min{qin + qjn : (Lin, Ljn) soit compatible}.

2. L’intervalle I 11 est différent de I;,, si et seulement si il existe i tel que le couple (Zin, Ij,n)
soit compatible et tel que Qni1 = @i + @jn, 0N a alors Qni1 = gjn+1. Dans ce cas nous dirons
I;n passe dans I;,,.

3. Si I; , passe dans I; ., alors Uintervalle I ,, est la réunion de 1,11 et d’un translaté de I; ,, :

stit=1 ou 2 Ij,n = 1jn+1 @] (Iz,n + Qj7n0 + Ej,nOé),
sii=3oud Ijpn=1ITjn1Ulin—a+qnl +ejna),

Uintersection de 1,41 et du translaté de I;,, étant réduite au point qjn410 + €5 pnp100

Remarque 1. Si (Ijn, 1) et (Ign, ;) sont compatibles et tels que Qni1 = Gin + ¢jn =
Qk,n + Qjn alors I, et Ij, sont translaté I'un de l'autre et, & la fois I; ,, passe dans I, et Iy,
passe dans I} ,,.

Preuve de la remarque 1. Supposons j = 1. Alors ¢ =2 et k = 4. Notons ¢ = ¢2,, = G4,
Comme sucg, (0) = g8 + €2 ,&0 # sucg, () = ¢ + €4,0 NOUS avons €3, F# €4.,. Or d’apres
la compatibilité, €;,, + €2, € {0,1} et €, + €4, —1 € {0,1} donc €2, = 0 et €4, = 1. Par
conséquent I, = [0,¢0] = [a, 0 + o] —a = Iy, — cv.

Un algorithme additif donnant la suite des changements (Q,,) et les données (gi n, li n; €in)i=1,2,3.4
se déduit du théoreme :
On cherche d’abord les couples (I; », ;) compatibles puis ceux tels que g; n + ¢j» soit minimal
et on appelle C(n) 'ensemble de ces couples. Les données (g;n+1,ljn+1,€jn+1), J = 1,2,3,4, sont
obtenues par la regle suivante
si il n’existe pas de 7 tel que (I, I; ) € C(n) alors (gjn+1,ljn+1,Eint+1) = (@j.ns Ljns€jn ),
si il existe ¢ tel que (I; n,I;n) € C(n) alors

qjn = qjn + Gin,

lj,n+1 = lj,n - li,na

Ejntl =Ejn T Ein sit=1ou?2
Ejmtl = Ejn +En—1sii=3ou4

Démonstration du théoréme 1.
Remarquons d’abord que Q41 < Q@ = min{¢; , + ¢j.n : (Lin, Ij») soit compatible}. En effet, si le
couple (I; n, I; ) est compatible et si Q = ¢; , + g;,» alors le point

5= qjnf +€jna+ ¢ nb + €5 o lorsque i = 1 ou 2
| gl +ejne— a4 ginb+ e palorsque i = 3 ou 4

appartient a Fq, la condition de compatibilité sur les longueur montre aussi que 3 appartient a
I'intérieur de 'intervalle I} ,, par conséquent Qn4+1 < Q.

Montrons simultanément 2, 3 et inégalité @11 > . Au changement @, 41, 'un au moins des
quatre intervalles I, est modifié, supposons qu’il s’agisse de I ,, c’est-a-dire que I1 41 # 11 p,
les autres cas se traitent de la méme maniere. Nous avons Qn4+1 = q1,n+1-

A. Montrons que g1 n0 + €10, q1,n4+160 + €110 ne contient pas de point de Eg,, .

Supposons le contraire. Par définition de Q,+1, Uintervalle g1 ,0 + €1 ,,0[ ne contient aucun
point de Eq,,,—1 donc ]q1 0 + €1 n,0[ devrait contenir les deux points de Eq, ., \Eq, . ,—1 qui
sont Qn110 et Qn 410 + a. Appliquons la symétrie sq,, . ,, elle préserve Eq, ., donc

{07 O‘} = SQn+1 ({QTL+107 Q7L+10 + Oé}) = SQn+1 (]ql,"lo + 1m0, O[HEQn+1)
:]Q’I’L+19 + «, (Qn+l - Q1,n)9 + (1 - El,n)a[ﬂEQHJA'
Par conséquent, 0 et o appartiennent & l'intervalle |Q,4+10 + o, (Qn+1 — ¢1.0)0 + (1 — e1.)f et

ce sont les seuls de Eg, . dans cet intervalle. Donc I'un des intervalles ]0, af ou Ja,0[ est inclus
dans l'intervalle |Qp 10 + o, (Qni1 — q1,n)0 + (1 — €1.,) [ et ne rencontre aucun point de Eg, ., .



Comme Eg, C Eg,,, I'un des intervalles |0, a ou ], 0[ ne contient pas de point de Eq, ce qui
contredit ’hypothese ¢;, > 1, ¢ =1,2,3,4.

B. Comme sq, ., est une involution bijective de Eg, ,, dans lui méme, I'intervalle

I= SQunt1 (]QLna + €100, Q1,n+19 + 51,7L+105D :Kl - €n+1)04, (Qn+1 - q1,n>9 + (1 - 51,n)a[

ne rencontre pas Eq, ., donc (Qny1 — q1,0)0 + (1 — €1,n)a = sucq, (0 ou a). D’autre part
Qnt1 — q1.n < Qny1, par conséquent Qpn 1 — q1,n = g2,n OU Ga n, d'0ll

7= I =]0,q2,n0 + €2 na sl €1 pp1 =1
I4,n :]aa q4,n9 + 54,na[ si Eln+1 = 0

et par injectivité de application (g,q) € {0,1} x N — ea+¢f nous obtenons

Qni1 =@+l = QU+ q2n €t E1ng1 = €10 T €20 Sl €1 ny1 =1
Qnt1 = Qn+1 = Qn +qan et €11 =€1n +E4p —18i€1p41 =0

Pour achever la démonstration il reste & vérifier que le couple (I, I ;) est compatible, les conditions
i) et iii) sont satisfaites d’apres ce qui précede et la condition sur les longueurs est une conséquence
de I’inclusion

SQn+1 (I) :](h,na + €100, q1,n+19 + 51,n+1a[c Il,n«D

Remarque 2. On n’a jamais €1, = €2, =00u €3, = €4, = 1.

En effet, si €1, = €2, = 0 les grands intervalles de la suite (a + ¢0)4<q, sont de longueurs
L1412, (voir le théoreme des trois distances et les relations entre les longueurs, par exemple dans
[A,B]). Le point 0 est dans 'un des intervalles déterminés par cette suite, soit I = [a+ k0, a + k'
cette intervalle. La longueur de I est <l ,, +la,, donc [a+ k6,0] C I, ou [0, + k0] C I ,,. 11
en résulte que [a + k0,0] = I, ou [0, + k'0] =I5, et o+ kb = ¢1 .0 ou oo + k'0 = ¢2,0 ce qui
contredit « ¢ Z6.

Remarque 3. Sili, =l ouls, = l4, alors 20 € Z6.

En effet si 11, = lo, alors —(e1pa + q100) = €2 pa + g2,0 done (1, + €2n)r € Z6 et
€1,n +€2,n =1 ou 2 d’apres la remarque précédente.

4 Initialisation

L’apparition de nouveaux intervalles est décrite par le théoreme 1 lorsque q1 5, g2,n, ¢3,n, Ga,n > 1.
Appelons ng le plus petit n tel que qi.n, G2,n, G3,n, qa,n > 1 et cherchons les données & l'instant
Q = Qny- SiQpn, =1 les données sont faciles a trouver car les points de E; doivent étre placés sur
T! dans I'un des deux ordres 0,6, o, + 6 ou 0, + 6, @, 6. Le cas Qp, > 1 est I'objet du théoréme
suivant.

Théoréme 2 Soit (p,)n>0 la suite des dénominateurs des réduites du développement en fraction
continue de 0. Il existe n > 0 tel que Qpn, = pn. Si Qn, > 1 les données sont de l'une des quatre
formes suivantes

(q1,no7l1,no) = (Q?),no;l?),no) = (p’m ||pn9||)7 €1,mg — 1- €3,ng — 0,
<QQ,no’ l2,noa52,no) = (pnfb ||pn719H - ||Ot|| ) 1);
Q4,05 14,0, €4,n0) = (Pns ||| — [[pnb]], 0)
(QQ,nml2,nov€2,no) = (pn, la]l = |lpnf]] , 1),
(Q4,novl4,n07€4»no) = (pn—la ||pn—10|| - Ha” 70)

si long([0,0]) > 1 alors

st long([0,0]) < % alors

(q2,’ng,l2,’ng) - (q4,n07 l4,n0) = (pna HpnaH); E2.ng = 1- E4ng = 07

. l € ): (P -1 ||P 719H - ||04|| 1)

si IOH 0 a > 1 alOT’S (ql,’ﬂ(n 1,n07<1,ng n ) n 9 )
8(l0.a]) 2 3 (G50 L3 g E3.m0) = (P || — [[pa0]]0)

' Lmrme) = (Pt 18l — o], 1)

i 1011 0,0é < 1 alors (QI,noa 1,n0><1,n0 n ) n ) )
gll0a]) = 3 (@3m Tz E3m) = (0o 1]l — [pa61],0)



Démonstration.

Le cas Qn, = 1 se traite par un simple examen des différentes configurations. Nous supposerons
dans la suite Q,, > 1. Appelons p le plus petit entier k£ > 1 tel que ||pf|| < ||«||. La propriété de
meilleure approximation du développement en fraction continue montre qu’il existe n > 0 tel que
p = pp. L’hypothese @, > 1 montre que p, > 1. Quatre cas se sont possibles suivant le signe de
long ([0, a]) — % et la parité de n ; les raisonnement sont identiques dans les quatre cas. Supposons
long([0,a]) > 4 et n impair.

Nous avons ||«| = long([a,0]) et p,f €]a,0[. Pour tout ¢ € {1,...,p, — 1} ni ¢, ni a + ¢f
n’appartient a Uintervalle ]« 0] car ¢ €]a, 0 entraine ||¢8]| < long([a, 0]) et a+ ¢ €], 0] entraine
lg0]| = |l + qf — || < long([ex, 0]) ce qui contredit la définition de p,,. Par conséquent Q,, > py,.
Comme n est impair, p,0 €]a,0[ et p,0 + o ¢]a, 0] donc @y, = pyn €t

(Q1,noal1,n0’€1,no) = (pm ||pn9|| 70) et (Q47no’l47nov547no) = (pna HO‘” - HpneH ’0)'

Déterminons (¢3.ng s 13,n0, €3.ne ). NOUs avons a+p,0 €0, of et long([a+pnb, a]) = ||p,8|; montrons
que si g € {1,...,p, — 1} alors ni ¢f, ni a + ¢f n’appartient a Uintervalle Ja + p, 0, «[. En effet,
a+qb €la+ p,b, of entraine ||¢f]] = ||a + g0 — a|| < long([a+ prb, ) = ||pnd]| ce qui contredit la
définition de p,,. Ainsi a+ ¢ n’appartient ni a Ja+ p,0, o[ ni & |a, 0] donc a+ g8 €]0, a+ p,0[. De
méme, ¢ €]a+ p,0, af entraine o + p,0 €|a, ¢8| ; or |a, ¢b[ est inclus dans |a, a + g0[U[a + ¢b, 0]
et en vertu de propriétés du développement en fraction, o + p, 6 n’appartient pas Ja, « + ¢6[ donc
a+ ppb €la+ qb, q0] et
a+ ppb — qb €la+ ¢, ¢0]—qf =]a, 0].

Cela contredit la définition de p = p, car 1 < p, —q < p, et ||a| = long(Ja,0[) < L. Nous en

2
déduisons
(q3,n07 l3,n0a 53,n0) = (pna ”pnGH 5 1)

Il reste & déterminer (g2, 12,4, €2,no)- Cherchons le voisin droit de 0. Le point —p,,_160 appartient
a )0, af car ||pn—160]| > long(]e, 0]). Par conséquent o €] — pp—16,0[ et @ + pp_10 €]0,p,—10]. Les
propriétés du développement en fraction continue montrent que pour tous les ¢ € {0, ...,p, — 1},
a + g n’appartient pas Uintervalle |a, oo + p,—10] qui contient |0, p,—16[, de méme ¢f ¢]0, p,,—10]
pour tous les g € {1, ..., p, }, donc le voisin de droite de 0 est o + p,,—16 et

(q2,nov 12,n0,52,n0) = (pn—17 ||pn—19H - ”O‘H ) l)D

5 L’algorithme de Gilles Didier

Définition 3 Nous dirons qu’un changement @, est essentiel si q;, > 1, 1 = 1,2,3,4, et si

(Qn =dq1n = 43n et €1,n = 1- €3.n = 0) ou (Qn =q2.n = Q4n et E2.n = 1-— €4 = 0)7 dans le
premier cas nous dirons que le changement est impair et dans le second pair.

Le changement @),, défini par le théoreme 2 est essentiel. Les changements essentiels for-
ment une sous-suite de la suite des changements. En fait, la suite des changements correspond &
I’algorithme additif des fractions continues et le théoréme suivant montre que la suite des change-
ments essentiels correspond a ’algorithme multiplicatif des fractions continues.

Introduisons quelques notations. Soit @), un changement essentiel. Posons

S li,n si @y est impair
" lan si @, est pair.
yn

X
Yn = ll,n + lQ,na Zn = ll,n + lQ,n + l3,n + l4,na Up = = et v, = —
Zn Zn

Théoréme 3 1. la suite des changement essentiels est infinie.
2. Soit Q,, un changement essentiel et Q. le changement essentiel suivant. Il y a deuz cas :

{2y <{azdou {32} > {35}



Dans le premier cas, les changements essentiels Q,, et Qy ont la méme parité et

Lp = xn(l - {i})’

1—v,

1,

Yn' = ,’L‘n(l - { Wy

Zny = Tp (2 — {i})

[ O B G o R £
2- (L) 2- ()

Dans le deuzxiéme cas, les changements essentiels Q,, et Q. n'ont pas la méme parité et

Upr =

1
Tp' = mn{?}v
n

Ynr = Tn(1+ {*} { b,

B o B U e £
n’ ) n- .
1+ {1} 1+ {-}
Démonstration. Supposons qi, = g3, €t €1,, = 1 — €3, = 0. D’apres la remarque 1, on a
n — 1-— E4n = 1.

Tant que les intervalles I7 et I3 sont les plus courts, les intervalles I; ou I3 passent successive-
ment dans les intervalles I et I,. Appelons @ = @, le premier changement apres @, tel que I
ou I soit plus court que Iy et I3. Comme €1, =1 —€3, =0o0n a &;n = €;.n,-

Trois cas sont possibles {4 n, <l pny <Uing, lon, <lip, <lan, €t lyn, etlon, <lin,.

Traitons le cas Iy n, <lin, <lin,,les autres se traitent de la méme maniere.

Tant que I; est plus court que I, aux étapes suivantes soit I; passe dans I soit I, passe dans I3,
I, ne peut passer dans I; car on aurait ¢ = —1. D’autres part, I; ne peut passer dans I3 qu’une
seule fois sinon on aurait eg3 < —1. Du changement (J,, au changement Q,,,, I; est passé [l ] fois

dans I, [ I ] fois dans Iy, et I, est passé une fois dans I3. Donc au changement ) = Qn2 on
aboutit & la situation suivante :

q1,ns = q1,n; ll,nz = ll,'ru €lmy = €1,n = 07

l l
q2.ny = 42.n + [ﬂ]an, 12,n2 = lQ,n - [ 2 n]ll nsy €2,ny — €20 = 1
ll,n ll n
l4 l4
qa,n, = q4,n + [li]ql,n» l4,n2 - l4,n [l n]ll ny €4ny = €4n = 0
1,n 1,n
lan
QB,TL2 :q3,n+q4,n+[l ]Q1 ny l3 No lB,n _14,n [l ]ll ny 53 neg — 1+(€4n_ 1) :0
1,n 1,n

A la prochaine étape on voit grace aux valeurs de €;,, que ni I3 ne peut passer dans Iy ni
I dans I donc Iy passe dans I; ou I3 passe dans I5. Or le couple (I, 1;) est compatible et
42,5 + Q1,ny < G3.ny + @2,n, donc Iy passe dans I;. A Pinstant @ = Qp,+1 = Qn, on aboutit a

lon
dins = q1n + q2.,n + [ ](J1 n ll n3 — ll,n - l2,n [ ]ll ny €l,ns = €1,n + E2,my = 17

I n 5} n

Les q;, l;, €;, 1 > 2, ne sont pas modifiés.
Compte tenu des valeurs des ¢;, a la prochaine étape Iy passe dans I, ou l'inverse, ou I passe
dans I3 ou l'inverse.



On remarque que

Iy
qd1,ns + qa,ns = q1,n + q2,n + [77](11771 + qa.n + [

n l47n
ll,n

an ]QLn

= q2,n3 + q3,n3

et

l2.n lan
b = lany = ln = (2 = [ V0.0) = (= [ )0.0),
1,n 1,n

= l3ng — l2,ng-

Des deux relations précédentes, on déduit que si Iy y; —lang; = I35 —Il2,n, > 0 alors au changement
Qn' = Qny+1, 14 passe dans I; et I dans I3 et sily p, —lang = I3,ny — 2,0y < 0 alors I} passe dans
I, et I3 dans Is.

Cas 1. anS - l4’n3 = 137n3 - lg’ng 2 0.

lZ,n l4,n

Qn/ =qn =430 = Q@n T qan+ ([l
1,n

J+

I ] + 1)q1,n
1,n

lo.n lan
L =3 =lin —lon + %}zm — (lym — [f}zm)

) )

E1,n = 1-— E3,n = 0,

2, la,
q2,n' = q2,n + [ll n]ql,na ZZ,n’ = l2,n - [ﬁ]hﬂu Ean' = E2n = 17
s n

4.n

qa,ny = q4,n + [ ]ql,na l4,n2 = l4,n -

ll,n ll,n

Le changement @),/ est donc essentiel impair.
Cas 2. l17n3 - l4’n3 = 13,n3 — lg’ng S 0.

l
[ﬂ]ll,na E4ny = E4n = 0.

lom l
Qn’ =Qn =q4n =Q@nt+ qan+ ([127 } + [14,71] + 1)Q1,n
1,n 1,n
lQ,n l4,n lQ,n l4,n
lo =lan = —lip +lon = [77lin + (g = [777]l1n) = o +lan — (= {77 D,
ll,n ll,n ll,n ll,n
Ean/ = 1- E4n! = O,
lgm l2,n
i, = q1,n + q2,n + [f]Q17n, ll,n’ = ll,n - {l }ll,’ru E1,n = 1
1,n 1,n
l4,n l4,n
QB =430+ q4n + [7]q1,n7 lB,n’ = lS,n - {7}l1,na en = 0.
ll,n ll,n

Le changement @, est donc essentiel pair.

Exprimons a 'aide de w,, et vy, la condition {1 5, — l4.n; > 0.

lon lan
Ny = lams =l — lo + [l — (L — [14’ 1l1,n)
1,n 1,n
n — Tn Zn — Tn — Yn
= (@0 — (g — 20) + [P0 — (20— 0 — ) + [,
Ip Tn,
_ Yoq . “n — Yn
=Ty + [xn]xn Yn (Zn yn) + [ . ]xn

a1 (0 () — (- () - (),

Un



donc Iy py = lapy > 0= 1— {1} — {2} > 0= {2} < {1},
Exprimons (u,, v,/ ) en fonction de (un, vn) Pour alleger n’écrivons pas les indices n aux lettres
T,Y,z,u et v.

Cas 1. 1 {13°} - {%}>0(0u{ F<{iD:
Nous avons {1=2} + {£} =1+ {1 }
lon lan lon lon
& =1y — o+ [ 200 — (i — [0 0) = b (1 — {222} — {27))
ll,n lln ll,n ll,n
Yy—x z—2x—y v
el —{— - {——h=al b
1
= ]_— —_
r(1- {2 ),
/ l2n l4n l2n
Yy :ll,n_l2,n [ Nln_(lﬁl,n_[ ]ll n)+l2n_[ ]lln
lln lln lln
lgm z—2x—y z—y
= 1— 2 = 1— —_— == 1_
bl = (720 = = (=) == 50
1—wv
— 21— {—)),
/ l2,n l4,n l l4,n
# =2l = o+ [ ln = (lan = [ ]l1,n))+l2,n—[l ]l1n+l4n_[l J1n
1,n 1,n 1,n 1,n
lon l lon 1
= a2~ {7 D =2 {0
,_1—{%} ;- + {3
u = T V= —— g
2—-{3} 2—-{y}
Cas 2. 1 — = {2} <0 (ou {2} Z{%})
2y =1+ {1i}.
l27n l4,n
lin+lon— [l Jlin + (lan [l 1lin)
1,n 1,n
I n lon
=l (— 2 2y
v
=z(- w )
1
73:{5}’
' 127n l4n l2,n
y = *ll,n + lZ,n - [7]l1,n + (14,n - [ ]ll n) +1 n {7}ll,n
l17n ll,n ll”ﬂ
lan z—x—y
= bl } =2 }

:x{l

Uy =a 4 - (),

2 =2l + b — [+ (an = 2 0n) +ln = {2 M +lan — {7 Ham
ll,n ll,n llvn
l2,n l4.n
ll,n + {%}ll,n
ll,n ll,n
1 v 1
o Y=+ {})
Rt BRI B £ e (o g

1+ {1y 1+ {1}



6 Relations entre les longueurs
Théoreme 4 Pour tout n > 1 tel que ¢; , > 1,1=1,2,3,4 on a

Q1,nl2,n + q2,nll,n + q3,nl4,n + q4,n13,n =1.

Démonstration.
On procede par récurrence sur n. Soit ng le plus petit n tel que chaque g; ,, soit > 1. Le théoreme
2 fournit les données a l'instant @,,. Examinons le premier cas du théoréme 2, les autres sont
analogues. Nous avons

(anoaano) = (QS,nO;ZS,nO) = (p’l’b? ||pn9||)7 51,710 = 1 - 53,710 = 07
(q2,n0ﬂ 12,n0ﬂ€2,n0) = (pnflv ||pn*19|| - ||a|| ) 1)7
(G4,m0> 140> E4,m0) = (P llal] = [[Pnf]], 0)

donc

QI,nOZQ,nO + Q2,n0117n0 + q3,n0l4,no + q4,n0l5,n0
= Pn([Pn-10[l = llall) + Pr—1 [Ipn0]| + Pu(llell = Ipnfl]) + pr [[Paf]
= DPn ||pn—16H + Pn-1 ||pn0||
Or Pn, Hpn—lGH +pn—1 ||pn0|| =1 donc q1,nol2,n0 + q2,noll,ng + QS,n0l4,ng + q4,nol =1
Supposons la relation vraie pour n et montrons la pour n + 1. Reprenons la démonstration du
théoreme 3, nous remarquons que les changements sont de deux types possibles :
1. I; passe dans I5 ou 'inverse ou encore I3 passe dans I, ou l'inverse.
2. Iypasse dans I, et I3 passe dans Iy ou I passe dans I et I passe dans I3 et on aboutit a un
changement essentiel.
Supposons que Iy ,, passe dans I ,. Alors

@20+l = @n + Qm, l2ne1 = lon — lin,
d’ou
Gnlon+@nlin=qnllont1 +lin) Fenlin

= qinlont1 + (@20 + @1 n)lin

= q1,n+1l2,n+1 + @2 nt1l1,n41-

De méme si I3, passe dans I4, nous obtenons

@Bonlan + @anlzn = @nrilant: + @ant1lz
Par conséquent
1= ql,nZQ,n + q2,nl1,n + q3,nl4,n + q4,nl5,n
= @i nt1l2n+1 T @at1linrr + Brtrilantr + @Gnril3nr-

Dans le cas olt on aboutit & un changement essentiel, nous avons lorsque I ,, passe dans Iy, et
I3, passe dans Iy, (autre cas est identique)

Qin+1 = @n+1 =G4n T 910 = Bn+ G20
l4,n+1 = l2,n+1 = l4,n - ll,n = lQ,n - l3,n
d’ou
1= QI,nZQ,n + q2,nl1,n + q3,nl4,n + q4,nl5,n
=@ nllont1 +ln) F @nlin +Bollanss +ln) + @anlsn

= qinlont+1 + (@20 + Bo)lin + Brlansr + (@10 +@30)l30
= qint+1l2,n+1 + @1l nt1 + Boorilansr + @nt1ls npr O



7 Remarque sur un probleme de W.M. Schmidt

Conservons les notations de l'introduction. W.M. Schmidt a démontré que pour tout couple («, 6)
il existe une infinité de n € N tel que la distance de 0 au point le plus proche de E(n,n)\{0} soit
inférieure & n~* ol w est le nombre d’or ([Sch]).

L’exposant w n’est probablement pas optimal car en symétrisant 'ensemble E(n,n) :

E'(n,n) = {kia+ kol : —n < kq,kay < n},

la distance de 0 au point le plus proche de E’(n,n)\{0} devient inférieure & n=2 pour tout n. En
fait, W.M. Shmidt n’exclue pas que le bon exposant soit 2 ([Sch]).

Fixons n1, de maniére analogue a W.M. Shmidt, on peut chercher une estimation de la limite
inférieure quand ny tend vers Uinfini, de la distance de 0 & E(n1,n2)\{0}. En particulier,
existe-t-il une constante C' telle que pour tout ny > 1 on ait d(0, E(n1,n2)\{0}) < HSLQ pour une
infinité d’entier nyo € N 7

Une idée naturelle pour aborder ce probleme est donnée par le lemme suivant.

Appelons J (n1,n2) ensemble des intervalles déterminer par T\ E(ny,ng) (c’est  dire I'ensemble
des composantes connexes de T\ E(n1,n2)). Notons long(I) la longueur d’un intervalle I et posons

C1 = Ci(n1,n2) = {I € J(n1,n2) : long(l) = min{long(J) : I € J(n1,n2)},

C; est I’ensemble des intervalles de longueur minimale.

Lemme 1 Si 0 est extrémité de l'un des intervalles de Cy alors d(0, E(n1,m2)\{0}) < L

— ninz’

La démonstration est trés simple. Nous avons 3 ;¢ 7, ) long({) = 1 et card J (n1, n2) = nins

donc si 0 est 'extrémité de lintervalle Iy € C; alors ninslong(lp) < 1 et la distance de 0 a
E(ni,n2)\{0} est < n11n2.
Par conséquent si le couple (a,0) est tel 0 soit l'extrémité d’un intervalle appartenant &

Ci(n1,ng) pour une infinité de ngy alors

1
d(0, E(ng,n2)\{0}) < —— pour une infinité de no.
ning

Cependant méme pour n; = 2, cela est faux. Pour le voir utilisons les algorithmes des paragraphes
3 et 5.

Proposition 1 Il existe un couple (o, 0) € T x T! tel que pour tout n € N on ait min(ls , ls ) <
min(ll)n, lgm).

Démonstration abrégée.
Exhibons un couple («, ) tel que pour tout n on ait min(ly p,l2,,) < min(ls,,l,). Le couple
cherché est alors (—a, ) car la translation z € T' — z + a envoie

{-ea+kf:e=00ulet0<k<gq}

sur
E,={ea+kf:e=00ulet 0<k<g}

et envoie —a sur 0.
Soit x positif vérifiant 322 —x —1 =0,z = HT‘/E €]0,1[. Prenons

243z

= 32 1641

{ a = 2L mod1
0 243z

Nous avons sucy (0) = a + 6, suc; (o + 0) = a, suci(a) = 6 et suc(d) = 0 donc g1,0 = g2.0 = 3,0 =
ga,0 = 1. Un calcul montre que

1 I — x - 1 I — 2x
243z 0T 243 B T 243 T 9 3

lip=

10



Appliquons 'algorithme de G. Didier, nous avons

5—+13 22+ 2V13
6 T e

Uo

Comme {2} > {u—lo}, nous sommes dans le deuxiéme cas de 'algorithme et un calcul montre que
U1 = Ug, V1 = Yo,

donc (up,vp) est un point fixe de 'application T définie par 1’algorithme de G. Didier. Si @, est un
changement essentiel, & un facteur multiplicatif pres les longueurs {1 ,,, ..., ls,, se déduisent de u,, et
v, ; donc d’un changement essentiel au suivant, les inégalités entre les longueurs seront les mémes
qu’entre le premier et deuxieme changement essentiel. Un calcul élémentaire mais fastidieux,
montre que l'inégalité min(ly ,,,l2,) < min(ls,,ls,) est valable pour n = 0,1,2,3 et comme les
deux premiers changements essentiels sont Qg et Q3 cela prouve la proposition[]

Dans la direction du probleme précédent on peut prouver un résultat positif.
Posons
Co =Ca(ni,n2) ={I € J(n1,n2) : I(I) = min{l(J) : I € J(n1,n2)\C1},

Cs est I’ensemble intervalles dont la longueur est la deuxiéme plus courte possible.

Proposition 2 Si f,¢ est injective sur {—n1+1,...,n1—1} X Z alors il existe une infinité d’entiers
ny tel que 0 soit lextrémité d’un intervalle de Ci(nyi,ns) U Ca(ny,ns).

Pour démontrer cette proposition nous avons besoin d’un résultat intermédiaire intéressant
par lui méme. Appelons £(ni,n2) 'ensemble des intervalles dont les extrémités sont distinctes
et appartiennent a E(ni,n2). Pour chaque I appartenant a &£(nj,ns) notons or(I) = (ki,ks)
et ter(I) = (j1,42) les deux couples de R(ny,n2) = {0,....,n1 — 1} x {0,...,n2 — 1} tel que I =
[kloz + kg@,jla + ]29]

Proposition 3 Supposons fue injective sur {—n1 +1,...,n1 — 1} x Z. Alors
1. lun des sommets (0,0) ou (n1 — 1,0) du rectangle R(n1,n2) appartient ¢ or(Cy1) U ter(Cy),
2. l'un des sommets (0,0) ou (n1 —1,0) du rectangle R(ni,n2) appartient ¢ or(Cz) U ter(Cs).

Preuve de la proposition 3.1. Soit I = [kja+ ke, jia+ ja0] € C;. Les couples de différence
(k1 — j1, ko — j2) ont quatre signes possibles. Examinons I'une de ces possibilités, les autres se
traitent de la méme maniere. Si k1 > j; et ko < jo alors

I'=T1+ (TL1 —1- kl)Oé— kol = [(n1 — 1)0&, (]1 +n; —1— k‘l)a—i— (]2 — ]412)9]

est un intervalle de méme longueur que I et dont les extrémités sont dans E(n1,ng), donc I’ € Cy.
Comme (ny —1,0) = or(I’), on a bien (n; — 1,0) € C;.

2. Remarquons d’abord que si I appartient & £(n1,n2) alors le couple ter(I) —or(/) ne dépend
que de la longueur de I car lapplication f, ¢ est injective sur {—ns +1,...,n1 — 1} x Z. Appelons
uy la valeur commune de ter(I) — or(I) pour I € C;.

Soit J € Cy. En raisonnant sur les signes du couple ter(J) — or(J) on voit comme dans 1 qu’il
existe un intervalle J' appartenant & £(ni,ns), déduit de J par une translation et dont I'une des
extrémités est 0 ou (ny; — 1)a. Si J’ appartient & J(ny,ns) alors J' appartient & Cy sinon il est
la réunion de k > 2 intervalles Iy, ..., I, appartenant & J(ny,ns) et comme J appartient a Cy les
intervalles I, ..., I, appartiennent tous a C;.

Nous avons ter(J') — or(J') = ter(J) — or(J) car J et J' ont la méme longueur. De méme,
ter(l1) —or(Iy) = ... = ter(I) — or(Ix) = u;.

Supposons dans un premier temps que f, ¢ soit injective sur Z2. Nous avons alors

ter(J) — or(J) = ter(J") — or(J') = kuy,
donc or(J) et or(J)+ kuy appartiennent & R(nq,ng). Comme u; est & coordonnées entiére, nous en

déduisons que or(J) 4w, appartient & R(n1,n2) et le point f, g(or(J)+u1) appartient a 'intervalle
J ce qui contredit 'appartenance de J a J(ni,ns).
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Revenons a I’hypothese initiale sur l'injectivité. Soit § le minimum des longueurs des intervalles
de J(n1,nz). Il existe o/ et 6’ appartenant & T! tels que Papplication f, ¢ soit injective sur Z? et
tel que pour tout (kq,ks) appartenant & R(n1,ns), la distance des points ki + ko et k1o + ko6’
soit inférieure & 6/3. Notons E’'(nq1,n2) = for.e (R(n1,n2)), J'(n1,n2) Uensemble des intervalles
déterminer par T\ E’(nq,n2) et £'(ni,n2) ensemble des intervalles & extrémités distinctes et
appartenant & F’(nq,ny). Le choix de § montre que les points de E(ny,ng) et de E'(ny,ny) sont
disposés dans le méme ordre sur T!, par conséquent il existe une bijection o de &(ny,n9) sur
E'(n1,n2) tel que pour tout I appartenant & £(ny,ns) on ait

or(I) = or(o(I)) et ter(I) = ter(o(I)).
Nous avons aussi o(J') = o(I1) U...Uo(Iy). L’injectivité de f,/ ¢- montre alors que
kuy = ter(a(J')) —or(a(J')) = ter(J') — or(J') = ter(J) — or(J)
et nous pouvons conclure comme précédemment.[]

Démonstration de la proposition 2. Supposons que pour tout ny > N le point 0 de Ty,
ne soit ni I'extrémité d’un intervalle de C;(n1,n2) ni d’un intervalle de Cy(ny, ng).
Soit ny > N. Appelons J; et Jo les deux intervalles jouxtant (n; — 1)a. Nous avons

{ OT(Jl) = (l{il,k‘g) S R(’I’L17’I7,2>7 ter(Jl) = (n1 — 1,0)
ter(Jg) = (jl,jg) S R(?’ll,ng), OI"(JQ) = (nl — 1,0).

Lorsque ns croit la quantité ki + j; reste constante tant que les intervalles de J(n1,n2) jouxtant
(n1 —1)a ne changent pas et nous allons prouvé qu’elle décroit strictement lors d’une modification
de T'un des intervalles jouxtant (n; — 1)«, cela prouvera la proposition 2.

D’apres la proposition précédente nous avons soit J; € Ci(ni,n2) et Jo € Ca(ni,ng) soit J; €
Ca(ny,m2) et Jo € C1(ny,ng). Clest deux cas se traitent de la méme maniere, plagons nous dans
le premier cas. Si k; = ny — 1 alors l'intervalle J; — (ny — 1)« appartient & £(nq,n3), a la méme
longueur que J; et pour extrémité 0 ce qui contredit 'hypotheése ny > N. Donc k1 < ny — 1 (de
méme j; < nj — 1).

Soit nj le plus petit entier supérieur & ngy tel que I'un des intervalles de J (ny, nb) jouxtant (ng—1)a
soit différent de J; ou Jo. Vu les hypotheses sur les longueurs de J; et Jo, seul I'intervalle Jy peut
avoir changé car lors d’un tel changement l'intervalle J; apparait comme la réunion d’un translaté
d’un intervalle de £(ny,n5 — 1) et du nouvel intervalle. Appelons Jj = [(n1 — 1)a, jo + nh] ce
nouvel intervalle. Nous avons Jy = J5 U [jo + nh0, jio + j20] et Uintervalle

I=[jo+n30, jia+ j2b] — j2f = [jo + (5 — j2)0, j1o]
appartient a £(ny,n, — 1) donc long(I) < long(Jz) et I € C1(n1,ny — 1) ; par conséquent
ter(I) — or(I) = ter(Jy) — or(Jy).
Pour la premiere composante cela donne
ji—j=mn1—1—k,

d’olt
J=ji—(m—-1-Fk)<;j.0
Remarque. On peut démontrer que les parties de R(ny,ns), or(Cy), ter(Cy) or(Cs) et ter(Cs)
sont rectangulaires .
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