Mesures quasi-invariantes sur le tore T¢

Nicolas Chevallier

1 Introduction

Soit X un espace métrique compact, 7' un homéomorphisme de X et h : X —]0, oo[ une fonction
continue strictement positive. Notre objectif est d’étudier 'unicité des solutions de 1’équation de
quasi-invariance

dont I'inconnue p est une probabilité sur X.

Cette équation intervient de maniere naturelle dans ’étude d’une chaine de Markov d’espace d’états
X. Soit p,q : X —]0, 1] deux fonctions continues de somme constante 1. Un calcul simple montre
qu’une solution de I’équation

T p) =

() = o H
est invariante par le noyau de transition Pf(z) = p(x) f(Tz) + q(x) f(T~'z). La réciproque est
plus subtile car I’équation de quasi-invariance n’a pas toujours de solution. Elle a été étudiée dans
[3] par J.P. Conze et Y. Guivarc’h. Ils ont aussi prouvé les deux résultats suivants (cf. [3]) :

1. Si T admet une unique probabilité invariante v, alors ’équation de quasi-invariance admet des
solutions si et seulement si fX Inhdv =0.

2. Si T est une translation irrationnelle du tore T' = R/Z, si [ Inhdv = 0 et si Inh est @
variation bornée, alors l’équation de quasi-invariance admet une unique solution.

Ce dernier résultat repose sur un argument de recouvrement (cf. [7]). Lorsque ’hypotheése de
régularité sur h est affaiblie, il n’y a plus nécessairement unicité. J. Brémont ([1]) a construit une
fonction continue h telle que pour chaque rationnel z de T, il existe une solution de I’équation de
quasi-invariance portée par la trajectoire de x.

Dans ce travail nous donnons des résultats de non unicité et nous prouvons 'unicité générique dans
les cas des translations du tore T¢ = R?/Z.

Théoréme 1 Soit (X,d) un espace métrigue, T un homéomorphisme de X dans X et K un
compact de X dont les itérés T™(K), n € Z, sont deuz d deuzx disjoints.

a. Alors il existe une fonction continue bornée h : X —]0,4o0[ telle que pour toute mesure de
probabilité v portée par K il existe une mesure p de masse finie, portée par U,czT"(K), telle que

T () = hy

et g =v.
b. Si de plus, T est une isométrie, K est fini et si

Ja €]0,1], Je¢ > 0, Vn € N*, d(K,T"(K)) > en™“,

alors la conclusion précédente est valable avec la propriété supplémentaire : In h est lipschitzienne.
Fixons une norme N sur R? et posons pour © € T¢

18l = inf N(z).



Corollaire 1 Soit X =T, © € T¢ et T la translation x — = + ©. On suppose d > 2 et que ©
vérifie la condition diophantiennne

Vn € N*, |[n©] > cn™®

otic> 0 et a €]0,1[. Alors il existe une fonction lipschitzienne h : T¢ —)0, 00| telle que I’équation
de quast-invariance

admette plusieurs solutions distinctes.

Cherchons la ”grosseur” de I’ensemble des h continues telles que I’équation de quasi-invariance
ait une unique solution. Appelons E = C(T¢,R) I’espace des applications continues de T? dans
R. Munissons E de la norme uniforme ||.||__et considérons U = {h € E : Yz € T%, h(z) > 0} et
Up={heU: de In h(z)dxr = 0}. L’ensemble U est ouvert dans F et Uy est fermé dans U. Donc
Up muni de la topologie induite par E est un espace de Baire.

Théoréeme 2 Soit X = T4, © € T? et T la translation x — = + ©. Supposons la translation T
ergodique. Alors l’ensemble des h appartenant a Uy telles que [’équation de quasi-invariance

T () = hy

admette une unique solution p dans 'ensemble des probabilités, contient un Gs dense.

1.1 Notations

1. Soit (X, d) un espace métrique A une partie de X et r > 0. Nous noterons

A ={r e X :d(z,A) <r}.

2. Soit (X, d) un espace métrique et s > 0. H*(A) désigne la mesure de Hausdorff de dimension s
d’une partie A de X.

3. RY/Z% et (R/Z)" sont identifiés et p :RY — T4 = R?/Z? désigne la projection canonique,
p(z) =2 + 74,

4. Soit T': X — X une transformation bijective et h une application de X dans R*. Pour k € Z,
hi désigne I'application de X dans R* définie par

M —tho T si k> 10,
hk;(x) = 1 . Si k == 0,
(I K hoT™%)  sik< -1

2 Preuve du théoréeme 1

2.1 Construction de mesures quasi-invariantes

Le principe pour démontrer le théoréme 1 réside dans la proposition suivante qui se trouve dans [2]
et [3] pour les mesures atomiques. La démonstration de cette proposition n’est qu'une vérification
purement algébrique.

Proposition 1 Soit (X,T) un espace mesurable, T : X — X une bijection bimesurable et K est
un élément de T dont les itérés T"(K), n € Z, sont deux d deuz disjoints. Si h: X — R est une
fonction mesurable strictement positive telle que la fonction

S s
NEeZ

soit bornée sur K alors pour toute mesure v de masse finie portée par K, il existe une mesure
de masse finie qui coincide avec v sur K, telle que



Preuve de la proposition.

Soit A : X — R une fonction mesurable strictement positive. Pour tout N € Z, nous avons
hy = hy—1 x hoTN=1, Par conséquent, si v est une mesure positive sur X alors la mesure définie
par

p(g) =Y v(hngoT™)

NEZ

pour g mesurable positive, vérifie ’équation de quasi-invariance 7! (u) = hu. La mesure p est de

masse totale finie si
p(1) = 3 vlh) < +oc.
N€Z

Or v est de masse finie et la fonction )y, hy est bornée sur K donc p est de masse finie. [
Nous utiliserons la proposition pour démontrer le théoréme 1. En posant H = In h la condition
de la proposition devient

N N
(1) Z epoH oTV et Z exp(—ZH o T77) bornées sur K.

N>0 =0 N>1 j=1

Si la fonction H est bornée, on peut faire démarrer toutes les sommes a N =0 et j = 0.

2.2 Construction de la fonction H =1nh

Soit (X, d) un espace métrique, T' un homéomorphisme et K un compact de X. On suppose que
tous les itérés T"(K), n € Z, sont deux & deux disjoints. Notre but est de construire une fonction
continue bornée H vérifiant (1) sur K.

Soit (pn)nen une suite strictement croissante d’entiers > 0. Pour chaque n posons

dp = inf{d(T*(K), TYK)) : —2p, <k <1< 2p,}.
Comme K est compact et que T' est un homéomorphisme il existe ¢,, > 0 tel que

TH(K,,) C (TH(K))1q,

pour tous les k de Vintervalle {—2p,, ..., 2p, }. Notons que t,, < %dn.
Soit (an)nen une série convergente & termes positifs.
Pour chaque n fixons une fonction positive continue f,, : X — R telle que
fn(x) = ay, pour tout = de K,
|| fnlloo = an et supp fr, C Ky, .
Finalement, posons

Pn

Fo= Y (faoTF—fuoT™),
k=pn_1+1

H= Z F,.
n>1

Pour k tel que |k| € {pn—1 + 1, ..., pn} nous avons

supp(fn 0 T%) = T *(supp fr) C T7*(Ky,,,) C (T7F(K))1q,

wl=

donc les fonctions f,, o T* ont des supports deux a deux disjoints, et par conséquent ||F,|| = ay.
Comme la série ) ., a, converge, la fonction H est continue bornée. Nous allons maintenant

estimer les sommes Sy (xg) = Z;V:o H o TI(zg) et S_n(zg) = Z;V:O H o T (x) pour N € N et
o quelconque dans K.
11 existe un entier n tel que N €]p,, pp+1]. Estimons la somme

N .
E Fm OTJ(IE())
§=0



dans les quatre cas

m>n+1,
m=n,
m=n-+1,

me{l,..,n—1}.

1. Soit m >n+1. Si0<j <N <ppy1etsipn <k<pyalorsj<ket|jtkl < 2pm;
par conséquent la distance du point T7F*(zy) & K est supérieure & d,,. Or d,, > t,,41 donc
fm 0 T7ER(20) = 0 et

Pm
FrnoTi(@o)= > (fmo T (20) = f 0 TV F(20)) = 0.
k=p7n71+1

2. Si0<j<Netp,1<k<p,alors|jtk|l<p,+ N <2p,i1, par conséquent
A(T7**(20), K) > dpiq sij+ k #0,
ainsi,
Vi€ {0,...,N}, Vk € {ppn_1+1,..00}, 1 £k #0= fr 0TI (z0) =0.
Comme N > p,, pour chaque k € {p,—1 + 1,...,p,} il existe exactement un j € {0, ..., N} tel que
7 —k =0 donc

Pn

N
Z Z (fn o Tj+k(-r0) - fn o Tj_k(x())) = _(pn - pnfl)an

§=0 k=pn_1+1
et

N
Z Fn o Tj(xO) = _(pn _pnfl)an-
j=0

Notons que I'hypothese supp f, C K, ., a été utile dans le calcul précédent.
3. De la méme maniere on montre que

N
N Fusr 0T (w0) = —(N = pu)ansr.

Jj=0

4. Soit m < n — 1. Majorons la somme Z?:o F,, 0 T9(zg). Pour chaque k € {p—1+1,....pm},
nous avons

N
Ap = (fm 0 T¥ (20) = frn 0 T (wg))

7=0

N—+k N-—k

= fmoT (o) = Y fmoT(x0)
=k j=—k

N+k

S Z meTj(xO)'

j=N—k+1
Nous avons une majoration grossiere suffisante pour la premiere partie du théoreme 1,
A < 2kay, < 2Dm0m,.
On en déduit

N

Z Fyy 0T () < 2p2 apm.
3=0



Dans le cas ou T est une isométrie et K un ensemble fini on peut améliorer I'inégalité précédente :
siietje{N—-k+1,..,N+k}onali—j| <2k<2p, et comme T est une isométrie

(T (w0), T'(x0)) = d(xo, T (20)) > do.
Par conséquent le nombre de j € {N —k +1,..., N + k} tel que T7(xq) € supp f,, est au plus
card K. Cela donne les majorations plus fines

N
A < a,,card K et Z F,, o Tj(;vo) < 2pnan, card K.
j=0

Finalement, on obtient les majorations suivantes

n—1
(2) SN($0) < Z 2p$nam - (pn _pnfl)an - (N - pn>an+1
m=1

et si T est une isométrie et K fini

n—1

(3) SN(‘TO) S Z 2pmam, card K — (pn - pn—l)an - (N - pn)an+1-

m=1

Le méme raisonnement donne les minorations suivantes de S_

n—1
S—N(Z‘O) Z - Z 2p$nam + (pn _pn—l)an + (N - pn)an—i-l
m=1
et si T est une isométrie et K fini

n—1

SfN(xO) > - Z 2Pmm card K + (pn _pnfl)an + (N _pn)anJrl'

m=1

2.3 Fin de la preuve du théoreme 1 a

Pour achever la démonstration du théoreme 1 il suffit de vérifier (1), pour cela il nous reste a
choisir les suites (p,,) et (a,) de telle sortes que les fonctions

Z exp(Sn (o)) et Z exp(—S_n(z0))
N=0 N=0

soient bornées sur K.
Prenons a,, = m et p,, vérifiant p, > 32p2_; (po = 1). Pour tout n > 1 on a

1 (n+1)2
2
Pn = 32pn,11 X 2
d’ou
Pnln Z 8p72L—1a'n—1 et pian 2 8pi—1an—1-

Une récurrence immédiate montre que

n—1

2 2
Z pmam S 2pn71an717

m=1
d’ou

n—1
9 1
Z D Gm < ananv

m=1



et pour N € {p, +1,...,pnt1} on a d’apres (2)

1
SN(QT()) < anan - (pn - pnfl)an - (N - pn)anJrl
1
S _anan - (N - pn)an+1~
Finalement
Pn+41 1 Pn+1
> exp(Sn(zo)) < exp(— Pndn) > exp(—ant1(N —pn))
N=p,+1 N=p,+1

1

1
< eXP(**Pnan)m
n

4

1
% exp(—=pnay),

< (n+1) 1

la condition de croissance de la suite (p,,) assure que la série de terme général (n+1)? exp(—+ppan)

7. o ~ /. oo
converge. Lasérie ) 3/, exp(Sx) converge donc. Le méme calcul montre que la série ) exp(—S_n)
converge. [

2.4 Preuve du théoréme 1 b

Lorsque nous avons construit la fonction H a la section 2.2., notre seul objectif de régularité était
la continuité. Nous devons maintenant avec les hypotheses supplémentaires du b du théoreme 1,
construire une fonction H lipschitzienne ; la construction de cette nouvelle fonction H est identique
a l'estimation preés des normes de Lipschitz des fonctions f,. La démonstration du théoreme se
termine comme la précédente, I'inégalité (3) remplacant l'inégalité (2).

Choisissons la suite (p,,) de la forme p, = A™ ol A est un entier > 2 et la suite (a,) de la forme
an, = X" ol A €]1, A[. A et A seront précisés ultérieurement. Par hypothese d(K,T"(K)) > cn™®
pour tout n € N*, donc comme 1" est une isométrie nous avons

dp = nf{d(T*(K), T'(K)) : =2p, <k <1< 2p,}
=inf{d(T*(K),K):0<k <4p,} > c(4A™)™

et 1
tn = gdn+1 > cAT"

avec une nouvelle constante ¢ > 0 . Définissons maintenant les fonctions f, :

t, —d(z, K)

0).
0

fn(z) = max(a,

Le support de f, est K, , donc les fonctions f,, o T%, |k| € {pn_1 + 1,...,p,} ont des supports
deux a deux disjoints et comme la fonction f,, est lipschitzienne de rapport $=, la fonction F;, est

n
lipschitzienne de rapport k,, = ¢*. D’autre part, comme précédemment, | Frllo, = an. La fonction
. I . ;. an an 1y—n pqan Ars an
H est donc lipschitzienne si la série 7 -, §* converge. Comme §* < 2A™"A", la série 3 -, ¢

converge si on choisit A > A%.
Pour finir la démonstration, utilisons I'inégalité (3) qui est valable car T est une isométrie et
Kestfini: Ne{p,+1,....,pnt1}

n—1
Sn(zo) et —S_n(x0) < 2card K Z DPmGm — (Pn — Pn—1)an — (N — pp)ani1.
m=1
On obtient
n—1
Sn(xo) < 2card K Y A™AT™ — A"THA - 1A — (N — AM)A~"!
m=1
A/ 1-A _1 Y
< n _ _An n—1
< (QCardKA//\_1 + \ Y(A/N) (N —A™)\



Fixons 3 €]a, 1] et choisissons A = A% . On a bien A > A% et

A/N A-1 AP A-1
+ = + >0

C:—2cardKA//\71 Y _2A1—571 1

des que A est assez grand. Pour un tel A on a

Sn(xo) et —S_n(xg) < —CAG=AT=D _ (N _ gn) A=A+

d’olt
Pn+1 Pn+1
Z exp(Sn (20)) < exp(—C A=A =1)) Z exp(—(N — A™)A=P(+1))
N=p,+1 N=p,+1

1

—_CAM=B)(n-1)
S eXP( CA )1 _ eXp(—Aﬁ(”""l))

1

< - _CA0-B)(n-1)
S T ep(Am) exp(—C )

et les séries D~ exp Sn(zo) et -y, exp(—S-—n(zo)) sont majordes sur K. [

3 Preuve du corollaire 1
Soit © = p(#) € T (p désigne la projection de R? dans T¢). Supposons que
Vn e N*, |[n©] > cn™¢

ol ¢ > 0 et v €]0, 1[. Considérons le compact K = {0,0" = p(36)} et T la translation z — z + ©.
On vérifie facilement que pour tout n € N,

d(T"(K),K) > on~°,

ol J est une constante strictement positive. On conclut an appliquant le théoreme 1 b a T et K.

4 Un autre corollaire

Corollaire 2 Soit X = T? et T une transformation du tore dans lui méme. Alors, dans chacun
des deux cas suivants :

1. T est une translation ergodique du tore, T :x — x +© ot © € T¢,
2. d=2 etT est un automorphisme ergodique de T, T : x — Ax ot A € GLo(Z),

pour tout s € [0,d[, il existe une fonction continue h : X —]0,+o0[ telle que pour tout t < s il
existe une mesure de probabilité p vérifiant :

1 ne charge pas les ensembles de dimension de Hausdorff < t,

1 est portée par un ensemble de dimension t et

w vérifie I'équation de quasi-invariance T—(u) = hyu.

Démonstration.
Nous avons besoin de I’existence de partie assez grosse du tore T' dont les itérés par la rotation
T:2e€T! - 2+0 € T sont deux & deux disjoints. Cette existence est une conséquence de
résultats classiques d’analyse harmonique (cf. [5]) :
Un sous ensemble K du tore T est un ensemble de Kronecker si toute fonction continue de T*
dans le cercle, {z € C: |z| = 1}, est limite uniforme sur K de caractéres.
De cette définition il résulte :
i. Si K C T! est ensemble de Kronecker et si x1, ...,z sont des éléments distincts de K alors
T1,...,xE et 1 sont linéairement indépendants sur 7.
ii. Si © € K alors les translatés K +n0©, n € Z, sont deux o deuz disjoints.
Le résultat suivant est plus difficile ([6]):



iii. Si © un élément irrationnel de Tt alors il existe un ensemble de Kronecker de dimension de
Hausdorff 1 contenant ©.
Cas 1. Soit © = (04,...,04) € T tel que NO soit dense et s € [d — 1,d[. 1l existe un ensemble
de Kronecker K de dimension 1 contenant ©;. Comme H* 9+1(K) = oo, il existe un compact
K’ inclus dans K tel que 0 < H5~9T1(K') < oo (cf. [4] p.62). 1l suffit maintenant d’appliquer le
théoréme 1 au compact K’ xT?~! dont la dimension de Hausdorff est supérieure & s—d+1+(d—1) =
s (cf. [4] ou [5] chapitre 7).

Notons que pour presque tous les ©, on peut aussi construire a partir du théoréeme de Jarnick
un compact K de T' dont les itérés par T sont deux & deux disjoints (cf. [2]).

Cas 2. (preuve abrégée)

Lemme 1 Soit K une ensemble de Kronecker de T' et A un élément de GLo(Z) dont action T
sur T? est ergodique. Alors les ensembles T"(K x K), n € Z, sont deuz a deur disjoints.

Le lemme résulte facilement de i et du fait suivant :
Si A est ergodique, 1 n’est jamais valeur propre de A™ (cf. [8] p. 81).

On conclut comme dans le cas 1 en remplacant K’ x T par K’ x K’'. O

5 Unicité générique, preuve du théoreme 2

Pour démontrer le théoréme 2, on peut remarquer que si h est un cobord de la forme h = exp(f —
foT) ou f est borélienne majorée, alors

(T =1 et T~ (n) = hp == T~ (exp f p) = exp f pu et (exp f p)(T?) < +o00.

Donc si T est une translation ergodique du tore, la mesure exp f p est proportionnelle a la mesure
de Lebesgue du tore ce qui donne 'unicité. Cependant 1’ensemble des cobords continues de la
forme f— foT, ou f est une fonction borélienne, est maigre dans {f € C(T%,R) : [, f dz = 0} (il
est inclus dans une réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide) ; ceci est vrai sous 'hypothese
plus générale, T' est un homéomorphisme uniquement ergodique d’un espace métrique compact
dont la probabilité invariante est non atomique ([9]). Une utilisation un peu plus détournée des
cobords permet de prouver le théoreme 2.

Soit © € T? tel que NO = T et T la translation du tore T¢ définie par T'(x) = z + 0. Si p
vérifie 'équation de quasi invariance T~!(u) = hu alors T~%(u) = hyp pour tout k& € N et nous
avons

L=p(1oT™*) = p(hy).

Par suite, si h est une fonction de Uy telle que la suite (hy)ren soit totale dans E = C(T%, R), alors
la solution de I’équation de quasi-invariance est unique. Ainsi, pour démontrer I'unicité générique,
il suffit de montrer que 'ensemble G des h € Uy telles que la suite (hy) soit totale dans E, est une
intersection dénombrable d’ouverts denses de Uyp.

1. Soit h € Uy et f € U telles que h = f o T//f. Nous avons h = foT*/f.

Lemme 2 Si, pour tout n € Z%, les coefficients de Fourier de f(n) sont différents de 0 alors la
suite (hi)ken est totale dans E.

Preuve du lemme. Soit v une forme linéaire sur E, c’est-a-dire une mesure bornée sur T%.
Supposons que pour tout k € N nous ayons v(hg) = 0. Avec u = %1/ et g(x) = f(—x), nous avons

i) = [ 1o+ 10) F = [ o(-k0 —a) duto) = (g ) (0.

Comme g * p est continue et la suite (kO)nen dense dans T¢, nous avons g * u = 0. Or, pour tout

n € 74, gx a(n) = §(n)fi(n) = f(—n)fi(n), donc d’apres Phypothese sur f, nous avons 7i(n) = 0
pour tout n € Z% et =0, dott v = 0. 0

2. Montrons que G est dense dans Uy. D’apres le lemme, il suffit de prouver que ’ensemble
des fonctions de la forme f o T/f ou f est une fonction appartenant a U dont les coefficients de



Fourier ne sont jamais nuls, est dense dans Uj.
Soit h € Uy et € > 0.
En approchant Inh par des polynomes trigonométriques de moyenne nulle, on voit qu’il existe
feU telle que [|[h— foT/f|l, <e.
Par continuité de I'application S : ¢ € U — ¢ o T/¢ € E, il existe § > 0 tel que ||f — @[, < 0
entraine [|S(f) —S(#)||., < €. Choisissons une fonction ¢y € E dont tous les coefficients de
Fourier sont non nuls. En dehors d’un ensemble dénombrable de ¢ > 0, les coefficients de
Fourier de la fonction f; = f — t¢g sont tous différents de 0. Il existe donc ¢ > 0 tel que
fr € U, |If — fillo <9 et les coefficients de Fourier de f; sont tous différents de 0. Finalement,
[h = S(f)lloe < 1h = S(Hllee +115(F) = S(fi)lloo < 2¢ et G est dense dans Up.

3. Il reste & montrer que G est une intersection dénombrable d’ouverts.
Soit (fn)nen une suite dense dans E. Pour k € N, appelons Sy lapplication ¢ € Uy — ¢y, € E.
Appelons R l’ensemble des combinaisons linéaires finies des S;. Les éléments de R sont des
applications continues de Uy dans E car les applications Sy le sont. Donc, pour € > 0, ’ensemble

Gn,e = U R_l(B(fnag))

ReR

ﬂ Gn,l/p

neN, peN*

est un ouvert de Up, et

est une intersection dénombrable d’ouverts. Or par définition de G, nous avons
G={heUy:VneN, V¥pe N, JRe R, R(h) € B(fn,1/p)}

= ﬂ Gn,l/p

neN, peN*

donc G est une intersection dénombrable d’ouverts denses. [
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