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1 Introduction

Soit T une translation irrationnelle du tore T = R/Z et h une application
mesurable de T' dans ]0, 0o[. Lorsque h est & variation bornée J.P. Conze et Y.
Guivarc’h ont démontré qu’il existe une unique mesure de probabilité y vérifiant
I’équation de quasi-invariance

(cf. [5]). Sil’hypothése de régularité sur h est affaiblie il n’y a en général pas
unicité de p. J. Brémont ([2]) a construit une fonction continue h telle que pour
chaque rationnel z de T" il existe une mesure de probabilité discréte portée par la
trajectoire de z, {T™(z) : © € Z}, et solution de ’équation de quasi-invariance.
Dans ce travail nous donnons d’autres résultats de non unicité.

Théoréme 1 Soit (X,d) un espace métrigue, T un homéomorphisme de X
dans X et K un compact de X dont les itérés T"(K), n € Z, sont deuz & deux
disjoints. Alors il existe une fonction continue bornée h : X —]0, 400 telle que
pour toute mesure de probabilité v portée par K il existe une mesure p de masse
finie, portée par U,czT™(K), telle que

T~ () = hp
et g =v.
Théoréme 2 Avec les hypothéses du théoréme précédent et les hypothéses supplémentaires

T est une isométrie, K est fini et

Ja €]0,1[, J¢ >0, Vn e N*, d(K,T"™(K)) > cn™°,

la conclusion du théoréme précédent est valable avec la propriété supplémentaire
:Inh est lipschitzienne.



Corollaire 1 Soit X =T?, © € T? et T la translation x — x + 0. On suppose
d > 2 et que © vérifie la condition diophantiennne

Vn € N, ||nO]| > en™®

ot c > 0 et a €]0,1[. Alors il existe une fonction lipschitzienne h : T¢ —]0, o[
telle que l’équation de quasi-invariance

T~ (u) = hy
admette plusieurs solutions distinctes p.

Corollaire 2 Soit X = Tt © € T¢. Si la translation T : ¢ — x + © est
ergodique alors pour tout s € [0,d[ il existe une fonction continue h : X —
10, +o00[ telle que pour tout t < s il existe une mesure de probabilité p vérifiant :
u ne charge pas les ensembles de dimension de Hausdorff < t,

L est portée par un ensemble de dimension t et

u vérifie Uéquation de quasi-invariance T~1(u) = hu.

Corollaire 3 Soit X = T? et A € GLy(Z). Appelons T I’automorphisme de
T2 dans lui méme, de matrice A et supposons que T soit ergodique. Alors pour
tout s € [0, 2[ il existe une fonction continue h : X —]0, +00] telle que pour tout
t < s il existe une mesure de probabilité p vérifiant :

 ne charge pas les ensembles de dimension de Hausdorff < t,

L est portée par un ensemble de dimension t et

u vérifie Uéquation de quasi-invariance T~1(u) = hu.

1.1 Notations

1. Soit (X, d) un espace métrique A une partie de X et r > 0. Nous noterons

(A)p ={z e X :d(z,A) <r}.

2. Soit (X, d) un espace métrique et A une partie de X. Nous noterons
e(A) =sup{d(z,A): z € X}.

3. Soit (X,d) un espace métrique et s > 0. H®(A) désigne la mesure de
Hausdorff de dimension s d’une partie A de X.

4. Soit G un groupe et g un élément de G. (g) désigne le sous-groupe engendré
par g.

5. R?/Z% et (R/Z)* sont identifiés et p :R? — T¢ = R? /Z désigne la projection
canonique, p(z) = = + Z%



2 Preuve du théoréme 1

2.1 Construction de mesures quasi-invariantes

Le principe pour démontrer les théorémes 1 et 2 réside dans la proposition suiv-
ante qui se trouve dans [5] et [2] pour les mesures atomiques. La démonstration
de cette proposition n’est qu’une vérification purement algébrique.

Proposition 1 Soit (X,T) un espace mesurable, T : X — X une bijection
bimesurable et K est un élément de T dont les itérés T™(K), n € Z, sont deuz
a deuz disjoints. Si h: X — R est une fonction mesurable strictement positive
telle que la fonction

. 1
D MY ghoTi 4y ———
7=0 N _
N>0 N>1 I hoT™

soit bornée sur K alors pour toute mesure v de masse finie portée par K, il
eriste une mesure p de masse finie qui coincide avec v sur K, telle que

T () = hp.

Preuve de la proposition.
Soit A : X — R une fonction mesurable strictement positive. Si v est une
mesure positive sur X alors la mesure définie par

wg) = D (Mg he Th)g o TV) + v(g) + > v( my h o nor9°T )
N>1 N>1
pour g mesurable positive, vérifie I'équation de quasi-invariance T~'(u) = hpy.
La mesure p est de masse totale finie si

1
_ N—1
p(l) = D v o T9) +v(1) + ) v W) < +oo.
N>1 i>1
Or v est de masse finie et la fonction Y v+, I'[;V:Oh 0TI+ yso m est
> >0 Y,
bornée sur K donc
1

S heT 414y
7=0 N
N>1 N>1H hOT]

appartient & £'(v) et pu est de masse finie. ll
Nous utiliserons la proposition pour démontrer les théoremes 1 et 2. En
Posant H = In h la condition de la proposition devient

(1) Z expz HoTi et Z exp(— ZH o T77) bornées sur K.

N2>0 7=0 N2>1

Si la fonction H est bornée, on peut faire démarrer toutes les sommes & N =0
et j =0.



2.2 Construction de la fonction H =Inh

Soit (X, d) un espace métrique, T' un homéomorphisme et K un compact de X.
On suppose que tous les itérés T™(K), n € Z, sont deux & deux disjoints. Notre
but est de construire une fonction H vérifiant (1) sur K.
Soit (pn)nen une suite strictement croissante d’entiers > 0. Pour chaque n
posons

d, = inf{d(T*(K),T'(K)) : —2p, < k <1< 2p,}.
Pour r > 0, désignons par K, ’ensemble des points de X dont la distance & K
est inférieure ou égale a r.
Comme K est compact et que T est un homéomorphisme il existe ¢, > 0 tel
que

T*(Ky,) C (Tk(K))éd,,

pour tous les k de l'intervalle {—2p,, ..., 2p,}. Notons que t, < id,.
Soit (an)nen une série convergente i termes positifs.
Pour chaque n fixons une fonction positive continue f, : X — R telle que

fn(z) = a, pour tout z de K,
Ifnllo

an et supp fr, C K

n+1"°
Finalement on pose

Pn

> (faoTF = faoT™H),

k=pn_1+1

> Fn.

n>1

Fy

H

Pour & tel que |k| € {pn—1 + 1, ...,pn} nous avons
supp(fn 0 T*) = T~*(supp f,) C T~ *(K4,,,) C (T (K))14,

donc les fonctions f, o T* ont des supports deux & deux disjoints, et par
conséquent ||Fy||, = an. Comme la série ) ., a, converge la fonction H
est continue bornée. Nous allons maintenant estimer les sommes Sy(zg) =
Z;VZOH o T¥(zg) et S_n(z0) = Z;VZOH o T I(z¢) pour N € N et z¢ quel-
conque dans K.

Il existe un entier n tel que N €]py,pnt+1]- Estimons successivement chacune
des sommes

N

ZFm oT(zo) pourm > n+1,

=0
N N
> FnoTi(zg), Y Fny1 0T (o) et
J=0 J=0

N
ZFm oTI(zg) pour 1 < m <n.
7=0



1. Soit m>n+1. Si0<j <N <ppi1etsipmi1 <k <ppalorsj<ket
|7 £ k| < 2pm; par conséquent la distance du point T7%*(z4) & K est supérieures
A dp. Or dyy >ty donc fr, o T9+*(z5) = 0 et

Pm
FpoTi(z) = Z (fm o T (20) = frm o TV * (o)) = 0.
k=pm—_1+1

2. Si0<j< Netp,1<k<p,alors|jtkl <p,+ N < 2pp41, par
conséquent '
d(T7**(20), K) > dpy1 si j £k #0,
ainsi,
Vi €{0,....,N}, Vk € {pn1 +1,..0n}, j £k #0= fr 0TI (zp) = 0.

Comme N > p,, pour chaque k € {p,—1 + 1,...,p,} il existe exactement un
j€{0,....,N} tel que j —k =0 donc

N Pn
S > (faoTi (o) = fr o TV"F(m0)) = —(pn — Pn-1)an

J=0 k=pn_1+1

et
N

ZF" 0T (x0) = —(pn — Pr1)an.

3=0
Notons que I’hypothese supp f, C Ky, ., a été utile dans le calcul précédent.
3. De la méme maniere on montre que

N

Z Fopq0 Tj(;co) = —(N —pp)ay.
j=0

4. Soit m < n — 1. Majorons la somme Y 7_ Fy, o T/(zo). Pour chaque
L

k€ {pm-1+1,...;pm},ona
N
A = Z(fm o T*9(20) = frm o T~*H (20))

=0
N+k _ N—k ‘

= Y fmoT(x) = Y fmoT(x0)
=k j=—k

N+k

< ) fmoTi().

j=N—k+1

On a une majoration grossiere suffisante pour le théoreme 2,

Ak S 2kam S 2pmam-



On en déduit
N

Z F,, o Tj(:co) < prnam.

=0
Dans le cas ou T est une isométrie et K un ensemble fini on peut améliorer
I’inégalité précédente :
sitetje{N—-k+1,..,N+k}onali—j| <2k < 2p, et comme T est une
isométrie . . o

(T (z0), T*(x0)) = d(x0, TV (20)) > dpn.

Par conséquent le nombre de j € {N—k+1,..., N+k} tel que T?(zo) € supp fm
est au plus card K. Cela donne les majorations plus fines

n
A <apcard K et Z Fpp 0T (z0) < 2pmam, card K.
3=0

Finalement on obtient les majorations suivantes

n—1

(1) SN S Z 2p$nam - (pn _pn—l)an - (N _pn)an—i-l

m=1
et si T est une isométrie et K fini

n—1

(2) Sy < Z 2pmam card K — (P, — pn—1)an — (N — pp)an41.

m=1

Le méme raisonnement donne les minorations suivantes de S_px

n—1
S—N Z - Z 2pfnam + (pn - pn—l)an + (N - pn)an—i-l
m=1
et si T est une isométrie et K fini
n—1

S N>-— Z 2pmam card K + (pr, — prn—1)an + (N — pp)ant1-

m=1

2.3 Fin de la preuve du théoréeme 2

Pour achever la démonstration du théoréme 1 il suffit de vérifier (1), pour cela
il nous reste & choisir les suites (p,) et (ay) de tel sorte que les fonctions

Z exp(Sn(zo)) et Z exp(—S_n(zo))

N=0 N=0

soient bornées sur K.
Prenons a,, = m et p, vérifiant p, > 32p2_; (po = 1). Pour tout n > 1 on

a
1 (n+1)2
Pn 2> 3217%711 X



d’ou
> 8p? t phan > 8p;
PnQn 2 0Py _10n—-1 €L P, 4n 2 OPy_10n—1-
Une récurrence immédiate montre que

n—1

Z pgnam < 2pi_1an—1

m=1
d’ou
n—1
) 1
D Pinim < £Pntn,
m=1

et pour N € {p, + 1,...,pn+1} on a d’apres (1)

1
Sy < §pnan - (pn - pn—l)an - (N - pn)an—i-l
1
S _anan - (N _pn)an+1-
Finalement
Pn+1 1 Pn+41
Y. ep(Sy) < exp(=gpnan) Y exp(=tns1(N = pni1)
N=pn+1 N=pn+1

1

1
< exP(= Pnln) T~ Py —

4
9 1
< (n+1) exp(—anan),

la condition de croissance de la suite (p,) assure que la série de terme général
(n + 1)?exp(—1ipna,) converge. La série S%_ exp(Sy) converge donc. Le
méme calcul montre que la série Y 3_, exp(—S_n) converge. W

3 Preuve du théoréeme 2

Lorsque nous avons construit la fonction H & la section 2 notre seul objec-
tif de régularité était la continuité. Nous devons maintenant avec les hy-
potheses supplémentaires du théoreéme 2, construire une fonction H lipschitzi-
enne; la construction de cette nouvelle fonction H est identique & l’estimation
pres des normes de Lipschitz des fonctions f,. La fin de la démonstration du
théoreéme 2 est également parallele & celle du théoréme 1, 'inégalité (2) rem-
placant I'inégalité (1).

Choisissons la suite (p,) de la forme p, = A™ ol A est un entier > 2 et la suite
(an) de la forme a, = A™" ou A €]1, A[. A et A seront précisés ultérieurement.
Par hypothese d(K,T"(K)) > en™® pour tout n € N*, donc comme T est une
isométrie nous avons

d, = inf{d(T*K),THK)):—=2p, <k<1<2p,}
= inf{d(T*(K),K):0 < k <4p,} > c(44™)~®



et
_1

3

avec une nouvelle constante ¢ > 0 . Définissons maintenant les fonctions f, :

tn = —dpy > cA7O"

t, —d(z, K)

0).
L0

fn(z) = max(a,

Le support de f, est K;, donc les fonctions f, o T*, |k| € {pp_1+1,...,p,} ont
des supports deux a deux disjoints et comme la fonction f,, est lipschitzienne de
rapport ‘;—:, la fonction F), est lipschitzienne de rapport k,, = ‘;—: D’autre part
on a comme au paragraphe 3 || F,,||, = an. La fonction H est donc lipschitzienne
silasérie Y5, 5, ¢ converge. Comme = < tAT"A%" lasérie ), -, §* converge
si on choisit A > A%

Pour finir la démonstration on utilise 'inégalité (2) qui est valable car T est

une isométrie : N € {pp, +1,...,pn41}

n—1
SN(JJO) et — S—N(xo) <2card K Z PmOm — (pn _pn—l)an - (N _pn)an-i-l-
m=1
On obtient
n—1
Sn(mo) < 2cardK Y A™ATT —A"HA-1AT" — (N — AW
m=1
AN 1-A4 1 Cne1
< n _ _ n n .
< (2cardKA/)\_1+ 3 Y(A/N) (N —A™MA

Fixons 3 €]a, 1[ et choisissons A = 4%-. On a bien A > A% et

A/A A-1 A-6 41
+ p—

C’:—2cardKA/)\_1 3 __Al—ﬁ—1+ i

>0

dés que A est assez grand. Pour un tel A on a

Sn(zo) et —S_n(xo) < —CALA=D _ (N _ gm) A=A+

d’ou

Pn+1 Pn+1

> exp(Sn(ao)) < exp(—CANACD) 3" exp(—(N - Am) 4B
N=pn+1 N=pn+1

1
1-— exp(_Aﬂ("‘i‘l))

< exp(—CAU-An—1))
& exp(_CA(l—ﬁ)(n—l))

et les séries Y nsq €xp Sy (o) et D n>q exp(—S-_n(2o)) sont majorées sur K. l



4 Preuve du corollaire 1

Soit © € T? tel que
Vn € N*, ||n®] > cn™°

ot ¢ > 0 et a €]0,1[. Considérons le compact K = {0,0’ = p(360)} et T la
translation £ — x + ©. Pour tout n € N* nous avons

1
IT™(©")] = ||©® +n6| = inf N((n+ =)8 — P)
Pezd 2
1 c
= — i — > — @
2131221N((2n+1)0 2P) > 2(2n+1) ,
1
T"(0) - @'|| = ®—-0'|= inf N(n—=)§—P
17 (0) I [In I Jnf, ((n=3) )

1 c
= — i — — > — — @
PlgédN(@n 1)6 — 2P) > 2(2n 1)~

I'hypothese d(T™(K), K) > en~* est donc vérifiées et le théoreme 2 s’applique.

5 Preuve du corollaire 2

L’existence de partie assez grosse du tore T! dont les itérés par la rotation
T:z€T - 2+ 0 € T! sont deux a deux disjointes, s’obtient & ’aide de
résultats classiques d’analyse harmonique (cf. [8]) :

Un sous ensemble K du tore T' est un ensemble de Kronecker si toute fonction
continue de T dans le cercle, {z € C : |z| = 1}, est limite uniforme sur K de
caractéres.

De cette définition il résulte :

1. Si K C T' est de Kronecker et si 1,...,z; sont des éléments distincts de
K alors z1,...,xp et 1 sont linéairement indépendants sur 7.

2. §i © € K alors les translatés K +n©, n € Z, sont deux o deux disjoints.
Le résultat suivant est plus difficile ([8]):

3. Si © un élément irrationnel de T' alors il existe un ensemble de Kronecker
de dimension de Hausdorff 1 contenant ©.

Il est maintenant aisé de démontrer le corollaire 2.

Soit © = (01, ...,04) € T? tel que NO soit dense et s < d. 1l existe un ensem-
ble de Kronecker K, de dimension 1 et contenant ©;. Comme H*~ ¢+ (K) = oo
il existe un compact K’ inclus dans K tel que 0 < H*“41(K') < oo (cf. [6]
p.62). 1l suffit maintenant d’appliquer le théoréme 1 au compact K' x T¢~!
dont la dimension de Hausdorff est supérieure & s —d+1— (d — 1) = s (cf. [6
chapter 7).

6 Preuve du corollaire 3

Lemme 1 Soit K une ensemble de Kronecker de T' et A un élément de GLy(7Z)
dont Uaction T sur T? est ergodique. Alors les ensembles T"(K x K), n € Z,



sont deux o deux disjoints.

Démonstration. Supposons que K x K rencontre 7" (K x K) pour un
certain n > 1. Comme A est ergodique la matrice de A™ n’admet pas 1 pour

valeur propre
n_ [ a b
w=(%0)

(cf.[10] p. 31), tous les points fixes de T dans T? sont donc des points &
coordonnées rationnelles.

Soit X = (z1,22) et Y = (y1,y2) € K x K tels que T"X =Y. 1l existe des
entiers k1 et ko tels que

y1 = axy + bxs + ky
ya = cxy +dze + ko

Comme des éléments distincts d’un ensemble de Kronecker et 1 sont linéairement
indépendants sur Z, on déduit des deux équations précédentes que

(y1 = o1 ou y1 = 2) et (y2 = 1 OU Y2 = T2).

Considérons les quatre cas possibles.
Siyi =z etys =x2 alorsa=d=1,b=c=0 et T nest pas ergodique.
Siyi =zp ety =z alorsa=d=0,b=c=1et T n’est pas ergodique.
Dans les deux autres cas utilisons la matrice inverse, nous obtenons les relations
a coefficients dans Z :
ry=d'y + by + 1y
{ zo=Ccy +dys+1p °

Si y; = y2 = x1 alors la deuxieme équation du dernier systéme donne z2 = y; =
ya2 et par conséquent X =Y est un point fixe de T™. De méme si y3 = ya = X2
alors X est point fixe de T™. Comme K est de Kronecker les coordonnées de X
ne sont pas rationnelles ce qui contredit 'ergodicité de 7. l

La fin de la démonstration du corollaire 3 est identique a celle du corollaire
2 en remplacant K’ x T4 ! par K' x K.
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