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Abstract

Soit S un systéme fini d’ automorphismes du tore T2 et I le groupe
engendré par S. On étudie la relation entre ’asymptotique des orbites
de T" dans le tore et la norme de l'opérateur d’adjacence du graphe de
Cayley associé a I' et & S. Cette étude permet d’établir des résultats
quantitatifs sur la vitesse de convergence de certaines moyennes at-
tachées & S. On donne aussi une application & la construction de
familles des graphes finis expansifs.

0.1 Introduction

Soit S un systeme symétrique et fini de générateurs d’un groupe de type
fini ' Etant donné une représentation unitaire (H,7) de I', 'opérateur
caractéristique associé a S et a la représentation 7 est défini par: M, (v) =
> ses T(s)v. Cest un opérateur autoadjoint dans H, borné par le cardinal de
S.

Lorsque (H, ) est la représentation réguliere & gauche du groupe I', M,
est l'opérateur d’adjacence du graphe de Cayley du groupe I' par rapport a
S. Dans ce cas Kesten, voir [C.V.1], établit des relations remarquables entre
la nature du groupe I' et la norme de ’opérateur M.

Lorsque I' opére ergodiquement, en préservant la mesure sur un espace
probabilisé (T, dz), on a une représentation unitaire de I' dans L*(T,dz).
Cette représentation contient la représentation triviale de I' avec multiplicité
1. Notons H le sous espace stable de L?(T,dxz) formé par les fonctions de



moyenne nulle et (H,7) la sous représentation de L?(T,dx) correspondante.
Avec ces notations, la norme r de I'opérateur M, fournit des renseignements
quantitatifs sur I’asymptotique des orbites de I' dans T lorsque r est plus
petit que le cardinal de S. Par exemple, les auteurs de [L.P.S| explicitent un
sous ensemble fini, noté S, du groupe des rotations SO(3) tel que le groupe T’
engendré par S est libre et opére ergodiquement sur la sphere. La propriété
remarquable de leur construction est que la norme de M, est égale a la norme
de T'opérateur d’ adjacence du graphe de Cayley du groupe I' par rapport a
S. IIs en déduisent des résultats de convergence en norme L? et ponctuelles
sur la vitesse de remplissage de la sphere par les orbites de I'.

Dans ce travail nous considérons un sous-groupe I' de type fini du groupe
GLy(Z) des automorphismes du tore T = R?/Z?. Nous obtenons dans ce cas
que la norme r de M, est égale a la norme de My, 'opérateur d’adjacence
du graphe de Cayley de I' par rapport a S (théoréme 17 et corollaire 18).
Cette derniere norme dépend seulement de la structure de I" et de S. Par
contre dans le cas de la sphere, c’est seulement pour des ensembles S tres
particuliers que I'on a | M, || = ||Mx||, et la démonstration de cet égalite est
difficile, voir [C.V.1.].

Une application de ce résultat (théoréme 19 ) nous donne des renseigne-
ments, en norme L? et ponctuelles, sur 'asymptotique des orbites de I' dans
T.

Une autre application est la construction des familles de graphes expansifs
(théorémes 22 et 24) qui donne une réponse partielle au probléme de base sur
les graphes expansifs de [V]. On explicite des familles de graphes expansifs
qui ne sont pas de Ramanujan, mais qui sont faciles a construire. Cette
construction est inspirée d’un exemple d’extenseur construit par Z.Gabber
et A. Galil, [G.G] et d’une note de I.Colin de Verdiere a ce sujet, [C V 2].

Dans la premiere partie nous établissons quelques résultats préliminaires
sur les représentations naturelles, qui aboutissent aux corollaires 12) et 14)
concernant la norme des opérateurs Mx. Ensuite nous donnons des applica-
tions pour les sous-groupes de type fini de GLy(Z) (Propositions 17 ; 19 ; 22
et 25).

0.2 Notations et généralites

Soit I un groupe de type fini, c’est a dire possédant une partie génératrice
finie. On fixe un systeme de générateurs fini S; de I'. On considere alors



I'ensemble symétrique S = S, U (S;)~!. Remarquons que si S, possede des
involutions alors Sy N (Sy)~! # ¢. Dans tous les cas on a S~' = S. Pour
chaque v € T' on note |y|4 la longueur minimale d'un mot, formé avec les
éléments de S, représentant v, et si y = e on pose |y|g = 0.

Soit, (H,7) une représentation unitaire du groupe I'. L’opérateur car-
actéristique de la représentation 7 et du systeme S, que nous allons noter
M, = M(S, ), est défini pour tout w dans H par

M (w) =) 7(s)w.
sES

Il est clair que M, est un opérateur autoadjoint, défini sur H, et de norme
majorée par le cardinal de S. Dans le cas ou 7 est la représentation réguliere
gauche du groupe I', 'opérateur M, est exactement ’opérateur caractéristique
du graphe de Cayley X = (I',S) du groupe I' par rapport & S. Plus
généralement si A est un sous-groupe de I' notons Y = I'/A I’ensemble des
classes résiduelles a droite du sous-groupe A dans I'. Le groupe I" opere transi-
tivement sur Y par multiplication a gauche. Soit 7 la représentation naturelle
de I associée a cette opération. L’opérateur M, de cette représentation sera
noté My . Explicitement I'opérateur My est défini par :

My (F)(zA) =) F(szA),Vz € [,VF € £*(Y).

SES

Ici 2(Y) désigne I’ espace de Hilbert formé par les fonctions F' définies sur
Y, & valeurs complexes, telles que la série - ¢y |F (y)\2 soit convergente.

On peut interpréter ces opérateurs comme matrices d’adjacence de graphes.
En effet, la structure de graphe sur Y, correspondant a ’opérateur My, est
donnée de la fagon suivante : chaque élément y = zA dans Y et chaque s
€ S définissent une aréte géométrique qui est adjacente aux sommets y = A
et sy = srA. Le nombre des arétes géométriques adjacentes a un sommet
donné est donc égal au cardinal de S. Ce graphe est connexe car S engendre
le groupe I'.
Dans le cas ou A est le sous-groupe trivial de I', le graphe correspondant
n’est autre que le graphe de Cayley X = (I', S) du groupe I' par rapport au
systeme générateur S.

Pour un ensemble fini A on notera #A ou |A| le cardinal de A. Aussi on
notera N, Z et R les ensemble de nombres naturels, de nombres entiers et
réels respectivement.



0.3 Fontion de croissance d’un sous-groupe par rap-
port a S

Soit A un sous-groupe de I'. La fonction de croissance relative au systeme
générateur S du sous-groupe A, notée c¢(A, S, n), est définie par
c(A,S,n) =#{v e A/|v|g <n},n e N. On pose

c(A,S) = @C(A, S, n)t/".

Il est clair que 1 < ¢(A, S) et que pour A fini on a ¢(A, S) = 1. Notons que
dans [G.K.] la notion de croissance relative, avec I' un groupe libre et A un
sous-groupe distingué, est utilisée pour étudier la moyennabilité du groupe
quotient I'/A. Nous allons nous intéresser a une situation différente ou, en
général, I" n’est pas un groupe libre et A n’est pas un sous-groupe distingué
de I'.

On établit maintenant quelques propriétés générales de la fonction ¢(A, S, n).
On en déduira que, dans le cas particulier ou I' est un groupe de type fini et
A est maigre (voir définition 2) la norme de My est égale a la norme de M.
Ensuite on appliquera ce résultat a I' = GLy(Z).

Lemme 1 a) Si le sous-groupe A est tel que ¢(A,S) =1 alors ¢(A,S') =1
pour n’importe quel autre systéme générateur fini S’ du groupe T'.

b) Soit A un sous-groupe fini de T.

Pour X dans T' posons [AA] := Minimum{|\ X alg : a € A}. Alors ¢(A, S) <
lim, (#{\A € T/A : X € A, [M] < n})Y™. En particulier si T/A =T" est un
groupe alors c(A\, S) < ¢(A/A, S/A).

Proof. a) Soit K = Mazimum{||s||g : s € S} et L = Mazimum{||s'||g :
s'e '} Alors Ve € T, 1/L x ||z]|4 < ||z||g < K X ||z]|g. On en déduit que
#a : llally < n/K} < #a < lally < n} < #{o ¢ zlls < n x L}. Par
passage & la limite on obtient c(A,S)VK < ¢(A,S") < c(A,S)E. Or ceci
combiné avec le fait que ¢(S, A) = 1 entraine ¢(S’,A) = 1.

b) On a [AA] < Mg et donc {A € A: [Ag < n} C{Ae A:[A4] <n}.
On en déduit
HN €A Mg < n} < #{M eT/A: A e AM] < n} x #4 do
la majoration de c(A,S). Dans le cas ou I'/A = I est un groupe on sait
que S" = S/A = {sA : s € S} est un systeme générateur de I'' et VA €
[|M|g < [Ag. Donc {A € A: Mg < n} C{X e A: Xy < n} et

4



#FANeA: Mg <n} <H#N €T/A: X e A Mg < n} x #A. Par
passage a la limite on obtient que ¢(A,S) < ¢(A/A,S/A) d’ ou la derniere
remarque. l

Définition 2 Nous dirons que le sous-groupe A est maigre dansT sic(A,S) =
1.

D’apres le lemme 1 cette notion ne dépend pas du systéme générateur de
I’ choisi.

Corollaire 3 Soit A un groupe fini et I' une extension de A par I' . Soit
A un sous-groupe de I' tel que sa projection A sur I soit un sous-groupe
maigre de I' . Alors A est un sous-groupe maigre de I

Proof. Les hypotheses signifient qu’ il existe une suite exacte de groupes
1+ A—T — I — 1. La projection, notée A", du sous-groupe A de
[ sur [ vérifie ¢(A",S") = 1 pour chaque systeme fini de générateurs du
groupe I'. Aussi on peut appliquer le lemme 1, car A est fini, pour obtenir
c(A,S) <ce(AJA,S/A) =c¢(A,S)=1.1

Lemme 4 SoitI' =Ty <W le produit semi-direct d’un sous-groupe distingué
I’y de type fini avec un sous-groupe fini W. Soit A un sous-groupe de I' alors
A est maigre dans I' si et seulement si ANT1 = Ay est maigre dans T';.

Proof. Soit S;, un systeme générateur fini de I';, Quitte a ajouter les
conjugués par W de S7, on peut toujour se ramener au cas ou le systeme
générateur de I'; est stable par conjugaison par W. On considere alors S =
S1UWN\{1}. C’est un systéme générateur fini de I'. Pour chaque g dans I il
existe un unique (g1, w) dans I'y x W tel que g = wg,. Dans ces conditions on
a |glg > [g1]g, - Démontrons cette assertion par récurrence sur n = |g|g. Le
cas n = 1 est une conséquence de la définition de S. Supposons que |g|; = n.
11 existe une suite de longueur minimale (x1, Zo, ....z,, ) d’éléments de S tel que

g = Wy, = T1%3......T, et donc ‘xflg‘s = ‘xflwgl‘ |T2.....Zp|g =n — 1. Si

x1 appartient a W I’ hypothese de récurrence dit qlsle lg1] g, <n—1.Sinon s =
w™ 'z, 'w appartient & S; et \lwsgi|g < n —1, par I’ hypotheése de récurrence
on a |sgi|lg, <n—1dol [g1]g < n et notre assertion est démontrée. On en
déduit maintenant que [{A € A: |A|g < n}| < |[W| ‘{/\1 €A Mg, < n}‘
Donc si A; est maigre dans ['; alors A est maigre dans I'. La réciproque est
immédiate. ®



Lemme 5 Soit 2 un systéme de générateurs fini du sous-groupe A. Notons
V| la longueur de v dans A relative au systéme générateur ) et By(n) =
{veA:|v|g <n},neN, la boule de centre 1 et rayon n dans A.

Sl existe une constante k > 0 telle que

Vv eNk|v|g <|v|g
alors 1 < (S, A) < (lim,, (#Ba (n))/™)Vk.

Proof. Par hypothése B(n) = {v € A: |[v|s <n} C{v € A:|v|, < n/k},
cest a dire c(A, S, n)Y" = (#{v € A/ ||[v|lg < n})Y™ < (#Ba(n/k))", doty,
par passage a la limite supérieure, on obtient le lemme. B

Corollaire 6 i le sous-groupe A est tel que 1 = lim, (#Bx(n))Y/" et s’il
existe k > 0 tel que Vv € A,k |v|g < |v|g alors A est un sous-groupe maigre
del'. m

Remarque 7 Il est connu que les groupes de type fini, qui contiennent un
sous-groupe nilpotent d’indice fini sont a croissance polyndmiale, cf [G.K.].
En particulier pour ces groupes on a 1 = lim, (#Ba (n))'/™. Mais la condition
du lemme est tres forte: elle signifie que la métrique induite par S sur le
sous-groupe A est équivalente a la métrique déterminée sur A par le systeme
générateur 2. Un eremple intéressant ou cette condition n’est pas vérifiée est

J
donné par le groupe affine diadique: T' = { é né,? n€Z,jelke
. 11 10 s
Z},S, ={a,b} ota = < 01 > b= ( 0 9 ) . On consideére le sous groupe
cyclique A = { (1] T :n € Z} et O, = {a}. La relation biab~ = a? pour

tout j entier montre que ‘an‘S <2741, or ‘a2j 0= 27 donc ici la condition

du lemme ne peut pas étre vérifiée.

En fait on a dans ce cas que Yn € N, c(A, S,3n) > 2" et donc c(A, S) > 2'/5.
En effet soit 0 < m < 2" et m = ag + a12" + a922 + - - - - +a;.2% Dexpansion
diadique de l’entier m. Alors

a™ = a®b ta® b g% e b~ La® ¥

par conséquent |a™|y < 3n. En particulier le groupe cyclique A n’est pas
maigre dans .



Lemme 8 SoitI' =T *Tg%----. * [, un produit libre des groupes I';,1 <
Jj <r, r & N. Notons S; un systeme générateur fini du sous-groupe I'; et
S = Uj_,S;. Soit A un sous-groupe cyclique de I tel que c(I'; N A, S;) =1
pour 1 < j <r. Alors ¢(A,S) = 1.

Proof. Par hypotheése pour chaque g # 1 dans I' il existe une unique suite
(91,92, v yOn), n € N, g; € Ui_ (I's — {1}) telle que les éléments g; et
giv1 pour i € {1,2..n — 1} n’appartiennent jamais au méme facteur, et
que g = g1gs......g,. La suite vide correspond a 1’élément neutre, noté 1, du
groupe. On définit alors la longueur de g # 1 par I(g) =n et I(1) = 0.

On dit que I'élément g = g1g2......9n, n > 2,g9; € [y, est cycliquement
réduit si g; et g, n’appartiennent pas au méme facteur. Dans ce cas on
a l(g*) = k xI(g), et aussi [glg = X7, [gjlg, , grace & I' unicité de la
décomposition de g en produit de facteurs. ’

Soit ¢ un générateur du groupe cyclique A. Sil(«) = 1 alors A est contenu
dans un des facteurs et il n’y a rien a démontrer. Sinon /(«) > 2. On vérifie
aisément, par récurrence sur n, qu’il existe un élément cycliquement réduit
U = UiUy....u, dans I' conjugué & a. Soit o = vujus....u,,v~! et notons
K = Minimum{|uj|g : 1 < j < m}. Alors ‘ozl‘s > ‘(uluz...um)l|s > K x et
on peut donc appliquer le corollaire 6 pour obtenir ¢(A,S) =1. R

Corollaire 9 Si les groupes I'; sont finis ou cycliques alors chaque sous-
groupe cycliqgue A du groupe I est maigre.

Proof. Comme les I'; sont finis ou cycliques et que A est cyclique on a
c(I';NA, S;) = 1 pour chaque j et on peut donc appliquer le lemme précédent
avec le systeme générateur S. H

Corollaire 10 Soit S, un sous-ensemble fini de GLy(Z) et T' le sous-groupe
de GLy(Z) engendré par S,. Soit A un sous-groupe de I tel que le groupe quo-
tient A = (AN SLy(Z))/{I, -1} est cyclique. Alors c(A,S) =1, autrement
dit A est un sous-groupe maigre de I'.

Proof. Il est connu que dans la suite exacte 1 — {I,—I} — SLy(Z) —
PSLy(Z) — 1, le groupe PSLy(Z) est isomorphe au produit libre Z/2Z x
Z/3Z cf[N]. Par ailleurs la caractérisation des sous-groupes de type fini d’un
produit libre de Kurosh, dit que la projection de I'NSLy(Z) sur PSLy(Z) est
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un produit libre, noté I'", dont les facteurs, en nombre fini, peuvent étre des
groupes finis (d’ordre deux ou trois) ou cycliques infinis. Donc A~ est maigre
dans T'" par le lemme 8. Aussi on obtient que A; = AN SLy(Z) est maigre
dans T'y = 'N SLy(Z) par le lemme 1. Si T est un sous-groupe de SLy(Z) la
démonstration est finie. Sinon I' est un produit semi direct du sous-groupe
distingué I'y et d’un sous-groupe fini W d’ordre 2 et on peut appliquer le
lemme 4 pour conclure. B

La propriété marquante d’ un sous-groupe maigre A d’un groupe de type
fini T, est que la norme L? de 'opérateur caractéristique My/p = M(S, )
de la représentation naturelle de T dans I>(T'/A) est égale d la norme L?
de lopérateur caractéristique My = M (S,1) de la représentation réguliére d
gauche de I'. En effet, en utilisant les notations introduites dans la premiére
partie, on a la:

Proposition 1 Les normes ¢ des opérateurs Tx et Ty, ot X =T et Y =
['/A, sont liées par I’ inégalité

ITx|| < 1Ty || < e(A, S)? || Tx]| -

Proof. Notons , la fonction définie sur X =T par d,(a) = 0 si o # x et
d.(z) = 1.
De méme on note §, la fonction définie sur Y = I'/A par 6,(y') =0siy' #y
et 0,(y) = 1.
Un résultat classique de la théorie des graphes dit que ||Tx|| = lim,, (T (61), 6;)'/"
et de méme on a ||Ty|| = lim, (T%(64), d2)"/™,0u avec (,) nous désignons les
produits scalaires usuels dans les espaces de Hilbert respectifs £2(X) et £2(Y).
Pour une démonstration de ce résultat voir [CV1].

Observons que pour n dans N on a
<Tg(51),51> = E(sl,...sn)ES" <531““5n,51> = #{(81,82, ...,Sn) e S": $189....8, =
1} et aussi <T{}(5A), 51\) = E(sl,...sn)ES" <631----5nA7 6A> = #{(81, 59, ..., Sn) S
$183....8, € A} la minoration de |7y || est maintenant évidente.

Fixons un élément h dans A et posons A(h) = {(s1, S2, .-, Sp) € S™/5152........
h}. Il existe une bijection entre les ensembles
A(h) x A(h) et {(s1, S2, .., Son) € S*/s189....82, = 1 et s189....8, = h}

donnée par ((5182-.--55), (8], 8hy ey 81)) = (84,85, oy 8t s st oy sT1)-
Par conséquent on a

#A(h)? = #{(51, 82, ..y Son) € S%/5189....809n, = 1 €t 5189....5, = h} et donc



aussi Y (pen, n<ny #AR)? < (T(01),01).
Or par Cauchy-Schwartz on a
(X then,pi<ny FAR))? < c(A, S, 1) Xinen,ny<n} FA(R)?
d’ ou
<T1(L(6A)7 51\)2 < C(A; Sa ’I’L) <T)2(n(51)7 51)
Par passage a la limite supérieure on obtient maintenant la majoration de
[Ty =
Dans ce qui suit nous allons utiliser ces résultats pour étudier ’action des
sous-groupes du groupe d’automorphismes du tore.

Corollaire 11 Soit S, un sous-ensemble fini de GLo(Z) et S = S, U(S;)~L.
Notons (H',m) la représentation de I' = I'(S) dans ¢?(Z*\{0}) donnée par

(Vy € T,Vf € 2(Z2\{0}),7(7) f(:) = f(v (). Alors la norme opérateur
de M, est égale a la norme opérateur de Mr.

Proof. Soit n = (ny,ny) € Z>\{0}, k = pged{ni,ny} et
A={reA:\(n)=n}.

OnaA={XeA:A%) = %} Comme SLy(Z) opére transitivement sur
{(m1,m2) : pged{my,ms} = 1} il existe un g € SLy(Z) tel que

A C g{< (1) :: ) 1t € Z,e € {1,—-1}}g7 . Par conséquent A; = AN SLy(Z)

est un sous groupe cyclique de SLy(Z) et donc A;/{I,—1} est maigre dans
PSly(Z). On peut donc appliquer le corollaire précédent pour en déduire que
A est maigre dans I'.

Or le sous-espace fermé de £2(Z*\{0}) formé par les fonctions nulles en dehors
de I’ orbite I'{n} est stable par M. Donc la proposition précédente nous dit
que la norme de I'opérateur M, restreint & £2(I'{n}), est égale & la norme de
Mr. Comme ceci est vrai pour chaque orbite de ' dans Z?\{0} on en déduit
le résultat. W

Remarque 12 Soit I' un groupe de type fini et

St = {81,520, ., Sry Spp1y ereeee st} C Iy, t € N. Supposons que si, o, ...... S, sont
des éléments d’ordre 2 et que S;11, Sy12,y «e-.-. sy sont des éléments d’ordre infini
et que I' est le produit libre des groupes cycliques A(i) = (s;),1 < i < t. Il
est bien connu que dans ce cas le graphe de Cayley X = (I, S) est un arbre
homogéne de degré q +1 = r +2(t —r) et que ||Mx|| = 2,/q, voir [C.] et
[Ch.].



Corollaire 13 Soit I un groupe de type fini et Sy = {S1, S2, .-, Sr, Sp41s -vee- st} C
[ t € N. Supposons que si,Sa, ...... sy sont des éléments d’ordre 2 et que
Spdls Spagy ceeee sy sont des éléments d’ordre plus grand que deux. Posons
q+1=r+2(t—r), alorsq+1> | M| > 2,/3.

Proof. Soit I' le produit libre G * F ot F = F(s] 4, ......s}) est le groupe
libre de base 7., .....,5; et G = (s1) * (s5) * - - -(s7) olt s},1 <4 < r, sont
des éléments d’ordre 2 de I' . L’application définie sur les générateurs par
st — s; s’étend en un morphisme surjectif de groupes de I'" sur ' de noyau
A. En appliquant la proposition et la remarque précédente & I'" et & A, on

obtient le résultat. B

Remarque 14 En utilisant la structure de SLs(Z) comme produit amal-
gamé on peut trouver aisément de nombreux exemples de systémes générateurs
de sous-groupes libres de GLy(Z). Voici quelques systémes générateurs des
sous-groupes libres de rang 2 de GLo(Z) :

1 k 10 .
S+—{<O 1>’<k 1)},kentzer22.

oo-i(21). (1)

S, = {( _01 clz ) , ( _db _ec )} a,b,c,d,e sont des entiers non négatifs tels
que : dc—be=+1,a>2 et e — b > 2, voir [N].

On peut considérer aussi des produits libres des groupes d’ordre 2, par ez-

-1 0 -1 2 -1 0 . .
emple: pour Sy —{( 01 ) ,( 0 1 ) , ( 9 1 >} [ est isomorphe a
Z/27 x7/27 « Z/2Z.

PourS+:{< _01 ?),(é ?),(; (1)>}PestisomorphedZ/2Z*Z*

A partir de ces exemples on peut expliciter aussi des sous-groupes libres de
rang arbitrairement grand cf [M.K.S.].

Remarque 15 L’ inégalité a droite dans la proposition n’est pas optimale.
En effet on peut démontrer que dans la remarque 8 on a || Mr|| = HMF/AH =4
méme si c(A, S)/? > 1. En effet le groupe T est moyennable et un résultat

classique de Kesten [C.V.1] permet de calculer la norme de Mx.
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1 Applications.

1.0.1 L’ action de GLy(Z) sur le Tore.

Soit T = R?/Z? le groupe quotient du groupe additif (R?, +) par son sous-
groupe (Z?,+). Le groupe T est compact et est muni d’une mesure de Haar
du(z) normalisée par [pdu(z) = 1. C’est aussi le groupe dual du groupe
additif (Z*,+). L’action naturelle & gauche de GLy(Z) sur R? définit, par
passage aux quotients, une action ergodique sur T par des automorphismes
de groupe. Remarquons que les automorphismes continus de T préservent, la
mesure de Haar du(z), de maniére que la représentation naturelle, notée ,
de GLy(Z) dans L*(T,du(z)) est unitaire. Elle est donnée par:
Vs € GLy(Z),VF € L*(T,du(x)),m(s)F(t) := F(s't) pour presque tout ¢
dans T.

Le sous-espace de L?(T, du(z)) formé par les fonctions constantes est sta-
ble par 7(s), Vs € GLy(Z). Soit H le supplémentaire orthogonal des fonctions
constantes:

H = {F € [T, du(z)) : /TF(t)du(t) — 0},

Notons encore (H,7) la restriction de la représentation naturelle au sous-
espace fermé H.

Soit S un sous-ensemble fini de GLy(Z) et I' = T'(S) le sous-groupe de
GL,(Z) engendré par S = S, U (S;)~!. Soit M, I'opérateur caractéristique
associé a S et a la représentation (H, 7) du sous-groupe I de GLs(Z), obtenue
par restriction de 7 a I'. VI € H,

M (F)=> n(s)F.
sES
Soit I" = I'"(S") le sous-groupe de GLy(Z) engendré par S’ = {’s : s € S}
ol s désigne la matrice transposée de s. Remarquons que g — (‘g)~! est un
isomorphisme de T" sur I".
Soit M T'opérateur caractéristique associé a la représentation réguliere a
gauche de I et au systéme générateur S’ :

Vfe (), Vyel'
Mef(y) =3 f(s™')-

seS’!

Théoreme 16 La norme opérateur de M, dans H est égale a la norme
opérateur de My dans £2(T") : || My|| = || M| -

11



Proof. La transformation de Fourier est un isomorphisme unitaire de H sur

¢%(Z*\{0}).Aussi pour F € H on a

M (F) (n) = Jp Mx(F)(t) Ezp(=2min - t)dp(t) = Lies F (s(n)), Vn € Z2.
On peut donc appliquer le corollaire 12 a ’opérateur que 1’on obtient en

conjugant M, par la transformée de Fourier, d’ou le résultat.

Corollaire 17 Posons Sy = {81,592, -, Sry Spily-eee- si},t € N. Supposons
qUe 81,89, ... sy sont des éléments d’ordre 2 et que Syi1,Sr42,-..... s¢ sont
des éléments d’ordre plus grand que deuz. Soit ¢ +1 = r + 2(t —r) et
d= qj% ||M||. Alors

2
ﬂ < ) < 1.
g+1
De plus si les s; sont d’ordre infini pour r < i < t, et le groupe I' est le
produit libre des groupes cycliques (s;) engendrés par les s; pouri =1,2,---t,
2v4

I'= (s1)* (s2) %+ x(sk), alorsT = 5. Autrement dit si le graphe de Cayley

X = ([, S) est un arbre, alors on a l’égalité r = szlj'

Proof. C’est une conséquence directe du théoreme 17, du corollaire 14, de
la remarque 13 et de ce que ’application s —! s est un anti-automorphisme
de groupes de I" sur ['. ®

Remarque 18 On wvoit donc, d’aprés la remarque 15, que ’on peut trouver
aisément de nombreux exemples de systémes générateurs de sous-groupes li-
bres de GLy(Z), qui automatiquement minimisent la norme & de l’opérateur
de moyenne associé M,. Cela contraste radicalement avec le cas de la sphére

ou trouver des systémes générateurs optimauz s’avere étre tres délicat, voir
[L.P.S.].

1.1 Distribution asymptotique des orbites de I' dans le
tore.

Considérons le cas ou I' = (s1)*(s9)*---*(s;) , sous-groupe de G Ly(Z), est un

produit libre de r sous-groupes d’ ordre 2 et t—7r sous-groupes cycliques infinis

avec r+2(t—r)=q+1= ‘S+ U S;l‘ = |S|. Dans ce cas le graphe de Cayley

X = (I',S) est un arbre et nous avons la situation extréme |Ms|| = 2,/7.

12



Pour n un entier non négatif notons B, 1’ensemble des éléments de I' de
longueur plus petite ou égale a n :

B, ={y€el:|ys<n}

Théoréme 19 Soit N = |B,| et posons B, = {7 :0<i< N}.
Alors

VF € L?(T,dx) on a:

< C(L‘i%—\j,v))

la constante C dépend de la norme L? de F et de ¢ + 1.
Etant donné 0 < n < 1 il existe un ensemble de mesure nulle D tel que
pour tout ¢ € T en dehors de D il existe un Ny(t) tel que VN > Ny(t)

H—ZF% - [ F@)du(a)

n

2 F00 - [ Pt <

1
( \/—)
En particulier + Y./L, F(v;t) — [ F(z)du(z) tend vers zéro lorsque N tend
vers I'infini presque partout par rapport a t.
Proof. On introduit les opérateurs @,,n € N, définis sur L?(T, du(z)) par
Du(F)(t) = Tes, Fls(1)), ot S = {7 €T : |7l = n}.
Remarquons que ®,, est I'image, par |’ extension de la représentation naturelle
7 de T & ¢*(T), de la fonction indicatrice de la sphere S,, dans I'. On établit
par un calcul direct la relation de récurrence: 19, = ¢®,_; + ¢, pour
n>2et &P = (¢+1) + Ds.

Soit {P,(t) : n € N} la suite des polynomes définis par la relation de
récurrence précédente : tP,(t) = qP, 1(t) + P,11(t) pour n > 2, tPi(t) =
(g + 1) + Py(t) avec Pi(t ) t.
Par construction on a ®, = P,(®;). Comme ®; = M, on a ||®,| <
Sup{|P,(t)| : [t| < 2,/q}, grace au théoreme de représentation spectrale
de l'opérateur M, dans H.

En posant ¢ = \/g(A + A™") on obtient, pour n > 1:

n/2

Po(t) = e {lad = A A" — (A" = M)A "} et Po(£2y/q) = £¢™/*(2 +
(1 —=1/¢)(n — 1)), voir Cartier, [C]. On en déduit que |P,(¢)] < (¢+ 1)(n +
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1)g"/? vt € [—2\/(5,2\/@] . Par conséquent ||®,|| < Cng™? pour chaque en-
tier positif n, avec C = 2(qg + 1).

Considérons maintenant 'opérateur ¥,, = & 37 (®; ou N = 3I ([S;|.
On déduit des calculs précédents que ||¥,|| < Cing™™2 ou C; est une con-
stante indépendante de n. Finalement soit F € L?*(T,du(x)) alors F =
Fy + Jp F(z)du(z) avec Fy € H. Or, pour chaque i, ®;(F) = ®;(Fp) +
|S;| Jp F(z)dp(z) et donc
U, (F) — [p F(z)du(x) = ¥, (Fp) d’ou, en tenant compte du fait que N =
O(q™), la premiére partie de la proposition.

Pour la deuxiéme partie on utilise, grace a la majoration de |||, la
convergence de la série 3, ¢" ||¥,(Fy)||* pour chaque 7 tel que 0 < 5 <
1. Or ceci signifie, par le théoréme de convergence dominée, que la série
T2 00" | W (Fy)(t)]? est convergente pour tous les t en dehors d’un sous-
ensemble de mesure nulle, noté D. Donc pour ¢ en dehors de D il existe
une constante C = C(t) telle que ¢"™/2 |, (Fy)(t)] < 1,Vk > C. Ainsi
(U (F)(t) — fp F(z)du(z)| < ¢ ™2 Yk > C(t), et il existe un Ny = No(t)
tel que :

LS8 F(yit) = fp F(@)dp(@)| < ()7, YN 2 No(t).

Remarque 20 Notons que la relation (2) est fausse pour t ayant des coor-
données rationnelles et une fonction F a support disjoint de I’ orbite finie T’
t.

Remarque 21 Notons aussi que la relation (2) est fausse pour la fonction

F(t) = Exp(27i(t - a)), t = (1/2,0) et T' = (s1) * (s9) ot s1 = ( (1) ? )
10

21
de U, (F)(x) ne peut pas étre contrélée directement par le théoréme des ac-
croissements finis appliqué o V,(F)(t), car la norme des matrices o dans T’
, qui interviennent dans le calcul des dérivées, tend vers infini avec |o|g .
Cela contraste avec les résultats de convergence ponctuelle dans [L.P.S.].

et s = . Dans ce cas V,,(F)(t) = F(t). La convergence ponctuelle

Nous ne savons pas si dans ’exemple précédent la somme des exponen-
tielles W, (F')(t) converge vers zéro pour chaque t d’ordre infini dans le tore
T.
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1.2 Construction des graphes expansifs

L’expansivité de action d’un sous-groupe I' = I'(S;) de GLy(Z) opérant sur
le tore dépend de 1 — r ou la norme r = ||Ms||/ |S| = sup{{(Msf, f) : f €
L3(T), [ f = 0}/|S| est supposée plus petite que un. Par exemple si S; =
{s1, 82} elle s’exprime ainsi: pour tout sous-ensemble borélien B du tore tel
que p(B) < 0.50n a pu(BAs;(B))+u(BAsy(B)) > (1—r)u(B). Ici BAs;(B)
note la différence symétrique des ensembles B et s;(B). Cette inegalité
s’obtient en utilisant que (Mgf, f) < r ||f||2,01) f est la projection de la
fonction indicatrice de B sur le sous-espace des fonctions de moyenne nulle.
Nous allons donner, en suivant I'idée de Gabber et Galil, une interprétation
combinatoire de ces inegalités en construisant des graphes avec des propriétés
d’expansion remarquables. Le principe de base est d’étudier la restriction de
I'opérateur Mg a un sous-espace de dimension finie adéquat de L?(T’). Pour
fixer les idées nous allons considérer d’abord la notion de (n, k, d)-extenseur
et généraliser la méthode de construction explicite de Gabber et Galil, [G.G].

Définition 22 Soient n, k des entiers positifs et d un nombre réel positif.
Un (n, k,d)-extenseur est un graphe biparti X a 2n sommets et kn arétes.
Les sommets de X sont répartis en deux ensembles disjoints notés I et O,
chacun composé de n sommets, qui possedent la propriété suivante:

les sommets adjacents d’un sommet quelconque dans I sont tous dans O et
pour toute partie non vide B de I, on a

N(B) > |B] (1 + 4n=IE0)

ot N(B) est le cardinal de l’ensemble des sommets adjacents aur sommets
de B. En prenant B de cardinal n — 1 on voit qu’ il est nécessaire que d <
n/(n —1). Notons aussi que N(B) > |B| (1 + d/2).

Le probléeme, qui a son origine en informatique, est de construire ex-
plicitement des suites infinies (X;);>1 de (n;, k, d) extenseurs ol le nombre
des sommets n; tend vers I'infini avec ¢ mais le degré k et le nombre d restent
fixes, voir [H.V]. En utilisant le groupe affine défini sur Z, Margulis construit,
pour chaque m entier positif, un (m?, 5, d) extenseur mais ne donne pas une
estimation explicite de la constante d. Ultérieurement Gaber et Galil, en
modifiant I’exemple de Margulis, ont obtenu un (m?,7,d) extenseur avec
d= 2_2—‘/5 pour tout entier positif m.

Par la suite nous généralisons la méthode de Gaber et Galil pour constru-
ire des extenseurs.
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Considérons un systéme S, = {s1, S, ........ , 81} d’ éléments de Glo(Z) et
notons ¢ + 1 = [S| = |54 U S;l‘ . On suppose que r = ||Mg|| /(¢ + 1) < 1.

Soit D = [0,1[x[0, 1] et x4 la mesure de Lebesgue usuelle de R? normalisée
par u(D) = 1. Fixons s € S. Notons p(s,a) = u(s(D) N (D + a)) pour a
dans Z? et A(s) = {a € Z? : pu(s(D)N (D + a)) > 0}. Remarquons que
p(s,a) =p(s™, —s7(a)).

Pour chaque m dans N, on introduit la fonction mZ2-périodique p* (s, a) =
S iemze P(s,a + 1), associé a la fonction a — p(s,a). On verifie que p™(s,.).
définit une probabilité sur Z*/mZ?.

En suivant I'idée de Margulis, on construit un graphe biparti X,
avec I = Z/mZ x Z/mZ et O = Z/mZ x Z/mZ. Un élément T € I est
adjacent a T € O et & s;(z) +a € O pour chaque a dans A(s;) et pour
chaque i dans {1,2.....,1}.

Théoréme 23 Le graphe X, est un (m? k +1,(1 —r)) — extenseur pour
m > 0.

Proof. Pour chaque z € Z? notons u, la fonction caractéristique de I’ensemble
L(z + D) et soit e, la fonction Z2- périodique définie par :
ex(t) =m X, cz2 ug(t +n).

Par construction on a e, = e, si et seulement si x —y € mZ? de sorte
que e, dépend seulement de la classe T = = + mZ?. En outre le systéme
{e; : T € I} est orthonormé dans L*(T,dz) : (es,e,) = 0z3. Notons H le
sous-espace de L?(T,dx) engendré par les e,, T € I. Un petit calcul montre
que (7(s)es, e,) =p*(s,y—s(z)),s € S, ou 7(s)e,(t) = e,(s~'(t)) pour tout
t dans T. Autrement dit la matrice de P7(s)P dans la base {e, : T € I} est
(p*(s,y — s()))z5, ou P est le projecteur orthogonal sur H.

Soit B C I et eg = > zcp e, alors
(m(s)en, en) = Yzen Xyen p#(s,y=5(x)) = Taer p* (s, a) 2 {(@9)e B2 /5—5(z)=a} -
Donc si I’on note (s, a) la bijection affine de Z/mZ x Z/mZ définie, modulo
m, par £ — (s,a)(x) := s(z) + a, on peut écrire

(m(s)ep, ep) = Y_p*(s,a) [BN(s,a)(B).

acl

On pose maintenant P = ﬁ Ysesm(s) et ep = € + L |A[, ol € est de

moyenne nulle et (¢, e’) = |B| (1 — B}). En utilisant que la norme de I — P
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dans I’espace des fonctions de moyenne nulle est 1 — 7, on obtient que

#
p*(s,a) |B|
|(s,a)(B) = B| =2 (1 =7) [B|(1 = —),
Zin 1S e
comme Y cg Y ger ’% = 1, il existe au moins un couple (s, a) tel que

[(s,a)(B) = Bl > (1 =) |B| (1 - ).

Par ailleurs |(s,a)(B) — B| = |(s,a)™!(B) — BJ, donc on peut supposer
que s € S;. Or, d’apres la définition, on a
N(B) = [B| > |Ui_; Useagsy) (51, 0)(B)| > |(s,a)(B) = B| > (1 —r)|B| (1 -

B N . :
|m—2‘) Ce qui acheve la démonstration. B

Remarque 24 En prenant S, = L2 , Lo on obtient [’exemple
01 2 1

d’un (m?,7,1— ?)—eaztenseur de Gabber et Galil. En notant s; = ( (1) ? )7

= () omeale) = (0,00, (1,0), 2.0} Als) = {0.0). 0.1, (0.2}

p(s1,(0.0)) = p(s1, (2,0)) = § = p(s2, (0,0)) = p(s2,(0,2));

p(s1.(1,0)) = & = p(ss, (0,1)). Aussiet 1—r=1— .

En considérant S+:{<(1) ?),(; (1)>,<_01 (1))}0n obtient un

(m?, 8, %) — extenseur. En effet dans ce cas r = %ﬁ car le graphe de Cayley
de T" par rapport a S est un arbre de valence 5 (remarque 15).

On peut aussi construire, en s’inspirant d’une idée de Colin de Verdiére
cf [CV2], des familles de graphes finis de valence fixée et constante expansive
minorée uniformement. La constante (de Cheeger) d’expansion d’un graphe
fini X est définie par
h(X) = min{ %L : A C X,0 < [A] < 5l},
ou si A est un sous-ensemble de X on note A ’ensemble des arétes géométriques
qui relient A & son complémentaire X\ A, cf [V.].

En utilisant les notations introduites dans le théoréeme précédent, il est
clair par le choix de D que p(s, a) est un nombre rationnel. Soit p(s,a) = %
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avec pgcd(n(s,a),d(s,a)) = 1 ; d = ppem{d(s,a) : s € S,a € A(s)} et
I(s,a) =d x p(s,a) pour s € S et a € A(s).

Définition 25 Soit G, le graphe défini par: ’ensemble des sommets de G,
est I, = Z/mZ x Z/mZ et un sommet T est connecté o y = s(z) + a par
(s, a) arétes géométriques pour chaque s € S et a € A(s).

Notons M, la matrice d’adjacence du graphe. Soit €2, ’ensemble des
valeurs propres de M,, ; t!. = MinQ,\{d|S|} et t,, = MazQ2,,\{d|S|}.

Théoréme 26 Pour tout m le graphe G, est conneze, de valence |S| X d et
les valeurs propres de M, sont contenues dans

{IS| xd}Uu{t e R: —d x |Ms|| <t <dx|Ms|}. Plus encore limy,t,, =
A\ Mg et lim,,#, > —d |[Ms]].

Proof. Remarquons d’abord que Y cq Y ocacs) U(5,a) = Xsesd = [S| x d.
Posons F' = Y ,¢; f(z)e, pour chaque fonction f & valeurs réelles, définie
sur les sommets de G,.
Remarquons que si Y., f(z) =0 alors [, F(t)du(t) = 0.

On vérifie maintenant, en utilisant les notations introduites dans le
théoreme précédent, que Vf, g € I*(1,,) on a [, Ms(F)(t)G(t)du(t) =
Sses Lactn P (8,0) Toer,, f(5(2) +a)g(2) = § Toer,, Min(f)(2)9(2).

Par consequent si 'on note P, le projecteur orthogonal de L*(T), du) sur
Vect{e, : T € I}, la matrice de P, MsP,, dans la base {e, : T € I} est
éMm. On en déduit, en prenant le sup et 'inf sur des fonctions a valeurs
réelles de moyenne nulle, I’encadrement:
inf{(Ms(F), @) iaqr) : 1Py = Gl = 1} < imf{3 (M (F), Dy < 1]l =
lgll, =1}
et sup{g(Mu(f), D, = Il = llgll, = 1} < sup{{Ms(F), G)r2(r)
IF|l, = ||G|l, = 1}. D’ou le résultat relatif aux valeurs propres, par le
principe de min-max appliqué & M,, et par la densité dans L*(T,du) de
UnVect{e, : x € I,}. Aussi on déduit la connexité du graphe de I'inégalité
tm < |S|xdmN

Corollaire 27 La constante isopérimétrique des graphes G, vérifie
WG,,) > BE=MsDxd,
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Proof. C’est une conséquence de t,, < d X | M;|| et des inégalités de Cheeger
pour les graphes, voir [C.V.2]. &

Exemple 28 Soit j un entier plus grand que 1 et S = {s1 = < (1) i > ,S9 =

( ; (1] )} Le sous-groupe T de Sls(Z) engendré par S est libre. Une base li-
bre deT est S,. Donc ||Ms|| = 2v/3. On a A(s;) = {(0,0), (1,0), (2,0), ........ (5,0)}
et A(se) ={(0,0),(0,1),(0,2), .ccee.... (0,7)}. Aussip(si, (0,0)) = p(s1,(0,7)) =
2%’ = p(s% (0’ 0)) = p(SQ’ (.7’ O)) et

p(s1,(i,0)) = 7 = p(s2,(0,4)) i € {1,2, ... — 1}.

Donc dans ce cas d = 2j et l(s,a) € {1,2}. Le degré du graphe G,, est

4 xd = 8jet — 8j§ <t < tp, < 8 x % . De plus la constante

3
isopérimétrique vérifie dans ce cas h(Gp) > (4 — 2v/3) x j.
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