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Introduction

Le but de ce travail est 1’étude des structures affines sur une algebre de Lie ce qui correspond
au probleme d’existence de connexions affines invariantes a gauche sur un groupe de Lie.

L’existence d’une telle structure munie ’espace vectoriel sous jacent a l’algebre de Lie d’une
autre structure d’algebre appelée algebre symétrique gauche ou algebre de Vinberg qui, par
antisymeétrie, redonne la structure d’algebre de Lie.

Dans ce travail on propose une approche de ces algebres au travers des algebres admissibles.
Par définition, une algebre est admissible si le produit X.Y vérifie que XY — Y X est un crochet
de Lie. La classe des algebres admissibles contient en particulier les algebres de Lie, les algebres
de Vinberg, les algebres associatives... La variété algébrique des algebres admissibles est naturel-
lement fibrée au dessus de la variété des algebres de Lie. Le probléme d’existence d’une structure
affine revient & examiner l’intersection de la sous-variété des algebres de Vinberg avec les fibres.
L’idée de déformer une structure d’algebre de Lie considérée comme algebre admissible en une
structure d’algebre de Vinberg appartenant & la méme fibre est donc naturelle. Ceci conduit
a définir de maniere précise les cohomologies de ces algebres et de connaitre précisemment les
opérades associées a ces algebres.

Une deuxiéme approche plus géométrique est liée aux travaux de Benoist et de Burde. Le
probleme d’existence des structures affines sur les algebres nilpotentes avait été posé par J.
Milnor. N. Boyom avait répondu par ’affirmative pour une classe précise d’algebres nilpotentes,
mais Benoist, en exhibant un contre exemple en dimension 11 montrait que toutes ces algebres ne
possedent pas de telles structures. Burde donna des contre exemples en dimension 10. Une étude
rapide des exemples de Benoist et de Burde montre que ces algebres sans structure affine rentrent
dans la famille des algebres de Lie filiformes (nilindex maximal) et, en dimension impaire, elles
sont munies d’une forme linéaire de contact. On s’est donc attaché dans ce travail & examiner
Pexistence de structures affines pour de telles algebres.

Notons enfin que les structures affines sur le cas abélien ont fait I’objet de pas mal de travaux.
On sait en particulier classer toutes les structures affines completes (i.e connexions complétes) de
dimension 2 et 3 et on sait donc qu’il existe des la dimension 6 une infinité de telles structures. Ici,
on s’est interessé au cas non complet afin d’avoir toutes les structures pour les algebres abéliennes
de dimension 2 et 3. Cette approche repose sur une étude parallele des algebres associatives
commutatives réelles non unitaires.

Dans le chapitre 1, on rappelle les définitions des structures affines et les liens entre structures
affines et représentations, ainsi que les résultats classiques sur l'existence de structures affines
comme lexistence de telles structures pour toute algebre symplectique, pour toute algebre nil-
potente munie d’une dérivation inversible, pour les algebres nilpotentes de dimension inférieure
ou égale a 7. On définit un produit scalaire associé & une connexion affine, ce qui permet dans
certains cas de munir le groupe de Lie associé d’une sructure hessienne. On construit également,
pour des représentations autres que la représentation adjointe, qui intervient dans le cas de
la structure affine associée & une forme symplectique, des structures affines naturelles. Dans
le chapitre 2 on s’intéresse plus particulierement aux algebres de Lie filiformes. On construit,
en généralisant les constructions connues, de nouvelles structures pour les algebres munies de
dérivations non inversibles mais dont la restriction a l’algebre de dérivation est inversible. En
conséquence, toute algebre filiforme non caractéristiquement nilpotente est munie d’une struc-
ture affine. Puis on généralise cette construction au cas non filiforme. On montre qu’il existe des



structures non compleétes sur les algebres filiformes et que les structures complexes ne peuvent
pas servir & construire de nouvelles structures affines pour ces algebres. Le chapitre 3 est consacré
aux algebres abéliennes. On donne toutes les structures affines complés ou non sur R? et R? aprés
avoir étudié les classifications des algebres commutatives associatives réelles de dimension 2 et 3.
On étudie leur rigidité et on décrit ’action affine associée & chaque structure affine ainsi que sa
complétude ou non. Les structures affines invariantes sur les tores T2 et T® en découlent. Dans le
chapitre 4, on revient au contre exemple de Benoist en étudiant plus particulierement la propriété
d’admettre une forme de contact. Les algebres de contact étant des extensions de dimension 1
des algébres symplectiques qui, elles, admettent toujours des structures affines, on cherche des
conditions algébriques nécessaires & l'obtention d’une structure affine sur une algebre de contact
a partir d’une structure affine de son algebre symplectique associée.

On étudie ensuite, dans le chapitre 5, le probleme de I’existence des structures affines par le
biais des algebres Lie admissibles et des opérades. Les algebres Lie admissibles sont classées en 6
familles d’apres 1’action invariante d’un sous groupe du groupe symétrique ), sur I’associateur.
Parmi ces 6 familles, on a les algebres associatives, les algebres de Vinberg. On définit les modules
admissibles sur les algebres de Lie admissibles, les opérades associées & chacune de ces classes
d’algebres Lie admissibles qui sont toutes quadratiques, on étudie les opérades duales. On définit
une cohomologie admissible qui respecte les cohomologies déja définies comme la cohomologie
de Hochschild pour les algebres associatives, la cohomologie de Chevalley pour les algebres de
Lie, la cohomologie de Harrison pour les algebres associatives commutatives. Il est alors possible
de donner une condition nécéssaire et suffisante pour qu’une algebre de Lie considérée comme
algebre Lie admissible se déforme en une algebre de Vinberg dans la variété des algebres Lie
admissibles.

Dans I'annexe, chapitre 6, on étudie les structures complexes invariantes et bi-invariantes sur
les algebres de Lie nilpotentes et résolubles. On montre que les algebres filiformes ne possedent
pas de telles structures et on fait la classification des algebres résolubles munies de structures
complexes bi-invariantes et invariantes.



Chapitre 1

Structures affines sur les Algebres
de Lie

1.1 Variétés affines

Définition 1.1.1 Une connezion affine sur une variété M est une loi V qui fait correspondre a
chaque champ de vecteurs X une application linéaire Vx de D' (M) 1’espace vectoriel des champs
de vecteurs dans lui-méme satisfaisant auz deux conditions suivantes

(1) Vixygv = fVx+gVy;
(2) Vx(fY) = fVx(Y)+(Xf)Y

pour f,g € C®°(M), X,Y € D'(M). L'opérateur Vx est appelé différentielle covariante de
direction X.

Rappelons quelques résultats sur ’opérateur V.

1. Supposons que M ait une structure affine V et soit U une sous-variété ouverte de M. Soient
X,Y € DY(M). Si X ouY est identiquement nul sur U, alors Vx (Y) est nul sur U.

En effet supposons que Y s’annule sur U. Soit p € U et g € C*°(M). Pour montrer que
(Vx(Y)g)(p) = 0, on utilise une fonction f € C>°(M) telle que f(p) =0 et f = Id en-dehors de
U. Alors fY =Y et

Vx(Y)g=Vx(fY)g=f(Vx(Y))g+(X[)(Yy)
qui s’annule en p. Avec la méme fonction f, on obtient
Vx(¥)g=Vix(Y)g=fVx(Y)g

qui s’annule aussi en p. A
Une connexion affine V sur M induit une connexion affine Vg sur une sous-variété affine
quelconque de M. En effet, si X et Y sont deux champs de vecteurs sur U, pour tout p € U il



existe des champs de vecteurs X' et Y’ sur M qui coincident avec X et Y sur un voisinage ouvert
V de p. On pose

(Vu)x (Y)), = (Vx(Y")),
pour ¢ € V. D’apres le lemme ci-dessus, la partie droite de ’équation est indépendante du choix
de X' et Y'. Donc la loi
Vv: X — (VU)X ,

X € DY(M), est une connexion affine sur U.

Définition 1.1.2 On appelle tenseur de courbure de la connezion affine V le tenseur C' défini
par
C(X,Y)=VxVy —VyVx — Vixy]

On appelle tenseur de torsion de V le tenseur T défini par
T(X,Y)=Vx(Y) - Vy(X) - [X,Y]

Dans tout ce mémoire nous nous intéresserons surtout aux connexions affines sans courbure
ni torsion c¢’est-a-dire vérifiant

Vx(Y)-Vy(X)-[X,Y] = 0
vay—VyVX—V[ny] = 0.

Le lien entre connexion affine V et applications affines peut se résumer ainsi :

Soit G un groupe de Lie opérant simplement et transitivement sur une variété différentiable
X. Soit U C X un ouvert et f : U — X une application différentiable. L’application f est
appelée localement-(X,G) si pour toute carte U; C U, il existe g; € G tel que la restriction
de g; a U; C X soit égale a la restriction de f a U; C U. Soit M une variété différentiable de
méme dimension que X. Un (X, G)—atlas sur M est une paire (U, ¢) ou U est un recouvrement
ouvert de M et ¢ = {pqa : Us = X}y oy une collection de cartes locales telle que pour toute
paire (Uy,Us) € U x U la restriction de ¢4 o 9051 & ¢3(Uq NUp) est localement-(X, G). Enfin
une (X, G)—structure sur M est un (X, G)—atlas maximal et M munie d’une (X, G)—structure
est appelée une (X, G)—variété. Cette notion permet de transporter la structure de lespace
affine de dimension n sur une variété de méme dimension via un groupe de Lie G, groupe des
transformations affines.

Soit Af f(R™) le groupe des transformations affines donné par

{(64 Ii) / AEGLH(R),bGRn}

Ce groupe opere sur ’espace affine réel {(’U, 1)* /] vE R"} de la maniére suivante

A b v\ [ Av+b
0 1 1) 1
Définition 1.1.3 Soit M une variété de dimension n. Une (X, G)—structure sur M est appelée

structure affine sur M si X est l'espace affine réel de dimension n, R*, et si G = Aff(R*). M
est appelée variété affine.



Proposition 1.1.4 Il y a une correspondance naturelle entre structures affines sur la variété M
et connexions affines sans courbure ni torsion V sur M.

Ainsi une variété lisse M de dimension n est munie d’une structure affine si elle admet un
atlas (U;, ¢;) tel que les changements de cartes ¢; o ¢, ! soient des transformations affines locales
de R™.

La donnée d’une structure affine sur M équivaut donc a la donnée d’une connexion linéaire
V sur M sans courbure ni torsion. Une transformation de (M, V) est un difféomorphisme de M
qui préserve V.

Supposons que V soit une connexion affine sur M et que ® soit un difféomor- phisme de M.
On peut définir une nouvelle connexion affine sur M, V', en posant

Vi(¥) = (Vxe(Y®)®  X,Y € DH(M)

Rappelons ce que signifie Y. Soient M et N des variétés C™ et ® une application différentiable
de M dans N. Soient X et Y des champs de vecteurs de M et N respectivement. Ils sont dits
®-reliés si

d®,(Xp) = Ya(p) pour tout p € M (%)

11 est facile de voir que c’est équivalent a
Yflod=X(fo®) pour tout f € C*°(N)

11 est plus commode d’écrire
dd- X =Y

ou
X®=Y

au lieu de (*). Supposons que d®-X; = Y; (i = 1,2). Alors d®-[ X7, X5] = [Y1, Y2] . Supposons que
® est un difféomorphisme de M dans lui-méme et notons f® = f o ®~! pour tout f € C®(M).
Alors si X € DY (M),

FX)* =X (XHT =X
Définition 1.1.5 Soit V une connezion affine sur M et ® est un difféomorphisme de M. On

dira que ® est une transformation affine asociée a la connexion V si V' (Y) = VxY pour tout
X,Y € DH(M).

1.2 Connexions affines invariantes sur un groupe de Lie

1.2.1 Définition

Définition 1.2.1 Soit (G,V) un groupe de Lie muni d’une connexion affine V. On dira que
(G, V) est un groupe de Lie affine si la connexion V est invariante ¢ gauche ce qui revient ¢ dire
que les multiplications & gauche L, : 7 — o1 de G sont des transformations affines de (G, V).

Dans ce cas V est entierement défini par son action sur TG = g. Il induit donc une opération
bilinéaire, notée toujours V
VigRg—g



vérifiant
{ Vx(Y) - Vy(X) - [X,Y]=0 (%)
VxVy —-VyVx — V[X’y] =0

pour tout X,Y € g.

1.2.2 Structures affines sur une algeébre de Lie

Le groupe de Lie Aff(R™) est le groupe des transformations affines de R™. 1l est constitué

des matrices
A b
0 1

avec A € GL(n,R),b € R*. Ce groupe opere sur l'espace affine réel R = {(v, l)t /] ve€ ]R"}

()= ()

Son algebre de Lie notée af f(R™) est ’algebre linéaire

aff(R"):{(gl g) / Aegln(IR),beR”}

Définition 1.2.2 Une structure affine sur une algébre de Lie g est un morphisme d’algébres de
Lie
Y:g—aff(R")

Considérons une représentation affine du groupe de Lie G, c’est & dire un homomorphisme
p:G— Aff(R").

Pour tout g € G, ¢(g) est une transformation affine de ’espace affine R". Cette représentation
induit une structure affine sur ’algebre de Lie g de G.
Soit ¥ un morphisme donnant une structure affine sur g :

VX € g, ¥ (X) = ( A0 b )

Posons
V(X,Y) = bt (A(X).b(Y))

ou b: A(g) »R"™ est supposé bijectif.

Comme ¥ est une représentation affine de g cela implique que Popérateur bilinéaire V
vérifie les relations (x). L’algebre de Lie g est donc algeébre de Lie d’un groupe de Lie affine.
Réciproquement, si V(X,Y) est induit par une connexion invariante a gauche sur un groupe de
Lie affine d’algebre de Lie g et si Lx est l'opérateur sur g défini par Lx (Y) = V(X,Y), alors

I’application
Lx X
X - ( 0 0 )

10



définit une structure affine sur l'algebre de Lie g. Il y a équivalence entre l'existence d’une
connexion V sur g (i.e. d’'une connexion affine invariante & gauche V sur un groupe de Lie
d’algebre g) et Pexistence d’une structure affine sur g.

Remarque : Si ¥ est une structure affine sur g, elle définit une représentation

W(X):(Ago b(gf))

et une connexion V. Cette derniére induit une représentation affine

Lx X
0 0
qui est équivalente & U (et égal si b = Id).

1.2.3 Structure symétrique gauche associée a une structure affine

Soit g une algebre de Lie g munie d’une structure affine. Alors la connexion V définit un
produit bilinéaire sur l'espace vectoriel sous-jacent A(g) de g. Ce produit que ’on peut noter

A(g) x A(g) — Ag)
(X,Y) = XY
vérifie
1) X.(Y.Z2)-Y.(X.Z2) = (X.Y).Z - (Y.X).Z
2) X.Y —YV.X = [X,Y]
pour tout X,Y, Z € A(g).

Définition 1.2.3 Un tel produit est appelé produit symétrique gauche. Un espace vectoriel V
muni d’un produit symétrique gauche est appelé algébre symétrique gauche (ou également algébre
de Vinberg).

Ainsi Pespace vectoriel A(g) d’une algebre de Lie g munie d’une structure affine est muni de
deux lois d’algebres, une loi d’algebre de Lie et une loi d’algebre symétrique gauche reliées par

XY -Y.X =[X,Y]

1.2.4 Structures affines completes

Définition 1.2.4 Une structure affine sur g est dite compléte si l’endomorphisme

bx: Alg) —  Ag)
Y = Y+YX
est bijectif pour tout X € A(g).

Théoréme 1.2.5 (H) Ceci est équivalent a l'une des propriétés suivantes
a)
Rx: A(g) — Alg)
Y —» YX

est nilpotent pour tout X € A(g)
b) tr(Rx) = 0 pour tout X € A(g).

11



Une structure affine complete correspond & une connexion affine invariante a gauche complete
sur un groupe de Lie connexe associé a ’algebre de Lie donnée.

1.3 Représentation fidele nilpotente associée

Soit V une structure affine sur g (par abus de langage on identifiera la structure affine et
Popérateur de connexion associé) ot g est une algebre de Lie de dimension n. Considérons la
représentation linéaire de dimension (n + 1)

p:9— End(gdR)

définie par
p(X) : (Y1) o (V(X,Y) + £X,0)

11 est aisé de vérifier que p est une représentation fideéle de dimension n + 1.
On peut remarquer que cette représentation donne également une représentation affine de g :

Y: g aff (R")

X = (A(OX) )0(>

ou A (X) est la matrice de 'endomorphisme Vx : Y — V (X,Y) dans une base donnée.
On en déduit que toute algebre de Lie munie d’une structure affine admet une représentation
linéaire fidele de dimension n + 1.

Définition 1.3.1 On dira que la représentation p est nilpotente si les endomorphismes p(X)
sont nilpotents pour tout X dans g.

1.4 La conjecture de Milnor

1.4.1 Algebres de Lie affines nilpotentes

Le probléme de déterminer quelles sont les algebres de Lie munies d’une structure affine
se pose naturellement. En d’autres termes quelles sont les algebres de Lie sous-jacentes & une
algebre symétrique gauche? On montre assez rapidement qu’une algebre de Lie semi-simple ne
peut étre munie d’une telle structure affine. Par contre, en petite dimension (au moins jusqu’en
dimension 7), toute algeébre de Lie nilpotente est munie d’une structure affine. La conjecture
suivante, énoncée par J. Milnor est assez naturelle : toute algebre de Lie nilpotente est munie
d’une structure affine [Mi].

1.4.2 Le contre exemple de Benoist

En 1995, Y.Benoist [Be] proposait un premier contre exemple & cette affirmation. Soit a_z 1
I’algebre de Lie de dimension 11 défini par les crochets suivants sur une base Xy, ..., X11
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X1, X = Xy i=2,.,10

[X2, X3] = X5

[X27X4] = Xﬁ

[Xa, Xs] = —2X7 + X5 + tXo

[X2, X6] = —5X3 + 2Xg + 2t X710

[X2, X7] = -2 X, + 51X10 + BRI X )y

[X2, X35] = 26X10 + X11

(X2, Xo] = 3 X11

[X3, X4] = 3X7 - Xg —tXyo

[X3,X5] = 3Xs — Xo — tX10

[X3,X6] — %Xg 1 XlO + _442(%t525tX

(X3, X7] = ;731)(10 + %Xll

[X3,Xs] = 55 X1

%§4,§5% = %ig - %f}éo + MBI Y)
4, Xe] = ¥ X10 — 11

(X4, X7] = - 282X,

[X5, Xe] = 21X,

25

Théoréme 1.4.1 (Be) Il n'eziste aucune structure affine sur Ualgébre a_s 1 ;.

La démonstration, tres technique, est essentiellement basée sur la recherche des représentations
affines de dimension 12 d’une telle algebre afin de montrer qu’il n’en existe aucune.

1.4.3 Les contre-exemples de Burde

En 1998 D. Burde donnait également des exemples en dimension 10 d’algebres de Lie nilpo-
tentes ne possédant aucune structure affine [Bu2].

[X4, X, 6 = ay,9 X710

(X1, Xi] = X, 2<4i<9
[X2,X3] = a2,5X5 + a2,6X6 + @27 X7 + 02,8 X5 + 02,0 X9 + a2,10X10
[X2,X4] = a25X6 + a2,6X7 + @2 7Xs + a2,8X9 + a2,9X10
[X2,X5] = (a2 —asq) X7+ (2,6 — a3,s) Xs + (@27 — as9) Xo + (@28 — @3.10) X10
[X2,X6] = (a5 —2a3.7) Xs + (a2,6 — 2a3,8) Xo + (a7 — 2a3,9) X10
[X2,X7] = (2,5 — 3as,7 + au,9) Xo + (2,6 — 3as,s + au,10) X10
[X2, Xs] = (2,5 — 4as,7 + 3au,9) X10
[X2, Xo] = —as,10X10
[X3,X4] = a3 7 X7 + a3 sXs + a39X9 + a3,10X10
[X3,X5] = a3 7 X3 + as X9 + a3,9X10
[X3,X6] = (a37 — aa,9) Xo + (3,8 — @a,10) X10
[X3, X7] = (a3,7 — 204,9) X10
[X3, Xg] = a5,10X10
[X4, X5] = a9 Xo + 4,10 X10
]
X7] =
1=
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les ay,; vérifiant les égalités suivantes

az7 = —03;5 7é 0
049 = 305
04,10 = %5 [as,10 (202,7 + 3,9) — a2 5 (16038 + 92 6)]
3ase +asg #0

1.5 Exemples classiques

1.5.1 Dimensions inférieures ou égales a 7

Toute algebre de Lie nilpotente de dimension inférieure ou égale & 7 est munie d’une structure
affine [Be].
1.5.2 Algebres de Lie munies d’une dérivation réguliére

([Bu4]). Une telle algeébre de Lie g est nécessairement nilpotente (Il existe dans ce cas une
dérivation réguliere diagonalisable). Soit f une telle dérivation. Pour tout X € g posons

Vx=ftoadXof.

Alors
VxY -VyX = [H(X, f(V)] -]V, f(X)])
= [HIX, YD)
= [X,Y].
De méme

VxVy —=VyVx = floadXofofltoadYof
—floadYofofloadXof
fﬁload[X,Y]of

= Vix,y-

L’opérateur V définit une structure affine sur g.

1.5.3 Algebres de Lie abéliennes
Soit, g une algebre de Lie abélienne. Alors la représentation

f: End(g)

g —
X » fX)=0

définit une structure affine.
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1.5.4 Algebres de Lie symplectiques

Soit g une algebre de Lie de dimension 2p munie d’une forme symplectique 6 € A?g* . Elle
vérifie df = 0 ou

db(X,Y, 2Z) = 9(X,[Y, Z)) +0(Y, Z, X)) + 6(Z, [X, Y)).
Pour tout X € g nous pouvons définir un unique endomorphisme f(X) par
6(adX(Y),Z) = —0(Y, f(X)(Z)).

Alors V(X,Y) = f(X)(Y) est une structure affine sur g.
En effet X.Y = Vx(Y) est symétrique gauche si et seulement si

X1.(X2.X35) — (X1.X3). X5 = X,.(X1.X3) — (X5.X1). X3
Cest A dire
F(X1) (F(X2)(X3)) = f (F(X1)(X2)) (X3) = f(X2) (f(X1)(X5)) — f (F(X2)(X1)) (X3)
donc
(F(X1) 0 f(X2)) (X5) — f (F(X1)(X2)) (X5) = (F(X2) o f(X1)) (X5) — f (F(X2)(X1)) (X3)
f(X1) 0 f(X2) — f(X2) 0 f(X3) = f (f(X1)(X2) — f(X2)(X1))

Or comme ad est une représentation de g dans g, f est aussi une représentation. En effet
0(Z,(adX o adY — adY o adX) (T))
a(Za [X: [Ya T]D - G(Z, [Y, [X7 T]])
—0(f(X)(2),[Y,T)) + 0(f(Y)(2),[X,T])
)

0((F(Y) 0 f(X)) (2),T) = 0((f(X) 0 f(Y)) (2),T)
0((F(Y) o f(X) = F(X) 0 f(Y)) (2),T)
et
8(Z, (adX o adY — adY 0adX)(T)) = 6(Z,(ad[X,Y])(T))
= _G(Z: [[X, Y] ,T])
= (f([X,Y]))(2),T)
d’ou

O((f(Y) o f(X) = F(X) o f(Y)) (2),T) = 0(F([X,Y])(2),T)

VX,Y,Z,T € g.
Puisque 6 est une forme bilinéaire antisymétrique non dégénérée,

FY) o f(X) = f(X) o f(V) = f(IX,Y])
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De plus

O(f(Xa)(X;) — F(X;)(Xe), Xi) = —0(X;,[Xi, Xk]) + 6 (Xi, [X;, Xk])
6 (X, [X;, Xi])
= 0([X:, X;], Xk)

Il

d’ou
F(Xa)(X;) = f(X5)(Xa) = [ X, X
ce qui montre bien que V (X,Y) = f(X)(Y) est une structure affine sur g.

1.6 Connexions symplectiques

Rappelons tout d’abord la définition d’une connexion symplectique [Fe].

Définition 1.6.1 Soit (M,0) une variété symplectique. Une connexion V est dite symplectique

S?
VxY — Vy X = [X,Y]
VO =0

La deuxieme condition fait de la forme 6 une forme parallele sur M

Proposition 1.6.2 Soit (G,0) un groupe de Lie connexe symplectique tel que son algébre sous-

]
jacente soit nilpotente non abélienne. La connexion YV définie par la forme symplectique 8 n’est
pas une connexion symplectique (au sens de Fedosov) puisque la forme 6 n’est pas paralléle.

Preuve. Pour tout X,Y,Z € g

]

VOX,Y,Z) = Vz0(X,Y)=-0(VzX,Y)-0(X,VzY)

donc s
VoIX,Y Z2)=-0(X,Y],2)

Si g n’est pas abélienne, il existe X,Y € g tel que [X,Y] # 0 et puisque 6 est de rang maximum,
il existe alors Z € g tel que 6 ([X,Y],Z) #0 et

VO#0
et 6 n’est pas parallele sur G. ll

[e]
Par contre, on peut construire & partir de cette connexion ¥ une connexion V qui est sym-

plectique en prenant
VxY =Vx Y + S(X,Y)
pour tous X,Y, Z € g, avec S définie par

ow@aypm::(%X@(xm+é(%yﬂcaz

| =
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pour tous X,Y, Z € g.
En effet

pour tout Z € g, ce qui implique, comme 6 est de rang maximum, S (X,Y) —

pour tous X,Y € g.

Ainsi, pour tous X,Y € g

VxY -VyX =

9(S(X,Y)-S(V,X),Z2)=0
S(Y,X) =0 doi

S(X,Y) =8 (Y,X)

Vx Y +S(X,Y)- Vy X - S(Y,X)
Vx Y- Vy X = [X,Y]

[e]
car V est une connexion sans torsion. De plus, pour tous X,Y,Z € g

V6 (X,Y, 2)

d’olt

Vz(0(X,Y))—-0(VzX,Y)—-0(X,VzY)

9(S(Z,X),Y) -8 (X, vV Y)

| | +

D WRWHRWRWRW R D
>

<]

N

o

>.<
N——"

_+_

e
—~
~
<o

N

W= W =

V est une connexion symplectique.
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1.7 Produit scalaire associé a une connexion affine.

1.7.1 Définition

Soit g une algebre de Lie munie d’une structure affine V. Pour tout X € g, notons f(X)
I’application définie par
f(X): g —
Y » V(X,)Y)

Considérons 'application
B:gxg—g

définie par
B(X,Y) = tr(f(f(X)(Y)))
Proposition 1.7.1 B est une forme bilinéaire symétrique.

Preuve. On a :

B(X,Y)-B(Y,X) = tr(f(f(X)(¥)) - tr(f(f(Y)(X)))
I

Or
FAXY]) = f(X) o f(Y) = f(Y) 0 f(X)
et pour toutes matrices A, B
tr(AB— BA) =0

donc B(X,Y) - B(Y,X)=0.1

Ezpression analytique associée.
Soit g une algebre de Lie munie d’une connexion V. Considérons une base {Xi, ..., X} de g
et

FX)(X5) =) aly X
k=1

On a alors

B(X;, X;) = tr <Z afjf(Xk)> => al;> aj,
k=1 k=1 =1
1.7.2 Propriétés

Proposition 1.7.2 Soit g une algébre de Lie nilpotente. Si la connexion est compleéte, alors B
est nulle.

Preuve. On a adX = Rx — Lx pour tout X € g. La nilpotence de g entraine que tradX = 0 pour
tout X, et la structure étant complete, on a aussi trRx = 0. On en déduit que trLx = trf(X) =0
pour tout X € g d’ol

k=1

pour tout (i,j) € {1,...,n}>. N
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Proposition 1.7.3 Soit g une algébre de Lie nilpotente admettant une forme symplectique 6. Si
la connexion est construite a partir de cette forme symplectique, alors la forme B est nulle.

Preuve. Soit une base de I’algebre de Lie g adaptée & la forme symplectique 6 c’est a dire une
base {Xi, ..., Xan} telle que la matrice de 6 soit de la forme

H 0 0
=110 - o0
0 0 H
avec
0 1
n=(5 )
En notant
FX)X) = 3 ax,
k
alors

B(X;, X;)

tr(f(z a5 Xy)) = Zafjtr(f(Xk))
K

k
Zafjtr(—é_l o tadXy o @)
k
= - Zafjtr(taka) =- Zafjtr(aka)
k k

Or g étant nilpotente, toutes les matrices ad X}, sont nilpotentes et
tr(adXy) =0

pour tout X € g, d’ou

pour tous X;, X; € g. W

Remarque. Si g n’est pas nilpotente, la forme B peut étre non nulle.
Exemple. Soit g l'algebre de Lie résoluble de dimension 2 définie par

[X1, X2] = Xo
g admet alors une forme symplectique exacte (elle est frobeniusienne)
6= dLUQ = —wi1 Aw2
Dans la base {X;, X>} la matrice de 8 est donnée par
0 -1
=13

et d’apres la contruction d’une connexion a partir d’une forme symplectique, on a
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La matrice de B est donc
10
0 0

1.7.3 Groupes de Lie affines localement hessiens

Soit (G, V) un groupe de Lie affine connexe d’algébre de Lie g. Se donner une pseudo-métrique
invariante & gauche localement hessienne relativement & V sur G équivaut & se donner une forme
bilinéaire ¢ symétrique non dégénérée sur g telle que, pour tous X, Y, Z € g,

(voir [Au])
Ainsi si la forme B est non dégénérée, elle induit une pseudo-métrique invariante & gauche
localement hessienne sur le groupe de Lie G puisque

B(V(X,Y),Z) - B(V(Y,X),Z) = tr[f(f(X)(Y))(2) - f(f¥)(X))(2)]
)

Il
~
=

~
)
By
—~~
b
SN—r
—~
|~<

I

By
—

D.<
SN—r
~—

b
SN—r
SN—r
—~~

N
=

B(X,V(Y,Z)) - B(Y,V(X, 2)) = tr(f((f(X)e f(Y))(2) - (f(Y)
tr (f(f(X)o f(Y)—f(Y)o
= tr[f([X,Y)](2)]

1.7.4 Etude de la forme B en petite dimension
Cas résoluble non abélien de dim2

Soit g définie par [X;, X3] = X5. Les connexions sont données par

b242e b
1) Vx1=<_b;;2i _L) Vx2=( _eb> beReeR

b2
s
0 00
2) VXIZ(CCl 1) Vx, = 0 0 a,ceR
a 0 00
3) VX1=<0 a+1> Ve =1{,4 o a€R

Notons que la structure définie en 3 pour a = 0 est la seule qui soit complete. Notons également
que cette structure 3 pour a = —1 correspond au cas symplectique.
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Les matrices des formes bilinéaires B associées sont
gbi+2e g5
1 ( 3;; 3e
a(a+1) O
2 (")
a(2a+1) 0
o ()
Ainsi, dans les cas 2 et 3, la forme bilinéaire B est de rang 1 si a # 0, de rang 0 si a = 0. Seul le

cas 1 permet d’obtenir une forme bilinéaire symétrique B de rang 2 et de lui associer une forme
quadratique ¢p

g (X) = 3

(\/5 (x/Emz + %.’L‘z))2 + (\/é.m)z

x] + 6br1z2 + 36;6%

b2 +2e ,
e

avec X = $1X1 + .CL'2X2.

Cas de R?

Nous classons dans le chapitre 3 toutes les structures affines sur R?, ce qui nous permet
d’obtenir la liste des connexions affines suivantes

D Va={o 1) Ve=(1 7
9 Vo={o1) V=(10
9 Va=(o5) va=(17)
9 %u=(10) va= (50
9 Ya={90) Y=o
O Va=(90) Ye=(0 0

Pour les autres, on a

2 0 10
(o %) m=(o0)

Proposition 1.7.4 Les formes By et Bs relatives auz structures 1 et 8 sont non dégénérées.
Elles ont pour signature (2,0) et (1,1).
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Cas de R®

A partir des strucures affines sur R? (cf chapitre 3), les connexions sur R?® sont

o —~———
000000O000000000OO000000000000000000000000
i Lo i
00100100 e ) o o 000000000000000000000000000
Il I Il Il Il Il I Il Il Il Il I Il I
o0 ol o0 o Il Il ol o Il o o0 o
o pa.m o o o o o o o o v pQuu o o
= S e — S~ > S R~ =
I
000000O000000000OO000000000000000000000000
i
010010010000000010_00000000001000000000000
010010010010010000010000010000000000000001
(
Il I Il Il I Il I Il Il Il I Il Il I
[al [l Al Al [l Al Al N Al [l N Al [l
o LY Lt Lt b i in‘ o o Y L8 o o o
T = = e =~~~ =
CO OO H OO OO mrTOO 1O OO0 OOO0O
OCrH1 OO 10O 10O —T 0010000010000 1000000000 OO0 OoOHA
OO T OO —H OO H OO —TO0OO—H OO —TOO 00— OO OO 0O OO OO0
Il Il Il Il Il Il I Il Il Il Il Il Il Il
) LN M) 8 M) o LN M) o ) LN M) 8 o
T = = =~~~ =
— ~~ — on) ~~
5 & & ¥ 0 & ® & g Z T 7 73
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Pour la structure 15),

000
Ve,=Vey=Ve,=| 0 0 0
000

Les structures complétes correspondant aux cas 11 & 15, la forme B est nulle pour chacune de
ces structures. Pour les autres cas, on a

31 1 31 0 310
Bi=|11 0 B=|11 0 Bs=| 11 0
101 00 -2 000
300 300 100
Bi=| 0 0 0 Bs=| 0 0 0 Bs=| 0 1 0
00 0 000 000
2 0 0 100 2 0 0
B,=|l0 -2 0 Bs=| 0 0 0 By=| 0 0 0
0 0 0 000 000
100
Bo=1|0 0 0
000

Proposition 1.7.5 Les formes By et By relatives aux structures 1 et 2 sont non dégénérées.
Elles ont pour signature (3,0) et (2,1).

Preuve. On a
g8, (X) = 2] + (z1 + 22)° + (21 + 23)°,

et
4B, (X) = 2.7}% + (331 + 552)2 - 2.7332. [ |
Cas de ’algebre de Heisenberg de dim 3

L’algebre de Heisenberg de dimension 3 est munie de la connexion non complete définie par

a a 0 a a 0 0 0 0
VX1= a a 0 , VX2= a a 0 ) VX3: 000
a B 0 B—-1 a+1 0 0 00

(Nous verrons au chapitre 2 comment est construite une telle connexion). Alors la matrice de B
est égale &

4a® 4a%2 0
4a® 4a%2 0
0 0 O

La forme quadratique associée & B est
@(X1 + Xo + X3) = 4a(X? + 2X1 X, + X2) = [2a (X1 + X))

donc ¢ est de rang 1.
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1.8 Structure affine associée a une représentation

Soit p : g — Endg une représentation linéaire de I’algébre de Lie nilpotente g. Soit P € GL(n).
On pose, pour X € g
V(X) =P 'p(X)P

V : g > Endg est encore une représentation linéaire.

Proposition 1.8.1 La représentation V définit une connexion affine sur g si et seulement si
lendomorphisme P vérifie

VX,Yeg  p(X)P(Y) - p(Y)P(X) = P[X,Y] (+)
Preuve. Comme V vérifie déja
VX)VY)-VI)V(X) =V [X,Y]
¢’est une connexion affine si et seulement si on a
VX)(Y)-V)(X)=[X,Y] VX,Y €g
Donc
P lp(X)P(Y) = P1p(Y)P(X) = [X,Y]

soit
p(X)P(Y) - p(Y)P(X) = P[X,Y]. W

Notons que si p correspond & la représentation adjointe alors P est une dérivation inversible.
On notera Der,(g) I'ensemble des endomorphismes linéaires de g vérifiant (x). En général
Der,(g) n’est pas muni d’une structure d’algébres de Lie.

Remarque. Considérons un g—module M associé & la représentation g et soit g ’algebre de Lie
g+M , o M apparait comme un idéal abélien de g et 1’action de g sur M étant définie par la
représentation. L’application P est la restriction & la sous-algebre g de g d’une dérivation de g.

Exemple. Soit ¢ ’endomorphisme transposé

t: End(g) — End(g)
A > tA
Considérons la représentation
p(X) = —tadX
p est bien une représentation linéaire
(-'adX) o (—*adY) — (-*adY) o (-'adX)
= ‘!adX ot adY ! adY o' adX
Y(adY o adX — adX o adY)
= —"(ad[X,Y))

Soit P € GL(n,R) et vérifiant (x), c’est a dire
(='adX)(P(Y)) + (*adY) (P(X)) = P[X,Y]
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Proposition 1.8.2 P! (~!adX) P = V (X) définit une connezion affine sur g

Exemple : Soit n = 2p et soit § une forme symplectique sur g. Alors nous avons la connexion
affine définie par
0 (adX(Y), Z) = =0 (Y, V(X)(Z))

Soit Xi, ..., X2, une base de g, P la matrice de w relative & cette base. La relation ci dessus
s’écrit :
YadX(Y))P(Z) +'YPV(X)(Z) =0

Yt (adX)PZ+'YPV(X)Z =0
Y(adX)P - PV(X) =0

d’ott V(X) = P~!(~tadX)P. Ainsi la connexion V est associée a la représentation —tadX.
La réciproque est aussi vraie.

Proposition 1.8.3 L’algébre de Lie g2, admet une forme symplectique si et seulement s’il existe
P antisymétrique inversible appartenant d Der,(gap) avec p = —tadX

La construction ci-dessus généralise donc la construction des connexions affines & partir des
formes symplectiques.

Remarque : Soient p; et p» deux représentations associées de g, c’est a dire
-1
ar, VX eg p(X)=P  p(X)P.
Alors toute connexion associée a p2 peut se voir comme une connexion associée & p; et vice versa.

Si les représentations adjointe et coadjointe sont associées, les connexions qui en découleront
seront donc identiques. C’est le cas des algebres de Lie métrisables.
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Chapitre 2

Algebres de Lie filiformes affines

2.1 Algebres de Lie filiformes

2.1.1 Définition
Définition 2.1.1 Une algébre de Lie nilpotente g de dimension n est filiforme si le plus petit
entier k tel que C*g = {0} est égal a n — 1.

Dans ce cas la suite descendante est de la forme suivante
gOClgD---DC" g0 {0}=C"""g

et nous avons
dimC'g=n -2,
dimCig=n—i—1, pouri=1,...,n— 1.

Exemple. L’algebre de Lie nilpotente de dimension n + 1, L,,, définie par
[XOJXi] = Xi+l pour i € {17 ey — 1}

est filiforme.
On peut noter que toute algebre de Lie filiforme est une déformation linéaire de L,, [G.K].

2.1.2 Algebres filiformes non caractéristiquement nilpotentes

Rappelons qu’une algebre de Lie nilpotente est dite caractéristiquement nilpotent si toutes
les dérivations sont nilpotentes. Si I’algeébre n’est pas caractéristi- quement nilpotente, il existe
alors une dérivation non nilpotente. Comme sa partie semi- simple est aussi une dérivation, une
algebre caractéristiquement nilpotente peut donc étre caractérisée par ’existence d’une dérivation
diagonale non triviale.

Définition 2.1.2 Une sous-algébre abélienne mazimale de l’algébre des dérivations Der(g) cons-
tituée des dérivations semi-simples est appelée tore maximal des dérivations de g.

Tous les tores maximaux de dérivations de g sont mutuellement conjugés dans Der(g) ([Mal]).
La dimension d’un tore maximal des dérivations de g est appelé le rang de g. Pour une algebre
de Lie filiforme g le rang de g est inférieur ou égal & 2.
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Algebres filiformes de rang 2
Il y a seulement 2 types d’algebres de Lie filiformes de rang 2 ([G.K2]) : £,, et Q,, .

Cas L, :
Soit (Xo, X1, ..., X,) une base de L,

[Xo, Xi] = X441 1<i<n—1
Les endomorphismes (dy, dz,t, ha, ..., hy_1,ad Xy, ...,adX,,_1) ol

dl(Xo):O, dl(Xz):Xz 1SZSTL

dy(Xo) = Xo, do(X;) = (i—1)X; 1<i<n
HXo) = X1, #(X)=0 1<i<n

hj(Xo):O, h](XZ):XH_J 2§j§’l’b—1, ].SZSTL—J

forment une base de 'algebre des dérivations Der(L,) et un tore maximal de dérivations de £,
est engendré par d; et ds.

CaSQn; n:2k,‘+1
Soit (X, X1, ..., X) une base de Q,,

[X0>Xz'] =Xipy1 t=1,..,n—-1
[Xi, Xn—i) = (-1)IX, i=1,..k

Dans la base (Zy, Z1,...,Zp) ou Zog = Xo + X1, Z;=X; i=1,...,n, cette algebre est définie
par
[Zo,Zi] = Zi+1 = ]., ey — 2
(Zi) Zpn—i] = (-1)Z, i=1,..k
Les endomorphismes (d1,dz,t, hs, hs, ..., hag—1,adZy, ...,adZ,_1) ol
dl(Zo) = Zo, dl(Z,) = (l — 1)Zz 1 S ) S n — 1, dl(Zn) = (n — Z)Zn
dQ(Zo) = 0, dQ(Zz) = Zz 1 S ) S n — ]., dQ(Zn) = ZZn

t(Zo) = Zn, t(Z;)=0 1<i<n
hj(Xo) =0, hj(X;)=Xi; 2<j<n-1, 1<i<n—j

forment une base de l’algebre des dérivations Der(Q,) et un tore maximal de dérivations de Q,,
est engendré par d; et ds.

Algebres filiformes de rang 1

Théoréme 2.1.3 (G.K2) Soit g une algébre de Lie filiforme de rang 1. Il existe une base
{M"1,Ys,---,Y,} de g dont les crochets vérifient l'un des cas suivants :

— 1
Z)g:Ai(A17JAt)7 QSk, t=[%]
Y1,Yi]=Yipn 2<i<n-1
n-k+1

Vi, Yigr]) = Nim1Yoiqp—1, 2<i<] > ]
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[Y:, Y] = aijYiyjrn-2, 2<i<j et i+j+k—2<n.

ii)g = Bi(Ai,--, M), n=2m, 2<k<n-3,t=]

Y1,Y]] =Yy 2<i<n-—-2
[Yi, Yoipa] = (-1)'Y, 2<i<n-1
n—=~k
5]
Y., Y;] = aijYigjqn—2, 2<é,j<n—-2eti+j+k—-2<n-1,j#i+1

[Yéa Y;—i—l] = )\i_lYgi_,_k_l , 7= 27 A 7[

W)g=Cn(A1,-, M), n=2m+2,t=m-—1
V,Yi]=Yippn 2<i<n-2
Vi, Voiip1] = (-1)7Y, 2<i<m+1
Vi, Voo okg1] = (1) NY, , 2<i<n—2-2ket1<k<m-—1.
Preuve. Voir [G.K2]. &

2.1.3 Théoréme

Théoréme 2.1.4 Toute algébre de Lie filiforme non caractéristiquement nilpotente est affine.

Preuve. D’apres [G.K2]sir =2on ag= L, oug=Q,. Dans les deux cas, il existe f € Der(g)
réguliere et diagonalisable. Dans ce cas

Vx=fltoadXof

est une structure affine. Si r = 1, pour A, B,, il existe également une dérivation non singuliere
diagonalisable donc une structure affine. Supposons que ’algebre de Lie soit du type C,,. Toute
dérivation diagonalisable est de la forme

V) =0,fV)=Y;, i=2,..,n—1, f(Y,)=2Y,.
Une telle dérivation est singuliere. Soit g ’endomorphisme défini par
gV)=0,9Y))=Y;, i=2,..,n—1, g(V,)=1/2Y,.

Les endomorphismes f et g laissent stable ’algebre dérivée et leurs restrictions sont inversibles
et vérifient f o g = I'd. On en déduit que 'opérateur

Vx =goadXof
définit une connexion affine. En effet

Vx(Y)-Vy(X) = goadXo f(Y)—-goadY o f(X)
= g(fIX,Y])
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car f est une dérivation. Comme g et f sont inverses 'un de 'autre sur 1’algebre dérivée, on en
déduit
Vx(Y)-Vy(X)=[X,Y].

De méme

VxVy(Z) - VyVx(Z) 9% Y, £(2)]] = oY, [X, F(2)]]
—glf(2),[X, Y]]

Vix,y)(Z)

D’otl le théoréme.

2.1.4 Une généralisation au cas non filiforme

La construction ci-dessus se généralise aisément aux algebres non filiformes. Supposons qu’il
n’existe pas de dérivation réguliére sur 1’algebre g mais qu’en revanche il existe une dérivation
singuliere dont la restriction & I’algébre dérivée D! (g) soit inversible.

Soit f une telle dérivation. Notons h la restriction de f & D!(g). Cet endomorphisme est une
dérivation inversible de D'(g). Soit g un endomorphisme de g vérifiant les conditions suivantes :

1. 11 laisse stable D*(g)

2. La restriction & D(g) est inversible et admet pour inverse h.

Ces conditions impliquent que ’algebre dérivée admet une dérivation inversible.

Prenons V défini par

V(X,Y) = (goadX o f) (V)

Alors VX, Y € D'(g)
V(X,Y) = VY, X) = g(IX, fY]) =g (Y, X]) = g f([X, Y]) = [X, Y]
car g|pig) © flpi(g) = Id|p1(g)- De méme

VxVy(Z) = VyVx(Z) = (goadX o f)((goadY o f)(Z))
—(goadY o f)((goadX o f(Z))
= (goadX o f)(g([Y, £(2)]))
—(goadY o f)(9([X, f(Z)]))
= g([X, fog([Y, f(2)]) — 9([Y, f o 9([X, f(Z)])
9[X,[Y, f(Z2)]] - glY, [X, f(Z)]]
—9[f(2),[X,Y]]
9([[X,Y], f(Z)]
= Vix,y(2)

Il

Ainsi V est une connexion affine.

Théoréeme 2.1.5 Soit g une algébre de Lie nilpotente munie d’une dérivation dont la restriction
a lalgébre dérivée soit inversible. Alors g est munie d’une structure affine.

Exemple. Soit g une algébre de Lie nilpotente de dimension 7 de rang non nul. Si 0 est racine de
cette algebre, alors l’espace raciniel associé est complémentaire a ’algebre dérivée. La construction
ci-dessus permet de munir ces algebres d’une structure affine.
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2.1.5 Cas caractéristiquement nilpotent.

Dans le chapitre 4 nous verrons que les contre exemples de Benoist sont des algebres de Lie
caractéristiquement nilpotentes. Si dans le paragraphe précédent nous avons vu que toute algebre
filiforme de rang strictement positif était affine, la réciproque est fausse. Les deux exemples
suivants le prouvent :

Exemples.
1. Considérons ’algebre filiforme de dimension 7 donnée par

[X17Xi]:Xi+1; 25255

[X2, X5] = — X

[X2, X7] = = X5 — X
(X3, X4] = X6

[X3, X7] = — X5

L’algebre des dérivations Der(g) est de dimension 10 et est isomorphe &

(21,25 = Z3  [Z,Z¢) = —Zs [Zs, Zs] = —Zs

(21,23 =24 [Za,Z8] = —Zg [Z3,Z9] = —Zs

[Zl, Z4] = Z5 [ZQ,ZQ] = —Z4 — 2Z6 [Z7,Z8] = 2Z5 — 2Z6 + 2Z10
(Z1,2Z7) = =24 [Z3,Z10) = —Zs [Z7,Zy) = Zs — 226 + 2Z10
(21, 28] = —Zs (Zs, Zg) = 2Z — 2719

Elle est donc nilpotente ce qui montre que g est caractéristiquement nilpotente. Comme elle est
de dimension 7, elle est munie d’une structure affine. Notons que Campoamor ([Ca]) a prouvé que
Der(g) n’était pas caractéristiquement nilpotente, ce qui n’est pas le cas dans I’exemple suivant.
2. Pour tout o € C — {0, 2} la famille des algebres de Lie nilpotentes de dimension 7 définies par

[X1, Xi] = X1, 2<i<5

[XQ,X4] = —OLX(;

[X2, X3] = —aXs — Xy
[X2, X7] = —X5 — X
[X3,X7] = — X5

est caractéristiquement nilpotente d’ordre 2 et munie d’une structure affine. Son algebre des
dérivations Der(g) est de dimension 10 isomorphe &

(21, Z2) = Z3 (22, 23] = —aZs — Zr |73, 2] = —Zs5
[Z1,Z3] = Z4 (Z2, Z6) = —Zs (Z3, Z10] = —Z5

[Z17 Z4] = Z5 [Z2, ZlO] = —Z4 — aZ5 [Z77 Zg] = 2Z5

[Z1,Z7) = =24 (Z7, Z10] = Zs

(21, 28] = —Z5 [Zg, Z10] = 225+ 274
(21, Zo] = —Zs

Elle est caractéristiquement nilpotente.
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2.2 Structures affines non completes

2.2.1 Rappel

Une structure affine sur g est dite complete si 'une des conditions équivalentes suivantes est
vérifiée :
a)
Rx: Ag)
Y

- Ag)
— Y.X
est nilpotent pour tout X € A(g)

b) tr(Rx) = 0 pour tout X € A(g).

2.2.2 Représentations non nilpotentes sur les algébres de Lie nilpo-
tentes

Proposition 2.2.1 ([Be]) Supposons que g est une algébre de Lie complexe non abélienne,
indécomposable et nilpotente et soit p une représentation fidéle de g. Alors il existe une représenta-
tion nilpotente fidéle de méme dimension.

Preuve. Soit le g-module M associé a p. Alors, puisque g est nilpotent, M peut se décomposer
ainsi

M= @i'c:lM/\i
ou M,, est un g-sousmodule, et les \; sont des formes linéaires sur g. Pour tout X € g, la
restriction de p (X) & M; a la forme suivante

NX) x e x
. .
: . T *
0 - 0 NX)

Soit K, le g-module de dimension 1 défini par
p:X €g— p(X)€ EndK

avec
1 (X) (a) = p(X) (a) = Ai(X) a
Le produit tensoriel My, ® K_,,; est le g-module associé a

X-Y®a)=pX)(Y)®a—-Y ®Xi(X)a

Donc M = & (My, ® K_j,) est un g-module nilpotent. Montrons que M est fidele. Rappelons
qu’une représentation p de g est fidele si et seulement si p(Z) # 0 pour tout Z # 0 € Z(g).
Considérons X # 0 € Z(g). Si p(X) = 0, alors p(X) est un endomorphisme diagonal. Par
hypothese g # Z(g) et 3i > 1 i.e X € Ci(g). Donc

X =3 q;[Y;Z]]
j
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avec Y; € Ct1(g) et Z; € g. Les endomorphismes p(Y;)p(Z;) — p(Z;)p(Y;) sont nilpotents et les
valeurs propres de p(X) sont 0. Ainsi p(X) = 0 et p n’est pas fidele. Donc p(X) # 0 et p est une
représentation fidele.

Le probléme d’existence d’une connexion affine sur les algebres de Lie nilpotentes se ramene
au probleme d’existence de connexions completes c’est a dire de représentations nilpotentes. Mais
cela ne doit pas évacuer I’étude générale des connexions. Le probleme qui se pose naturellement est
de savoir s’il existe des classes d’algebres de Lie nilpotentes dont toutes les connexions affines sont
completes. La proposition 1 laisse penser que les algebres filiformes vérifient une telle propriété.
Nous allons voir dans ce qui suit qu’il n’en est rien. Mais le probleme d’existence d’une classe
d’algebres de Lie telle que

VYV V soit complete

reste posé.

2.2.3 Exemples de structures non complétes sur des algebres filiformes

Soit g une algebre de Lie filiforme de dimension n munie d’une structure affine définie par la
connexion V. Soit p la représentation fidéle de dimension (n+1) associée & V et M = g®d C le g-
module complexe correspondant. Comme g est filiforme, le module admet une des décompositions

suivante
M = My et M est irréducible,

ou M =My@® My, A#0

Pour une représentation fidele, appelons caractéristique la suite ordonnée des dimensions des
sous-modules irréductibles. Dans le cas des algebres de Lie filiformes, on a ¢(p) = (n+1) ou (n, 1)
ou (n —1,1,1) ou (n —1,2). En effet, la filiformité de g implique qu’il existe un sous-module
irréductible de dimension supérieure ou égale a n—1. Plus généralement, si la suite caractéristique
d’une algebre de Lie nilpotente est égale & (c1, .., ¢p, 1) (see [G.K]) alors pour toute représentation
fidele p on a c(p) = (d, .., dy) avec di > c1.

Théoréme 2.2.2 Soit g l'algebre de Lie filiforme L. Il existe des g-modules fidéles qui ne sont
pas nilpotents.

Preuve. Considérons la représentation suivante donnée par les matrices p(X;) ou {X1,.., X,}
est une base de g

a a 0 01

a a 0 S0

0 0 0 0 0

1 0

p(X1) = : 0
=3 0

0 0 ©0

a B 0 -0 2200

0O 0 0 0 0 0 0 00

33



a a 0 0 0
a a O C1
-1 1 0 00
o o % 0
p(X2) = 0
=3 0
0 0 T. . ", 0
0 0 0 O 0 0 0 00
et pour j > 3 les endomorphismes p(X;) vérifient :
(P(X)(er) = — e
p(X;)(e2) = sErejn
p(X;)(es) = ﬁeﬂz
...
p( )(ez ]+1) = %ei, 1=7—2,..,n
P( )(e, ]+1): , t=n+1,..,n+75—1
\ p(X )en+1) =¢€;

ou {ey,...,en,ent1} est la base donnée par e; = (X;,0) et e,1 = (0,1). On peut vérifier facile-
ment que ces matrices décrivent une représentation fidele non nilpotente.
La précédente représentation est associée a une structure affine sur I’algebre de Lie L,, définie
par
V(X;,Y) = p(X;) (Y,0)

ou L, est identifié au premier facteur de dimension n du module libre de dimension n + 1 que
nous venons de définir. Cette structure affine est compléte si et seulement si les endomorphismes
Rx € End(g) définis par

Rx (YV)=V (Y, X)

sont nilpotents pour tout X € g ([H]). Mais la matrice de Rx, est de la forme :

a a 0 0 0 0
a a 0
0 -1 0
0o o -1 0 0 0

0 0
0 0 o= 0
a B o o o000
0o 0 0 0 0 0 -0

Sa trace est égale & 2a et pour a # 0 ’endomorphisme n’est pas nilpotent. Nous avons prouvé :
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Proposition 2.2.3 Il existe des structures affines sur les algébres de Lie filiformes L, qui ne
sont pas complétes.

2.2.4 Une représentation non nilpotente de 1’algebre de Heisenberg §3

Appliquons le résultat précédent en dimension 3. Dans ce cas L3 est I’algebre de Heisenberg.
On trouve une représentation nilpotente non fidéle associée & la structure affine non complete
donné par :

a a 0 a a 0 0 0 O
Vx, = a a 0 ), Vx,= a a 0|, Vx,=(0 00
a B 0 -1 a+1 0 0 0O

ou {X1, X5, X3} est une base de h3 vérifiant [X1, X2] = X3 et les endomorphismes Vx, de bs
sont définis par
Vx, (X;) = V (Xi, X;)

La représentation affine est donnée par

a(zy + x2) a(zy + x2) 0 =
a(z1 + x2) a(z1 + x2) 0 =z
az1+ (B —1za fBz1+ (a+1)ze 0 z3
0 0 0 0

2.3 Structures complexes et connexions affines

Toute variété différentiable munie d’une structure complexe intégrable admet une connexion
affine de torsion nulle. En effet la condition d’intégrabilité de Nijenhuis n’est rien d’autre que
Pexpression du tenseur de torsion de la connexion associée. On peut donc se demander si sur
une algebre de Lie munie d’une structure complexe intégrable la connexion associée est aussi
a courbure nulle. Nous démontrons en annexe qu’il n’existe en fait aucune structure complexe
intégrable sur une algebre de Lie filiforme. Ceci réduit a pas grand chose notre probleme dans le
cas filiforme.
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Chapitre 3

Algebres de Lie abéliennes affines

3.1 Approche algébrique

Les connexions completes sur R? et R3 sont parfaitement déterminées depuis les travaux de
[Ku] et [F.D]. Derniérement [D.O] ont mis en évidence une infinité de structures affines completes
sur RS. Le but de ce chapitre est de classer toutes les connexions complétes ou non de R? et R3.

Soit g une algebre de Lie abélienne réelle. Si g est munie d’une structure affine alors ’algebre
symétrique gauche A(g) est une algébre commutative associative réelle. En effet, on a

XY -Y.X=0=[X,Y]

t,
) X.(Y.Z) - Y.(X.Z) = ([X,Y].Z) =0

donc
X.(ZY)=(X.2)Y

et A(g) est associative.

Soit ¥y et s deux structures affines sur g. Elles sont affinement équivalentes si, et seulement
si, les algebres commutatives associatives réelles correspondantes sont isomorphes. Ainsi la clas-
sification des structures affines sur les algebres de Lie abéliennes correspond & la classification
des algebres commutatives associatives (unitaires ou non). Si la structure affine est compléte, les
endomorphismes Rx sont nilpotents. Comme A(g) est commutatif, A(g) est une algebre associa-
tive commutative nilpotente. La classification des structures affines completes sur les algebres de
Lie abéliennes correspond a la classification des algebres commutatives associatives nilpotentes.

3.2 Structures affines rigides

3.2.1 Définition

Soit une base fixée {e1, ...,e,} de espace vectoriel R”. Une loi associative de R™ est donnée

par une application bilinéaire
p:R* xR* - R?
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vérifiant pu(e;, p(ej, ex)) = p(u(ei,e;j),ex). Si on note p(ei,e;) = Y., Cliex, les constantes de
structures Cf; vérifient alors

(1) S (C5Ch - CLCh) =0,  s=1,..n.
l

De plus si p est commutative, on a
(2) C’fj = C]’-‘i
Alors ’ensemble des lois associatives de R™ s’identifie avec le sous ensemble algébrique plongé
dans R"° | défini par les équations polynomiales (1) et (2). Nous noterons cet ensemble A°(n).
La loi p est unitaire s’il existe e € R tel que p(e,z) = z. L’ensemble des lois unitaires de
A¢(n) est un sous-ensemble noté A (n).
Le groupe linéaire GL(n,R) opére sur A°(n) :

GL(n,R)x A¢(n) — A°(n)
(falj’) = 1]

ott py(eiej) = f 1 u(f(ei), f(ej)).

Nous noterons §(u) orbite de p associée & cette action. Elle est isomorphe & I’espace homogene
%ZL’R) ouG, ={f € GL(n,R) / wuy = p}.Latopologie de A°(n) est induite par la topologie
de R’

Définition 3.2.1 La loi p € A°(n) est rigide si O(u) est ouverte dans A°(n).

Soit u la loi d’une algébre associative réelle et notons par uc la loi de 'algebre associative
complexe correspondante. Si y est rigide dans A°(n) alors soit uc est rigide dans le schéma Ass,
les lois associatives complexes, soit uc admet une déformation fic qui n’est pas la complexifiée
d’une algebre associative réelle.

Cette approche topologique de la variété des algebres associatives permet d’introduire la
notion de rigidité sur les structures affines.

Définition 3.2.2 Une structure affine U sur une algébre de Lie abélienne g est dite rigide si
Dalgébre associative correspondante A(g) est rigide dans A°(n).

3.2.2 Approche cohomologique

Il est bien connu qu’une condition suffisante pour qu’une algebre associative a soit rigide
dans A(n) est que H?(a,a) =0 ot H*(a,a) est la cohomologie de Hochschild de a. Supposons
que a soit commutative. Si p est 'application bilinéaire définissant le produit sur a, alors a est
rigide si toute déformation p; = p + Y, t'p; de p est isomorphe & p. La commutativité de p
permet de supposer que toute application ¢; est bilinéaire symétrique. Ainsi, en ne considérant
que les cochaines symétriques ¢, on peut définir la cohomologie commutative de Harrison de p
en prenant :

Z3(u, ) = {p € Sym(R® x R*,R®) | 6,9 =0}
ol
Sup(x,y,2) = p(x, oy, 2) — p(p(@,y), 2) — plp(,y), 2) + (@, py, 2))-

On peut remarquer que pour toute application f € End(R?) le cobord 6, f € Sym(R?* x R?,R?)
et donc 8, f € Z2(u, p).
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2
Proposition 3.2.3 Si H2(u,pu) = % = {0} alors la structure affine correspondante sur R3

est une structure rigide.

3.3 Structures affines sur une algebre de Lie abélienne de
dimension 2

3.3.1 Classification des algebres commutatives associatives réelles

e Supposons que I'algebre A soit commutative associative et unitaire. Alors sa loi est isomorphe
a 'une des lois suivantes

u1(€1,€1) =€ H2(€1,€1) =e€1 ,u3(€1,€1) =€
u1(€1,€2) = €2 H2(€1,€2) = €2 . ,u3(€1,€2) = €2
p(ez,e1) = ez ’ p2(e2,€1) = €2 ’ p3 (e, e1) = en
pa(ez,e2) = es pa(ez,e2) =0 p3(ez,e2) = —eq

e Supposons que A soit nilpotente (et non unitaire). Sa loi est isomorphe

paler,e1) = e ; s =0

e Supposons que A soit non nilpotente et non unitaire. Alors sa loi est isomorphe &

pe(er,e1) = e

(dans cette liste, les produits non définis sont nuls).

3.3.2 Description des structures affines

Proposition 3.3.1 Il existe 6 structures affines non-affinement équivalentes sur les algébres de
Lie abéliennes de dimension 2.

Dans le tableau suivant nous donnons les structures affines sur les algebres de Lie de dimension
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2, l’action correspondante et nous précisons la complétude ou non de ces structures

structure affine action affine complete

a 0 a e® 0 e’ —1

Ay b a+b b e(e® —1) e’ ei(ed—1) NON
0 0 0 0 0 1
a 0 a e* 0 e*-1

Ay b a b be® e*  be® NON
0 00 0 O 1
a —b a e*cosb —e?sinb 1—e%cosd

Az b a b e?sinb  e%cosb e?sinb NON
0 0 0 0 0 1
0 0 a 1 0 a

Al a 0b a 1 % +b ouI
0 00 0 0 1
0 0 a 1 0 a

As 0 0 b 01 b OUI
0 0 0 0 0 1
a 0 a e 0 e*-1

Ag 0 0 b 0 1 b NON
0 00 0 0 1

3.3.3 Sur le groupe

des transformations affines

A chaque structure affine A; correspond une connexion affine plate et sans torsion Vi sur le
groupe de Lie abélien G.

L’ensemble de toutes ces transformations affines de (G,V?) est un groupe de Lie, noté
Aff(G,V?). Son algebre de Lie est ’ensemble des champs de vecteurs affines complet c’est a
dire des champs de vecteurs complets vérifiant

[X,VyZ] = Vixy)Z + Vy [X, Z]

Si V? est complet (dans notre cas i = 4,5 ) alors I’algebre de Lie de Aff(G, V?) est I’algebre de
Lie des champs de vecteurs affines af f(G,V?) et Aff(G,V?) agit de facon transitive sur G.

Considérons I’action affine correspondante de V? décrite ci-dessus. La translation correspon-
dante définit un ensemble ouvert U; C R?. Pour le cas complet U; = R2. Pour le cas non complet,
on a

Ui
Us

Uy =Ug = {(m,y) e R? /.’L' > —1}
{(z,y) e R, (w,9) # (1,00}

Soit ¢ une transformation affine qui laisse U; invariant. Pour ¢ = 1,2, 6 la matrice de ¢ a la forme
suivante

b1

o SR
[§)

0
c
0

i~
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Le groupe Aff(G,V?) est le plus grand groupe inclus dans le semi-groupe engendré par les
matrices précédentes.

Le groupe Af f(G,V?) = By x R o By est le sous-groupe de GL(2, R) constitué des matrices
triangulaires.

3.3.4 Structures affines rigides sur une algebre de Lie abélienne de
dimension 2

Lemme 3.3.2 Toute déformation infinitésimale d’une algébre associative unitaire dans A°(n)
est unitaire.

Preuve. La démonstration est basée sur I’étude des perturbations éléments idempotents faite dans
[Ma]. Soit X un élément idempotent d’une algebre associative de loi u. Les opérateurs

Yy X xy

et
y IS vX

sont simultanément diagonalisables et les valeurs propres sont respectivement (1,1,1,...,1,0,...,0)
et (1,1,1,...,1,0,...,0). L’ensemble des valeurs propres est appelé bisystéme associé & X. Si X
correspond & l'identité, le bisystéme est {(1,...,1) (1,...,1)}.

D’apres [Ma], si g’ est une perturbation de g, il existe dans p' un élément idempotent X'
tel que b(X') = b(X). Considérons la perturbation de I'identité dans y'. Comme le bisystéme
correspond & {{1,...,1},{1,...,1}} on peut en conclure que X' est I'identité de p'. B

Conséquence. L’ensemble des lois des algebres associatives unitaires est un ouvert de A°(n).
Notons par 8(p) lorbite de la loi p dans A°(n). D’apreés la classification précédente, on a vu
que

pi € 0(u1)
pour ¢ = 2,5,6. Nous avons donc :

Théoréme 3.3.3 Les structures affines A1 et As sur une algébre de Lie abélienne de dimension
2 sont rigides. Les autres structures peuvent étre déformées en les structures A; ou As.

Conséquence. Toute structure affine complete n’est pas rigide.

3.4 Structures affines invariantes sur T2

Le groupe de Lie abélien compact T? est défini par T2 = R? /Z? en identifiant (z,y) avec
(z+py+a), (pa) € 2%
Proposition 3.4.1 Seules les structures Ay et As engendrent des structures affines sur le tore
T2.
Preuve. 11 est facile de voir que les actions affines associées & A1, Ao, A3 et Ag sont incompatibles

avec le réseau défini par Z2. Donc seules les structures completes donnent des structures affines
sur T2. Pour A4 on obtient les transformations affines suivantes

(z,y) = (z+p,pr+y+ (¢+0%) -
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Cette structure sur T? n’est pas euclidienne. Pour Aj la structure affine sur T? qui est euclidienne
correspond aux transformations

(z,y) = (x+py+q. B

Remarque : Dans cette proposition on retrouve dans le cas particulier du tore un résultat
classique de Kuiper [Ku] donnant la classification des structures affines sur les surfaces.

3.5 Structures affines sur I’ algebre de Lie abélienne de
dimension 3

3.5.1 Classification des algebres associatives commutatives de dimen-
sion 3

Commencons par décrire la classification des algebres associatives commutatives réelles. Soit
a une algebre associative réelle de dimension 3, non-nécessairement unitaire.

Si a est simple, alors a est, d’aprés le théoreme de Wedderburn, isomorphe & (Mi(R))%ou
M;(R)® M;(C), ou M, (D) est une algebre de matrices sur une algebre de division R, c’est & dire
D =R ou C. On obtient les algebres suivantes

/1,1(61,61'):61' i:1,2,3 ug(el,ei)zei i:1,2,3
/1,1(61',61) =€; 1= 1,2,3 ug(ei,el) =€; 1= 1,2,3
pi(ez,e2) = e ’ p2(e2,e2) = €2

pi(es, e3) = e3 p2(es,e3) = ex —eq

Si a n’est pas simple, alors a = J(a) @ s ou s est simple et J(a) est I'idéal de Jacobson de a.
Si s = (Mi(R))?, on obtient

/1,3(61,61')261' i:1,2,3
pslei,er) =e  i=1,2,3
p3(ez,e2) = es

Sis= Ml((C)
/1,4(61,61') =€; 1= 1,2,3
pa(eier) =e;  i=1,2,3
pa(es,e3) = ea

si J(a) est non abélien ou
,us(el,e,-):ei i=1,2,3

{ /,Ls(ei,el) = €; i=1,2,3

si J(a) est abélien.

Supposons que a n’est pas unitaire. Comme la décomposition de Levi est encore vraie dans
ce cas, on a les possibilitiés suivantes a ~ (M;(R))* @ J(a) ou M;(C) @ J(a). Ce qui donne les
algebres suivantes

N7(€1,€1) =€

{ pe(er,er) = el pr(er,e2) = es

,u6(€2,62) = €3 ’ M7(€2,€1) = €2
wr(ez,e2) = —ey
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{us(er,e1) = e

M9(€1;€1) =€
M9(€1;€2) = €3
po(ez,e1) = €2

,u10(€1,€1) =é€1
,u10(62,€2) = €3

Si a est nilpotente, elle est isomorphe a 'une des algebres suivantes

{ N11(€1,€1) = €2

u11(€3,€3) = €2

{ H12(€1,€1) = €2

H12 (63763) = —€3
{msz(er,e1) = ez

H14(€1,€1) = €2
u14(61,€2) = €3
u14(62,€1) = €3

{HlS(eiaej) =0 l,] € {17273}

Théoréeme 3.5.1 Toute algébre de Lie associative commutative réelle a de dimension 3 est iso-

morphe a lune des algébres a;, i = 1,2,...,15. Si a est nilpotente, elle est isomorphe d a;,
i=11,...,15.

3.5.2 Structures affines sur R?

Pour toute algebre associative de la classification précédente, on peut entiérement décrire
Paction affine sur R3.
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Théoréme 3.5.2 I existe 15 structures affines non affinement équivalentes sur R®. Elles sont
données par :

e*r +e*—1,

e (ef — 1) z + e*Py,
e*(e"—1)z +e*™z+e*(e? —1)
ze®cosy — ze“siny +e*cosy — 1,
(—e*cosy + e*tP) z + eHPy + ze® siny — e* cosy + e 7,
ze®siny + ze* cosy + e%sinvy
e*r +e* —1,

e (ef — 1)z + e Py + e (ef — 1),
ve*x + e“z + ye®

e*r —1+e“,

Bx + e*y +vz+ 3,

v +e*z 4y

e“r —1+e“,

Bz + ey + B,

vy +e“z + 7y

e“xr —1+e%,

eBy —14 6P,

Z+y

rze“cosf —ye“sin S — 1+ e*cosf,
xe®sin B + ye® cos f + €% sin B,
Z+

e*r —1+e“,

y+b,

zZ+y

e“r —1+e“,

Bz + ey + B,

Z+

e*r —1+e?,

y+ 0,

By +z+7y

T+ a,

ar+y+yz+p,

zZ+y

T+ a,

ar+y—vz+p,

z+7

Al ($7y7z) -

A2 (mvyvz) -

A3 ('Z.Jy7z) -

A4 (maywz) -

A5 (x;yaz) -

AG (.’17,:!],2’) -

A7 ('Z.Jy7z) -

AS (.’I}',y,Z) -

A9 ($7y7z) -

Ao | (z,y,2) =

All (xayaz) -

A12 (m,y,z) -

—N———— N — N — N —
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T+ a,

A13 (»’anaz) - O‘m+y+57
zZ+7

T+ a,

A14 (.CC,y,Z) - am+y+ﬂ,
Pr+ay+z+y
T+ a,

A15 (33,?/,2) —- y+IB’

2+

Seules les structures A;, i = 11,..,15 sont complétes.

3.5.3 Structures affines rigides

Rappelons qu’une structure affine sur R? est dite rigide si I’algébre associative commutative
réelle correspondante est rigide dans la variété algébrique A°(3).

Comme les lois p; et uo définissent des algebres associatives semi-simples, leur second groupe
de cohomologie est trivial. Ces structures sont rigides.

Considérons les autres lois p;. On peut aisément déterminer Iespace linaire H2(u,pu) et
présenter les résultats de la maniere suivante :

Cas unitaire :

lois | dimH?Z2(u, ) | base de H2(u, )
ps |1 ples,e3) =ex — e
901(62,62) = €2
2
pa { p2(e2, e3) = es.
s 4 { 901(62,62) = €3 { 803(63,63) = €2
pa(e2,e3) =e3. | wales, e3) =es.

Cas non unitaire :

lois | dimH, | base de Hy (u, p)

e 1 Y1 (63763) = e3

pr 1 P1 (63763) = e3
p1(ea,e2) = €9 . p3(es,e3) = ea ‘ o3(e2,3) = 2

Hs 6 = 7 = , -
Pa(e2,€2) = €5, pa(es, e3) = es. (€3, e3) = es.
p1(e2,e2) = e1

5 ; ,e3) =
" { pa2(ea,e3) = €. p3(es,e3) = e3
H10 1 801(62763) = 627801(63,63) —es.

46



Cas nilpotent et complet :

lois | dimH? | base de H2(u, p)
<,01(€1,63) =é1 <p2(€1,€3) = €3
3 ; ; es3,e3) = es.
Bt { o1(ea,e3) = eo. { ©2(es, e3) = e { p3(es,e3) 3
e, e1) =e
pi1(er,e2) =ez. [ pa(er,e3) =e3 walener) _°
i | 4 0s(es,5) = €5, 7 | @sles, e5) = e, pa(er,e3) =e;
’ ' ’ : @4(62,63) = 2e9.
p1(e1,e2) = ex ps(e1,e2) =es.  @s(er,e3) = es.
piz | 7 pi(ez,e2) = ez paler,e3) =er  peles,e3) = ea.
pa(e1, e2) = es. w4(ez,e3) = es. pr(es, e3) = e3.
p1(e1,e3) =e;
€1,€ =é€
901(62,62) =€ (’02( ! 3) _ 2 X 903(61;63) = €3
s | 3 _ i pa(ez,e2) =ey _
p1(e2,e3) = ez p2(ea, e3) = e3 w3(e2,e2) = e3,
p1(e3, e3) = e3 '
pis | 18

On suppose que ¢(e;, e;) = @(e;,€;) et que les ¢(es, e;) non définis sont nuls.

On notera p; — p; quand p; € O(p;). On obtient alors le diagramme suivant

- 2
70N N
/ M0 M6 M4 M3
T A | A
M4 pa2 pn 7 us 124
) s 1
13 N 9

Théoréme 3.5.3 Il eriste deux structures affines rigides sur l’algébre de Lie abélienne de di-
mension 3. Ce sont les structures associées auz algébres associatives semi-simples définies par
les lois py et po.

3.6 Structures affines invariantes sur T°

On peut voir que les actions affines de A; & A1g sont compatibles avec ’action de Z3 sur R®
si les exponentielles qui apparaissent dans les expressions analytiques des transformations affines
sont égales & 1. On obtient I'identité pour A; et As. Comme A, est incompatible avec I’action
de Z? pour toutes les valeurs des paramétres a, 3,, les structures affines correspondant aux cas
unitaires sont données par A4 et As pour a = 0. Cela correspond aux structures affines suivantes
sur le tore T3 :

x

(r,9,2) ER}/Z® - { pr+y+qz+p
qr+ z +q
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et
T

(z,y,2) ER}/Z3 = { pr+y+p
qr + 2z +q
avec p,q € Z.
Les actions de Ag & Ajg, induisent des structures affines sur le tore si @ = 8 = 0 pour Ag et

a = 0 pour les structures A7 a A19. Mais cela apparait comme cas particulier de Ay1, A13 et Ayq.
Examinons les cas complet et nilpotent ; on trouve les structures affines suivantes sur T :

z +p,
(z,y,2) e R} JZ> = { pr+y+rz+g,
zZ4+r
z + p,
pr+y—rz+gq,
z+r
T+p,

(2,y,2) € R® 2 — { pr+y+ 4,

(z,y,2) € R®/Z3 —

zZ+r

T+ p,
pr+y+gq,
qgr+py+z+r
z+p,

y+aq,

zZ+r

(z,y,2) € R®/Z3 —

(z,y,2) € R®/Z3 —

Théoréme 3.6.1 Il eriste 7 structures affines sur le tore T°. Elles correspondent aux sous-
groupes affines cristallographiques de Aff(R?) :

3 4

(/1 0 0 0 1000
_ p 1 qp _ p 1 0 p
=< g 01 g » | T2 =< g 01 ¢ ’

(\o oo 1) (\ooo1)/]

(/1 0 0 p\) (/1 0 0 p
_ p 1 r g _ p 1 —r ¢
Ts=910 01 r Ta=ql 001 r

(\o oo 1) (\0o 00 1

(/1 0 0 p\) (/1 0 0 p\)
_ p 1 0 ¢ _ p 1 0 ¢
Ts=4100 1 r Ts=4l g 01 r|(

(\o oo 1) (\ooo1)/]

(/1 0 0 p\ )

_ 010 ¢
7= 001 r |(

(\0o 00 1)]

Remarque. Les structures nilpotentes complétes et les structures affines completes sur les
algebres unimodulaires sont entiérement classifiées dans [F.D].
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Chapitre 4

Algebres de contact filiformes

4.1 Propriétés de ’algebre de Benoist

Comme nous I’avons rappelé au premier chapitre, Yves Benoist ([Be]) a montré que sur les
algebres de Lie a_s 1 de dimension 11 définies par les crochets suivants sur une base Xy, ..., X11

[Xl,Xi] =X;+1 i=2,.,10

[X27X3] =X

[X27X4] = X

[X27X5] = _2X7 + XS + th

[X27X6] = _5X8 + 2X9 + 2tX10

[Xa, X7] = — 22X + 50X + AT X,
[X2, Xs] = %Xw + g—an

[X27X9] = EXII

[X37X4] = 3X7 — X8 — th

[X37X5] =3Xs — X9 —tXqp

[Xa, Y] = — 2o — 35 X10 + = X
[X5, X7] = =2 X104+ 2 X1y

[X37X8] = @Xll

X1, X5] = 51X — 34 X0 + M908 s,
[X47X6] = ?XIO — 2= X111

[X47X7] = _&Xll

[X57X6] = ﬁXll

il n’existe aucune structure affine.
Proposition 4.1.1 L’algébre de Lie a_ ¢ est munie d’une forme de contact

Preuve. Rappelons qu’une algebre de Lie g de dimension 2p + 1 est dite de contact s’il existe une
forme w sur g*telle que

wAdw? #0
Soit wy, -..,w11 la base duale de X3, ..., X11. Les équations de Maurer Cartan donnent
dwii = —wiAwig— wu& N wy — §w2 A wg — 9&)2 N wg +
2000 25 16
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448 — 1525t 3 321
————— w3 Awg — —w3 ANwy — —w3 Nwg +

2000 25 80
—8 43525t o2
2000 4OER T gpa e
@w A w ——1377w A w
16 4 7 80 5 6

et donc wiy A (dwi1)® # 0. Ainsi wi; est une forme de contact sur a_s 1, .M

Définition 4.1.2 Soit g une algébre de Lie nilpotente et Der(g) est l'algébre des dérivations de
g. L’algébre de Lie g est caractéristiquement nilpotente si toute dérivation f € Der(g) est un
endomorphisme nilpotent.

Proposition 4.1.3 L’algebre de Benoist g = a_,; o est caractéristiquement nilpotente.

Preuve. Une base de Der(g) est donnée par
{aXmaadX2;adX3;adX4;adX5;adX6;adX7;adX8;adX9;adX10aflaf2af3}

ou les dérivations f1, fs, f3 sont données par

fi: Xor— Xy for Xo— Xio fa: Xor—Xn
X3 — X10 s X3 —> X11 y
X4 — X11

La justification se fait en utilisant le procédé de construction des algébres caractéristiquement
nilpotentes développé par Campoamor dans sa theése [Ca]. L’algebre de Lie nilpotente Der(g)
s’écrit donc sur la base Z; =adX; 1<i<10,Z;=f 11<j<13

[Zl, Zz] = Zz'+1 i = 2, . 9 |:Z27 Z12] = —Z10

(22, Z3) = Zs (Z3, Z4) = 3Z7 — Zs
(Z3,Z4) = Zs [Z3, Z5] = 3Zs — Zy
(Zs,Z5] = —2Z7 + Zg [Z3, Z6) = =2 Zy — 35 Z10
(22, Z6) = —5Zg + 274 [Z3, Z7) = =2 Z1o

[Z2, Z7) = =2 Zy + 5L Z10 [Z3, Z11] = —Z10

[Z2, Zs] = 2 Z10 [Z4, Zs5] = %Zg — %710
[Z2, Z11] = —Zy [Z4, Z6) = % Z1o

L’algebre de Lie g est donc caractéristiquement nilpotente.

Corollaire 4.1.4 Der(a_2,1,0) = n12®BR 0t nyo est un idéal nilpotent de dimension 12, le produit
étant direct.

Preuve. Le vecteur Z13 € Z(Der(g)) et Z13 ¢ C1(Der(g)). Ainsi Der(g) = n1®&KZ13 , ny et KZi3
étant des idéaux de Der(g). B

Proposition 4.1.5 Der(a_s1,0) = n12@R est une algébre de Lie nilpotente non caractéristiquement
nilpotente mais l'idéal nyo est caractéristiquement nilpotent.

Preuve. Soit f € Der(Der(g)) défini par

F(Z)=0 i=1,..,12
[(Z13) = Zu3
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Une telle dérivation est semi-simple ce qui montre que Der(g) n’est pas caractéristiquement
nilpotente. Par contre, d’apres [Ca], 1’algébre de Lie nj2 est nilpotente et caractéristiquement
nilpotente.

Dans le chapitre 2 nous avons vu que toute algebre de Lie filiforme non caractéristiquement
nilpotente était affine. Nous avons également vu que la réciproque était fausse en examinant
I’exemple de Dixmier. Ceci nous conduit & émettre une conjecture sur la structure des algebres
caractéristiquement nilpotentes non-affines.

Conjecture : Soit g une algebre de Lie. Si g n’est pas affine alors g = g¢ est caractéristiquement
nilpotente et pour chaque i > 0, Der(g;) est une extension centrale triviale d’une algebre ca-
ractéristiquement nilpotente, g; 1.

4.2 Algebres de Lie de contact

Proposition 4.2.1 (/Go]) Soit g une algébre de Lie nilpotente munie d’une forme de contact.
Alors son centre Z(g) est de dimension 1.

Preuve. Si g est de dimension 2p + 1 et munie d’une forme de contact alors dim Z(g) < 1. Ceci
résulte du fait que si I’on suppose w(Z(g)) = 0 alors

VX € Z(g) dw(X,Y)=—-w[X,Y]=0

donc 3X tel que w(X) = 0 et X1dw = 0. X appartient au sous-espace caractéristique et donc
w A dw? = 0. Donc w(Z(g)) # 0 ce qui prouve que dim Z(g) < 1. Si de plus l'algebre de Lie g
est nilpotente alors dim Z(g) = 1 puisque le centre d’une algebre nilpotente n’est jamais réduit &
{0}. D’ot la proposition. B

Proposition 4.2.2 Si g est une algébre de Lie nilpotente munie d’une forme de contact alors
9/Z(g) est symplectique.

Preuve. Sur g/Z(g) le cocycle induit par dw, ot w est de contact, est de rang maximum.
On en déduit donc que toute algebre de contact est une extension centrale d’une algebre de
Lie symplectique :

0=V = gopt1 = (g2p,6) 0. W
L’algebre gop41 est donc isomorphe & V @ ga,, et on a les crochets suivants

[VJ Xz] =0

Or toute algebre symplectique est affine. Ainsi on a

Proposition 4.2.3 Toute algébre de Lie nilpotente de contact est une extension centrale d’une
algébre affine.
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4.3 Structures affines sur les algebres de Lie de contact.

Quand 'algebre de Lie g est de contact, en quotientant par le centre, on obtient une algebre
de Lie symplectique qui est elle toujours affine. L’idée est donc de construire des structures affines
sur g en prolongeant une structure affine donnée sur l’algebre de Lie symplectique associée.

Soit donc (gap, 8) une algebre de Lie symplectique. Nous avons rappelé au premier chapitre
que la structure définie par

VxY = f(X)Y

ot f(X) est ’endomorphisme défini par

VX,Y,Z€g 0(f(X)Y),2)=-0(Y,[X,Z)])

est une structure affine.

4.3.1 Extension centrale d’algebres de Lie nilpotentes affines

Soit (g, V) une algebre de Lie munie d’une structure affine V. Considérons un 2-cocycle
6 € Z? (g, R) et 'extension centrale associée

0V —sg5g—0

avec dimV = 1.
Le crochet de Lie sur g identifiée & gV est défini par

(X, @), (¥, N]5 = (X, Y],.0 (X))
Soit V : §® § — § un opérateur vérifiant

V ((X,0),(1,0) = (V (X,Y) ¢ (X,Y))
V((X,0),(0,)) = (

ou ¢ est une application bilinéaire sur g vérifiant
QO(X,Y) - (p(YaX) = G(X,Y) .

Alors, pour tous X, Y €g, Ap€eK

V(X,a),(¥,0) = V() (X, ) 5
=(V(X,Y),¢(X,Y)) + AV ((X,0),(0,1)) + aV (0, 1), (Y, 0))
+a)\V(( 1),(0,1)) = (V (¥, X), ¢ (Y, X)) —aV ((¥,0),(0,1))

_)\v (( ) )a( ) )) /\Oé% ((0,1),(0, 1))
=([X,Y],,6(X,))

Mais comme

(X, ), (¥, N)]7 = ([X,Y],.0(X,Y))
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on en déduit _ N
\Y ((X7 Oé) ) (Ya )‘)) -V ((Y7 )‘) ) (Xa Oé)) = [(Xa Ot) ) (Ya )‘)];

L’opérateur V est donc associé & une connexion linéaire sans torsion sur g .

Posons
C((X,0),(V;)), (Z,0))
=V ((%,0), V((V:2),(Z,0)) =¥ (20, V (X.0),(Z.p)))
-V ([(X,a),(Y,)\)];, (Z, ))
On a
C((X,0),(Y,X), (Z,p)) ) ) )
V(( @), ( < ) ¢ (Y, 2)) + pV ((¥,0),(0,1)) + AV ((0,1),,(2,0)) + AV ((0,1),(0,1)))
V(50,7 (X,2),9(X, 2)) + 5V ((X,0), (0,1) +0¥ ((0,1),(2,0)) +p¥ (0,1, 0, 1))
(([X Y], (X Y)) (Z,0))

En particulier

C( (X,0),(Y,0),(2,0)) 3
=V ((X,0),(V (¥, 2),¢ (Y, 2)) — V (¥,0),(V (X, 2) 5 (X, 2))

SN———

-V (([X Y], 0(X,Y)),(Z,0)
(V(X,V(Y,2)),0(X,V (Y, 7)) + (¥, 2) ¥
(V(Y,V(X,2)),0(Y,V(X,2) - ¢ (X,2)V ((¥,0
— (v (X1, 2) 0 (1X.¥),,2)) - 0(X,Y) ¥ ((2,0), (0

(0,0 (x,V (Y, 7)) =9 (V,V (X, 2)) - ¢ (IX,Y],,2) ) + ¢ (¥, 2) V (X,0), (0,1))
~¢ (X,2)V ((¥,0),(0,1) - § (X,¥) ¥ ((Z,0), (0,1))

D’ou
C((X,0), (V,0),(Z,0))
= (0,9 (X,V(V,2)) - 9 (V,V (X, 2)) - ¢ (IX,Y],, Z)
+0(v,2) ¥ ((X,0),(0,1)) = ¢ (X, 2) V ((¥,0),(0,1))
—0(X,Y) ¥ ((,0),(0,1))

De méme

,V((v,0), (0, 1))) =V ((0,1),(V(X,Y), ¢ (X,Y)))
7V ((Y7 0) ’ (07 1))) - % ((V(Xv Y): 0)7 (0= 1)) - (Xv Y) 6 ((07 1) ’ (0= 1))

Supposons que le tenseur C vérifie

C((X,0),(0,1),(¥,0)) =0
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et
¥ ((%,0), ¥ ((¥,0),(0,1))) = V (V(X,¥),(0,1)) + ¢ (X,¥) V ((0,1),, (0, 1))

On en déduit que C( (X,0),(Y,0),(0,1)) =0 car

C((X,0),(Y,0),(0,1)) ) )
((x,0), ¥ ((+,0),(0,1))) = V ((v,0), Y ((X,0), (0,1)))

(X, Y],6(X,Y)), (0,1)

((V(X,1),0), 0,1))

(V(¥,%),0), (0, 1) -

(X, Y],0), (0, 1)) +

[X,],0),(0,1)) — 6

v
-V 0(X, 1)
0), 0 (X,Y)
X))V ((0
V)V

|I
<
=

Q

v )
v 0(X,Y) )
—V( (X,Y)V (0,

=0.

Enfin nous avons la relation

C((0,1),(%,0),(0,1)) = ¥ ((0,1), V((+,0),(0,1))) = ¥ ((+,0), ¥ (0, 1), (0, 1))

Ecrivons les conditions pour que le tenseur C' soit identiquement nul. Soit 7 la projection cano-
nique de g sur g :

m(X,a) = X.

Identifions (X,0) & X ce qui permet de considérer g comme un sous-espace de g. Notons Vx le
vecteur

Vx = ﬂ-(% ((X7 0) ’ (07 1)) .

Si le tenseur C est nul alors
C((X7 0) ) (Yi O) ) (Z’ 0)) = 0

implique, d’apres les relations ci dessus :
(Y, 2)Vx —p(X,Z2)Vy —0(X,Y)Vz =0
pour tous X,Y, Z € g.
Examinons tout d’abord le cas ou § = 0, ce qui donne ¢ = 0. Dans ce cas l’extension est

triviale. L’opérateur V défini par

(V(X,Y),0)

—~~
—~
~—

A:\

S =
=]
~—
~—
I

\% ((O,N) ) (0: )‘)) =

définit une structure affine sur g. Supposons donc ¢ # 0.
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4.3.2 Cas ou (g,0) est symplectique et ¢ = g

On a alors
0([X,Y],Z)=-6(Y,V(X,2))

et les relations ci-dessus deviennent

C((X,0),(Y,0),(Z,0))
% (0 0(X,V(Y,2)) —0(Y,V (X, Z)) —0([X,Y]u,z))
30, 2) ((X,0),(0,1)) - 36(X, 2) ¥ ((¥,0),(0,1))
-6 (X7 Y) v ((Za 0)7 (07 1))
= 2 (0-0@v.x),2)+0(x,v),2) -0 (IX,7],.7))
+50 (%, 2) Y ((X,0),0,1)) = 26(X, 2) ¥ ((¥,0),(0,1)
-0 (X7 Y) 6 ((Z, 0): (07 1))
= _% (an ([X,Y]u aZ)) + %0 (Y7 Z) 6 ((X,O) ) (05 1)) -
20X, 2) ¥ ((%,0),(0,1)) 0 (X,Y) ¥ ((Z,0),(0, 1)
D’apres les notations ci-dessus on peut écrire V ((X,0), (0,1)) = (Vx,ax). Le tenseur de courbure
nul implique que
(Y, Z)Vx —30(X,Z)Vy —0(X,Y)Vz =0,
9 ([X,Y]M,Z) +O(Y,Z)ax —0(X,Z)ay —20(X,Y)az =0

Comme 6 est de rang maximum, pour tout X € g, il existe Y, Z € g tels que § (X, Z) =0 =
0(X,Y) et (Y, Z) = 1. La premiere des relations précédentes implique donc Vx = 0. Ainsi

Y ((X,0),(0,1)) = (0, ax)
pour tout X € g. On a alors
v ((x,0), 9 ((%,0),(0,1))) = V ((X,0), (0, ay)) = axay (0,1)
donc
C((X,0),(0,1),(Y,0) =0

entralne que
1 ~
axay (07 1) = avy(Xx,Y) (0: 1) + 50 (Xa Y) \Y ((0: 1) ) (Oa 1))

Choisissons X,Y € g tels que 6 (X,Y) = 1. On en déduit que
7(V((0,1),(0,1))) =0
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et donc

Vv ((0,1),(0,1)) = (0,a).

De plus
1
axay = ay(x,y)*t 50 (X,Y)a
1
axay = ay(vy,x)— 50(X,Y)a
ce qui donne
0(X,Y)a = —ayxy)+avxy)
= Taxy]

Considérons la forme « de g* définie par a(X) = ax. Sia # 0 alors 6 (X,Y) = 1da(X,Y). Le
cocycle symplectique 8 est donc exact. Or sur toute algebre de Lie nilpotente, la classe des formes
linéaires est impaire ([Go]). On en déduit qu’il ne peut exister sur g de forme symplectique exacte
et ’égalité précédente ne peut avoir lieu. Si a = 0, alors

V((0,1),(0,1)) =0
et
CL[X’y] =0.

Ainsi Papplication
a:g—R

donnée par a(X) = ax définit une représentation linéaire de dimension 1.

Proposition 4.3.1 L’application V sur lalgébre de contact'g donnée par

V ((X,0),(Y,0)) = (V(X,Y),1/20 (X,Y))
\% (( 70) ’ (Oa’\)) =V ((07’\) ’ (X,O))

ot V est une structure affine sur g = % associée a la structure symplectique 0 est une structure
affine s’il existe une représentation de dimension 1 de g telle que

9 ([X,Y]M,Z) +0(Y,Z)ax —0(X,Z)ay —20(X,Y)az =0
pour tout X,Y,Z € g.

4.3.3 Cas ou (g,0) est symplectique et ¢ # ¢

On suppose toujours
6 ([X,Y] ,Z) =-0 (Y,V(X, Z))

Nous avons vu que la courbure nulle impliquait :

(Y, 2)Vx —p (X, 2)Vy —0(X,Y)Vz =0
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pour tout X,Y, Z € g.
Supposons qu’il existe X € g tel que Vx # 0. Soit un tel X . L’orthogonal pour 6 de I’espace
R{X?} est de codimension 1. Soit ¥ € R{X}" . Alors 6 (X,Y) =0 et

(p(Y7Z)VX:SO(X7Z)VY 7Z€g

On a Vy # 0 s’il existe Z € ¢ tel que ¢ (Y, Z) # 0 et dans ce cas les vecteurs non nuls Vx et Vy

sont colinéaires. Posons
Vx = Axy Wy

alors
)\X,Y(P (Y7 Z) = 90(X7 Z)

pour tout Z € g. Considérons une base (X, ..., X2,,,) de g par rapport & laquelle la matrice de 6
est réduite :

-1 0

0 1

0 -1 0

Ceci montre que la matrice de ¢ est au moins de rang 2 car ¢ (X,Y) —¢ (Y, X) =6 (X,Y) . Par
exemple en dimension 4 la matrice de ¢ serait de la forme :

a1 () a3 (o7}
Qo — 1 (673 [0%4 ag
a3 ar a11 012
ay ag aiz2—1 o

On peut supposer que ¢ (X71,-) # 0 (sinon il existe un X; tel que ¢ (X;, Z) # 0 puisque ¢ est de
rang non nul et il suffit de prendre une base adaptée a 6 dont le premier vecteur est le vecteur
X;). Soit Y € {X3,...,Xon};0naf(X1,Y)=0

¢(X1,2) =Ax,,ve (Y, Z) pour tout Z € g

et
Axy,y #0

Donc les 2m — 2 derniéres colonnes de la matrice de ¢ (relative & la base choisie) sont propor-
tionnelles & la premiére.Mais on a aussi 6 (X2, X3) =0 et

SD(X2;Z) = )‘Xz,ngo(X&Z)
De méme 6 (X1, X3) =0 et
(p(X]_,Z) = AXI,XS(p(Xg,Z) pour tout Z € g

donc ¢ (X3,Z) = Ap (X1, 2) .
On en déduit que ¢ est de rang 1 ce qui est impossible. Donc Vx = 0.
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Proposition 4.3.2 Soit g une algébre de Lie nilpotente munie d’une forme de contact. Si la
structure affine V définie par un cocycle symplectique sur g =7(9§—) se prolonge en une structure

affine V sur § alors

7(V(X,T)) =0
pour tout Xe g et T € Z(g).

4.3.4 Sur lexistence des connexions (f de rang maximum)
Pour tout X € g on a Vx = 0. Alors V ((X,0),(0,1)) = (0,ax) et
C((X,0),(Y,0),(Z,0)) =0
implique
(XY (V,2)) - o (V,V (X, 2)) - ¢ (IX,Y],.Z)
= —axp (Ya Z) +aY90(X: Z) +az0 (X,Y)
De méme C((X,0),(0,1), (Y,0)) = 0 implique

Y ((X,0),(0,ay)) = (0,av(x,v)) — ¢ (X,Y) V((0,1),(0,1)) =0

soit _

¥ (X, Y) \% ((Oa 1) ) (07 1)) = (Clan - aV(X,Y))(Oa 1)
On en déduit

¢ (Y, X)V((0,1),(0,1)) = (avax — aV(Y,X))(OJ 1)
et

Q(X, Y)V ((07 1) ) (07 1)) = (aV(Y,X) - aV(X,Y))(07 1)
= q[x,Y] (0,1).

Ceci montre en particulier que V ((0,1),(0,1)) = p(0,1). Dans ces conditions nous avons
pa(Xa Y) = a[x,Y]

Enfin C((0,1),(Y,0),(0,1)) = 0 implique
ayV ((0,1),(0,1)) = ¥ ((¥,0), ¥ ((0,1), (0,1)))

d’ou _
ayV ((07 1) ) (Oa 1)) =p (Oa G’Y)
ce qui est vérifié.

Supposons alors p # 0. Dans ce cas ajx,y] # 0 dés que 6(X,Y) # 0. Prenons X € Z(g).
Comme 6 est supposé de rang maximum, il existe Y tel que (X,Y) # 0. Or [X,Y] = 0 d’ou
arx,y] = 0 ce qui conduit & une contradiction.

Conclusion : p = 0, c’est-a-dire V ((0,1),(0,1)) = 0. Alors ax,y] = 0 et 'application « : g =R
définie par a(X) = ax définit une représentation linéaire de dimension 1 de g. On en déduit
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Théoréme 4.3.3 Si la représentation a est triviale, alors V est une connerion affine si et
seulement si

1) V(U,(0,1)) = 0 pour tout U € §.

2) ¢ vérifie o (X,V (Y, 2))—p (Y, V (X, 2Z))—¢p ([X, Yl],, Z) =0, c’est-a-dire est un 2-cocycle
pour la cohomologie de Ualgébre de Vinberg associée ¢ 'V a valeurs dans le module trivial.

Si la représentation o est non-triviale, alors V est une connezion affine si et seulement si

1) vV ((0,1),(0,1)) =0, V((X,0),(0,1)) = 0 pour tout X € Kera.

2) 0 (X,V (Y, 2))—¢ (V,V (X, Z))—¢ ([X, Yl,, Z) = a(2)0(X,Y) pour tout X,Y € Ker(a)

4.4 Exemple

Soit g de dimension 4 définie dans la base {X1, X, X3, X4} par

[X 1, X4] = X3
Cette algebre admet une forme symplectique # = —w; A wa — w3 A ws. La connexion V associée
s’écrit :
0 0 0O 0 0 00O
0 0 0O 0 0 00O
Vi = 0001 V=199 0 0
0 00O 0 00O
0 00O 0 0 0O
0 0 00O 0 0 01
Vi = 0000 V=190 0 0
0 0 00O 0 0 00O

Soit g ’extension centrale de g définie comme précédemment & partir du cocycle 6. D’apres le
théoréme précédent, I’existence de la connexion V sur g est liée & I’existence d’une représentation
linéaire de dimension 1 telle que

P (X,V(Y,2) =9 (V,V (X,2)) - ([X,Y],,2) =0
si cette représentation est triviale, ou bien
P (X,V(V,2) ¢ (V,V (X, 2) — ¢ (X, Y], Z) = a(Z)8(X,Y)

dans le cas contraire. Supposons a = 0. Dans la base {X7, X5, X3, X4} la matrice de 8 s’écrit :

0 1 0 O
-1 0 0 O
®= 0 0 0 1
0 0 -1 0
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et la matrice de ¢ est donc de la forme :

a -1 ¢ 1)
B8 a v ¢
e v b 6-—1
5§ & 5 6

Alors ¢ vérifie

dop = (X,V(Y,2)) -9 (V,V (X, 2)) - ¢ ([X,Y],,Z) =0

si ’on a
e=v=a b=0
B=20-1
c’est-a-dire _
«a 20—2 0 )
| 26-1 o o ¢
= 0 0 0 35-1
1) o' 5 1)

0 0 00 0 0 00 0O
N 0 0 00 0 N 0 00 0 0
Vx, = 0 0 010 Vx, = 0 00 0 0
0 0 00 0 0 00 0 0
a 260—-1 0 6 0 26—-2 0 0 & 0
00000 00 0 00
00000 00 0 10
Vx, = | 0 0 0 0 0 Vx,=| 0 0 0 00
00000 00 0 00
00030 § & §—1 4 0
00000
N 00000
Vx, = 00000
00000
00000

Montrons enfin que nécessairement la représentation « est triviale.
Comme 6 (X,Y) p = aqx,y], alors 6 (X1, X4) p = ox,, x,] et puisque 6 (X1, X4) =0

aAx, = 0
Rappelons que ’on peut écrire en général

P (X,V(Y,2) - ¢ (V,V (X,2) - ¢ (XY, 2)
= —axy (Y, Z) + ang(X, Z) +az0 (X, Y)
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Comme 6 (X1,X3) =0et ax, =0,
¢ (X3,Z)ax, = ¢(X3,V (X1,2))
pour tout Z € g. Or V (X1, X4) = X3 et V (X31,X;) =0 dés que 7 # 4. Ainsi
¢ (X3, X4) ax, = ¢ (X3, X3)

et
¢ (X3, X3)ax, =0

pour ¢ = 1,2,3. Si on suppose que ax, # 0, on obtient alors
%2 (Xg, Z) = 0

pour tout Z € g. Comme
(P(X,Y) —QO(Y,X) ZG(X,Y)

on a alors
p(Xi; X3)=0 1<i<3
p(Xy,X3) =1

On a aussi, en appliquant I'égalité (2) avec X = X3, Y = X et Z = X3
—p (X47 X3) ax, T (X17X3) Ax, = —@ (X37 X3) =0

car 6 (X1,X4) =0. D’ou
(X4, X3)=0

ce qui contredit notre hypotheése. D’ou
ax, = 0

Si on suppose maintenant que ax, 7 0 on obtient que
¥ (X27 X2) ax, — ¢ (X17X2) Gx, — 0 (X17X2) X,
= ¢ (X1, (X2, X2) — 9 (X, V (X1, X)) - 0 (10, Xa],,, X2 )
¥ (X45 X2) ax, —¢ (X17X2) ax, — ¢ (X17X4) ax,
= ¢ (X0, V (X4, X2)) = (X0, V (X1, X2) — o ([X1, Xa],, X2 )

ce qui donne, compte tenu des relations précédentes :
{ ( - (p(XlaX2))aX2 =0
¢ (X1, Xo) ax, = —p (X3, X2)
{ P (X1, X3) =1
(X1, X)) ax, = —p (X3, Xz)

¢ (X3, Xa) ax, — ¢ (X2, Xp) ax, — 0 (X2, X3) ax,
= (X0, V (X, X)) = (X3, V (X, X)) — 0 ([, X, , X
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implique
¢ (X3, Xo)ax, =0

donc
¢ (X3,X2) =0

et
¢ (X1, Xo)ax, = -9 (X3,X2) =0

implique puisque ¢ (X1, X2) =1

ax, =0
Ainsi
w0 (X4, X3)ax, —p(Xa, X3)ax, — 0 (X2,X4)az3 =0
implique
p(Xy, X3)ax, =0
d’ou

(X4, X3) =0
Or avec X = X3, Y = X5 et Z = X, on obtient

0 (X3,X4) =0

et
(X4, X3) = —0(X3,Xq) =1

D’ol une nouvelle contradiction. Ainsi
ax, = 0

En reprenant X = X3, Y =Xs et Z = X4
ax, = —p (X2, X3)
etavec X = Xo, Y =X et Z = X3
@ (X, X3)ax, =0
puisque V (X4, X3) = V(X3, X3) = 0. Ainsi
ax, =¢(X2,X35) =0

Tous les ax, étant nuls ¢ € {1,...,4}, la représentation est triviale.

4.5 Une construction directe

Soit g une algebre de Lie nilpotente de contact. Soit w la forme de contact. Elle vérifie
w A (dw)? # 0 avec n = 2p + 1 = dim g. Posons

0 =dw

On a alors df = 0 et Kerf est de dimension 1.
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4.5.1 Un peu d’algebre bilinéaire
Lemme 4.5.1 Soit f € Endg. Il existe un adjoint f*défini par

0(f(X),Y) = -0(X, f*(Y))
pour tout X,Y € g si et seulement si
f:Kerf — Kerf

Preuve. En effet si X € Ker6,0(X, f*(Y)) = 0 pour tout Y. On doit donc avoir f(X) € Ker6.
Réciproquement la forme 6 est de rang 2p. Elle induit donc une forme de rang maximum 6 sur
Pespace quotient g/Kerf. Soit 7 : g — g/Kerf la projection canonique. Comme f laisse stable
Kerf elle induit un endomorphisme f de g/Kerf ot f(¥) = f(v) avec m(v) = v. Soit 7" le dual
de f:

0(f(X),Y) =—-0(X,f (V)

—%

Alors ’endomorphisme f* défini par f*(X) = o(f (7(X))) ot o : g/Kerf — g est une section
donnée du fibré 7 : g — g/Ker6. R

4.5.2 Application

Il existe une base g telle que dans la base duale {w;...,w2p+1} on ait :

w = Waptt
dv = wiAwg+..+ wWap—1 N\ Wap

La matrice de 6 dans cette base est

o
S OO =
O OO
o= OO
OO oo oo

0 0 0 0 O
Soit M la matrice de f. Alors la matrice de f* doit vérifier
‘M =dM*

Une telle équation matricielle admet une solution dés que f(Xopt1) = AXopt1. Supposons que

lalgebre de Lie g soit nilpotente. Alors 'existence d’une forme de contact implique que Z(g) soit

de dimension 1 et Z(g) = Kerf. Pour X € g donné, soit f = adX. Cet endomorphisme laisse

Ker@ invariant. Cet endomorphisme admet un adjoint dés qu’une section ¢ a été choisie.
Soient f; et fi deux adjoints de f correspondants & deux choix de sections. Alors

Im(ff — f5) C Kerf

La démonstration découle directement du calcul matriciel ci-dessus.
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Ceci étant, construire une connexion sur g en posant
Vx = (adX)*

revient & trouver une section o : g/Kerf — g de maniere & vérifier les conditions sur la courbure
et la torsion. Or les matrices de ces opérateurs sont de la forme

(1 2)

o M(X) est la connexion affine associée & la forme symplectique 6 sur g/Kerf. On est donc
ramené & la situation précédente.
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Chapitre 5

Algebres Lie admissibles

5.1 Définition

Soit A = (A, u) une algebre de dimension finie sur un corps commutatif K de caractéristique
nulle, p étant la loi de A c’est & dire une opération

p:A®A— A

sur I’espace vectoriel A.
Définition 5.1.1 (fA]) L’algébre A = (A, u) est une algébre Lie admissible si la loi p vérifie

> (=) (X o1y, (X (2), Xo(3)) — (X o1 Xo@), Xo@))] =0 (%)
SN

pour tous X1, X5, X3 dans A, ot ), est le groupe des permutations d’ordre 3.

Cette définition est équivalente & dire que ’application [,], : A® A — A définie par [X,Y], =
w(X,Y) — p(Y,X) est un crochet de Lie. On notera Ay, l'algebre de Lie (4,[,],).

5.1.1 Exemples

1. Toute algebre associative (non nécessairement unitaire) est une algebre Lie admissible.
2. Une algebre A = (A, u) est une algebre de Vinberg (aussi appelée algebre symétrique & gauche)
si sa loi vérifie

N(X;N(Ya Z)) - N(Y;/J/(Xa Z)) = N(/J/(Xa Y)a Z) - :u’(/J/(YaX)a Z)

C’est aussi une algebre Lie admissible.

3. Bien siir, une loi d’algebre de Lie est une loi d’algebre Lie admissible, puisque les conditions
de Jacobi impliquent (x).

4. Une algebre de pré-Lie est définie par une loi p telle que

M(N(Xa Y),Z) - ﬂ(Xau(Ya Z)) = M(M(X7Z)7Y) - IJ’(X7/1’(Z7 Y))

65



Le crochet [,], étant un crochet de Lie, une algébre de pré-Lie est une algebre Lie admissible.

Remarques.
Toute algebre associative est une algebre de Vinberg et une algebre de pré-Lie. Une algebre
de Vinberg est une algebre de pré-Lie si et seulement si tous les associateurs sont égaux :

(X oy, (Xo(2), Xo(3))) — ((1(Xo1), Xo(2))s Xo(3)))
= (B(Xoq), m(Xu@)s Xoe))) — (X)), Xo@)) Xus)))
pour tout v et o dans ), .

Une algebre de Lie est associative (respectivement de Vinberg, respectivement une algebre de
pré-Lie) si et seulement si elle est 2-nilpotente.

5.2 Actions du groupe symétrique ) ,

5.2.1 Algebres G-associatives

Soit a,, : V®V @V — V Dopérateur associateur de la loi d’algebre p : a,(X,Y,Z) =
p(pX,Y), Z) — p(X, u(Y, Z)). Pour tout o € ), considérons l'action

ay 0 0(X1, X2, X3) = ay(Xo(1), Xo(2), Xo(3))-

Soit G' un sous-groupe de ), . On dira que la loi d’algebre est invariante par G si

> (-1)*ay, 0 0(Xy, X, X3) =0
ceG

pour tous X1, X3, X3 de A. Mais les sous-groupes de ), sont bien connus. On a G1 = {Id},G2 =
{Id,Tlg},G3 = {Id, T23},G4 = {Id,Tlg},G5 = {Id, (231),(312)}, G(; = 23 ou Tij est la trans-
position entre i et j et (231) le cycle d’ordre 3 . On déduit les types suivants d’algebres Lie
admissibles :

1. Si p est invariante par G alors u est une loi associative.

2. Si p est invariante par G5 alors p est une loi d’algebre de Vinberg.

3. Si p est invariante par G3 alors u est une loi d’algebre de pré-Lie.

4. Si p est invariante par G4 alors y vérifie

(XY)Z-X.(Y.Z)=(ZY)X - Z.(Y.X)
5. Si p est invariante par G5 alors p vérifie la condition générale de Jacobi :
XYV)Z+Y.2) X+ (ZX)Y=X.(Y.2)+Y(ZX)+ Z.(X.Y)

Si de plus la loi est antisymétrique, alors c’est une loi d’algebre de Lie.
6. Si p est invariante par G alors p est une loi d’algebre Lie admissible.

Exemple : Considérons ’espace vectoriel C*°(R,R) des fonctions réelles infiniment dérivables &
valeurs dans R. On peut munir cet espace des structures d’algebres suivantes :
1. pi(f,g9) = f-g et (C*(R,R),u1) est associative (type 1)
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2. u2(f,9) = f-9' et (C°(RR),uz) est une algébre de Vinberg (type 2)
3. u3(f,9) = f'.g et (C®(R,R),us3) est une algebre de pré-Lie (type 3)
4. us(f,9) = fl.g+ fg' et (C*(R,R),us) est invariante par G4 (type 4).

Supposons que p est invariante par G5. Si cette loi est aussi antisymétrique alors c’est une
loi d’algebre de Lie. Ceci montre que la définition de G5 invariance donne une généralisation
d’algebre de Lie "non-commutative” autre que la notion d’algebre de Leibniz.

5.2.2 Interprétation géométrique

Soit g une algébre de Lie munie d’une structure affine. La dérivation covariante associée 7
vérifie
{ VxY - vy X - [X,Y]=0
Vx Vy —Vy Vx = V[x,Y]

Donc le produit u(X,Y) = vxY munit espace vectoriel g d’une structure d’algebre symétrique
a gauche (algébre de Vinberg). Comme on a [X,Y] = u(X,Y) — pu(Y, X), toute algebre de Lie
munie d’une structure affine est subordonnée & une algebre Lie admissible qui est dans ce cas
une algebre de Vinberg. De facon plus générale, toute algebre de Lie est subordonnée a une
algeébre Lie admissible. En effet il est suffisant de considérer la connexion de Levi Civita (qui
existe toujours) associée & une forme quadratique définie positive. Comme la torsion est nulle la
dérivée covariante vérifie la premiere des équations précédentes et u(X,Y) = yxY est une loi
d’algebre Lie admissible telle que [X,Y] = [X,Y],.

Ceci permet de considérer ’ensemble des lois d’algebres Lie admissibles comme ’ensemble
des connexions linéaires invariantes & torsion nulle sur les algebres de Lie. En effet si p est une loi
d’algebre Lie admissible, en prenant \7xY = u(X,Y’) , on constate que 7 définit une connexion
linéaire si les identités de Bianchi sont vérifiées. Soit R(X,Y") le tenseur de courbure correspondant
a 7. Comme p est une loi d’algebre Lie admissible, on a R(X,Y).Z+R(Y,Z).X+R(Z,X).Y =0
alors la premiére identité est réalisée. Pour la seconde, on peut montrer que

(VxR)(Y, Z) + (Vv R)(Z, X) + (VzR)(X,Y) = 0.
En utilisant les relations (vxR)(Y, Z) = vx(R(Y,Z)) — R(vxY,Z) — R(Y,VxZ), et Vx Vv

—VIx,y] = VyVx, on déduit la seconde identité.

5.3 Modules admissibles sur une algebre de Lie
5.3.1 Module sur une algebre Lie admissible

Soit A =(A, p) une algebre Lie admissible et M un espace vectoriel sur K.

Définition 5.3.1 M est un A-module s’il existe des applications bilinéaires

A AQM - M
p  MA->M
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vérifiant :

AMX, AT, v) = A AKX, 0) = A([X, Y], 0) = AMX, p(0,Y) + p(M(X,v),Y)
+p(v, [Xa Y]u) - p(p(v,X), Y) - p()\(Y, v)aX) + /\(Y,p('l), X)) + p(p(v, Y)a X)
=0

pour tous X, Y € A et v € M.

Par exemple, I’espace vectoriel A est un A-module. D’un autre c6té, si Ay =(A, uy) est une
algebre de Vinberg un Ay-module M est donné par les applications A et p vérifiant les deux
conditions

{MXAO&O—MKMX@—A@&HWM=O
)‘(Xa p(’U,Y) - p()‘(X7 ’U),Y) - p(U,M(X, Y)) + p(p(U,X),Y) =0.

En considérant Ay comme une algebre Lie admissible, M est aussi un module sur cette algebre
Lie admissible.

La notion de .A-module est bien connue dans le cas les algébres de type 1 (associative), type
2 (Vinberg), type 3 (pré-Lie). Il est facile de restreindre la définition générale d’'un module sur
une algebre Lie admissible (type 6) pour écrire les définitions de module sur des algebres de type
4 and 5. On trouve :

- type 4 :

{ )\(N(X, Y),’U) - ’\(X:)‘(Y: ’U) - p(p('l),Y),X) + p(’U,p,(Y,X)) =0
p()\(X, 'l)),Y) - /\(X, p(U,Y) - p()\(Y, U):X) + )\(Y,p( 0

-type 5 :

)‘(M(Xa Y)7 U) _)‘(X7 )‘(Y7 U) +p()‘(Xa U)v Y) _)‘(Xa p(Uv Y) —p(U, /j’(Xa Y)) +,0(p(U, X): Y) =0.
On peut voir que si p est antisymétrique (c.a.d une loi d’algébre de Lie) alors on retrouve la
définition de module sur des algebres de Lie en prenant p(v, X) = —A(X,v).

Proposition 5.3.2 Soit A =(A, u) une algébre Lie admissible et M un A-module défini par les
applications A et p. Alors les applications bilinéaires

XN:AM > M

définies par

~

)\(X,'U) = /\(X,’U) - p(v,X)
munissent l'espace vectoriel M d’une structure de Ar-module ou Ar, est l'algébre de Lie (A,[,]4)-

On retrouve les résultats établis par Nijenhuis dans [N] pour les algebres de Vinberg.

5.3.2 Modules admissibles sur des algebres de Lie

Soit A =(A, ) une algebre de Lie. Considérons cette algeébre comme une algebre Lie admis-
sible que nous noterons Ag,q=(A4, 1) pour distinguer les deux structures. Il est clair que tout
module M sur l'algebre de Lie A est aussi un module sur I’algebre Lie admissible A,4. Mais la
réciproque est fausse.
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Définition 5.3.3 On appelle module admissible sur l’algébre de Lie A =(A, p) tout module sur
Palgébre Lie admissible Asa=(A, ).

Soit g ’algebre de Lie résoluble non abélienne de dimension 2. Il existe une base { X7, Xz} telle
que [X7, X3] = X5. Tout module de dimension 1 sur l’algeébre de Lie g est donné par 'application
A (ici p = —)) définie par

AX1,v) = av
A(X2,’U) =0

Réciproquement, un module admissible sur g est déterminé par les applications A et p définies
par

A(Xq,v) =av pv, X1) = yv

AM(X2,v) = pv p(v, X2) = Bv

Supposons maintenant que M est un module admissible de dimension n sur g. Alors si A, B,C, D
sont les matrices des opérateurs linéaires

)‘(Xh ')7 )‘(X27 ')7 p(7 X1)7 p(7 XQ)
dans une base donnée de M, alors ces matrices vérifient
[(B-D),(C-A)]=B-D

On décrit de cette fagon toutes les structures des modules admissibles sur g.
Considérons maintenant 1’algébre de Lie g = sl(2, C). Par un calcul similaire on peut voir que
tout module admissible de dimension n sur sl(2,C) est décrit par les représentations matricielles

suivantes :
[A1 - Bl,AQ - Bg] = 4(A2 - Bg)
[A1 - Bl,Ag - B3] = —4(A3 - B3)
[AQ — BQ,A3 — Bg] = 2(A1 — Bl)

De telles représentations sont aussi completement réductibles.

5.4 L’opérade Lie Admissible

5.4.1 Opérades quadratiques

Une opérade P est une suite d’espaces vectoriels sur K, P(n), n > 1 telle que P(n) soit un
module sur K[}~ ], la K-algébre du groupe symétrique ), , avec des applications de composition

0; : P(n) @ P(m) = P(n+m—1) i=1,...,n

satisfaisant des propriétés ”associatives”, les axiomes de May [M].

Soit E un K[} ]-module. Alors d’apres [G.K], il existe une opérade F(E) appelée I'opérade
libre engendrée par E telle que F(E)(1) = K, F(E)(2) = E et pour toute opérade P et pour tout
morphisme K[>,]-linéaire f : F(E)(2) = E — P(2) il existe un unique morphisme d’opérade
7:F(E) = P tel que f(2) = f
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Exemple : Supposons que E = K[)",]. Soit F(E) 'opérade libre engendrée par E. Une base
de F(E)(n), en tant qu’espace vectoriel, est donné par les ”produits parenthésés” sur n variables
indexés par {1,2,...,n}. Par exemple, une base de F(E)(2) est donnée par (z1.22) et (z2.21), et
une base de F(E)(3) est donnée par {((z;-z;).2), (x:-(z;.2k).) i #J # k #14,4,5,k € {1,2,3}}.

Soit R un K[} ,]-sous-module de F(E)(3) et notons R l'idéal de F(E) engendré par R.
L’opérade F(E)/R définie par
F(E)(n)

R(n)
est appelée 'opérade quadratique engendrée par E et les relations R .

Ainsi une opérade P est quadratique si et seulement s’il existe un K[)_,]-sous-module E et
un K[>";]-sous-module de F(E)(3) , R, tel que P ~ F(E)/R.

(F(B)/R)(n) =

Exemple. L’opérade associative Ass, ’opérade de Lie Lie, 'opérade de Leibniz Leib sont des
opérades quadratiques ([Gi,K],[L])

5.4.2 L’opérade Lie admissible
Considérons R le K[} ,]-sous-module engendré par le vecteur
u = z1.(x2.23) + z2.(23.21) + 23.(1.22) — 22.(%1.23) — x3.(22.21)

—.Z'l.(aj'g..’L'Q) — (.1,'1.1172).373 — (.’L’Q..’E3)..’E1 — (.Z'g.."l,'l).."l,'z + (1172 ..’L’l)..’L'3

+($3.1‘2).1’1 + (1’1.:83).1‘2
L’opérade Lie Admissible, notée Adm est 'opérade quadratique définie par
Adm = F(E)/R

Comme nous avons distingué 6 classes d’algebres Lie admissibles, on peut déterminer chacune
des opérades correspondantes. On obtient les opérades quadratiques suivantes :

1. Ass correspond aux algebres associatives

2. Vinb correspond aux algebres de Vinberg. Ici le K[} ,]-sous-module est engendré par les
vecteurs

x1.(22-23) — (71.72).T3 — T2.(T1.73) + (T2.71).T3-

3. PreLie correspond aux algebres de pré-Lie (G3-associative). Les vecteurs qui engendrent
I’idéal R sont :
Z’l.($2.$3) — (.’L’l.(l?z).il'}g — .’El.(.’Eg..Z'z) + (1’1..’1)’3)..’1)’2.

4. G4 — Ass correspond aux algebres G4—associatives. R est engendré par
21.(2.23) — (21.22).23 — 23.(T2.21) + (T3.22).21.
5. G5 — Ass correspond aux algeébres Gs—associatives. R est engendré par
z1-(x2.23) — (T1.22)-23 + T2.(23.71) — (X2-23).71 + 23.(T1.22) — (T3.71).T2.

6. Adm.
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5.4.3 L’opérade duale Adm'

Si P(K, E, R) est une opérade quadratique, 'opérade quadratique duale est P' = P(K°P, EV, R')
ot EV = Homg(E,K) et R* le complément orthogonal dans F(EV)(3) = F(E)(3)V de R. Avant
d’étudier les opérades duales de chacune des opérades admissibles définies ci-dessus, introduisons
quelques classes d’algebres associatives.

Définition 5.4.1 Une algébre associative A est dite abélienne d’ordre 8 si on a
X1 X2 X3 = X, (1) Xo(2)Xo(3)

pour tout o € 23 et pour tout X; € A.

Les algebres abéliennes d’ordre 3 unitaires sont les algebres commutatives. Mais il existe des
algebres abéliennes d’ordre 3 non-commutatives. Considérons, par exemple, 'algebre associative
de dimension 5 définie par

2 3 4
€] = €2, €| = es3, €1€4 = €5, eqe1 = e3 + €5, €, = €3.

Si A est une algebre abélienne d’ordre 3, la sous-algébre D(A) engendrée par le product zy est
abélien. Alors A est une extension

0V 3A—- 4,0

ou A; est abélienne et V' vérifie vz = zv pour tous z € A; et v € V. Dans ce cas, l'algebre
de Lie correspondante est 2 nilpotente. En effet, comme on a abc = bac, alors [a,blc = 0. On a
aussi c[a, b] = 0 ainsi [[a, b], c] = 0. Revenons a l'interprétation géométrique. Une telle algebre de
Lie est munie d’une connexion affine sans courbure ni torsion. De plus I'opérateur de connexion
vérifie
Vx =0
pour tout X dans le centre et
VxVy =VyVx

pour tout générateurs X et Y.
Considérons maintenant le produit scalaire sur F(E)(3) défini par

N 1 2 3
< 'L(Jk)al(.?k) >= SgTL( i .7 k? )
.. . 1 2 3
< (”)ka (U)k >= _Sgn( i J k )

Soit R le K[} ;]-sous-module qui détermine l'opérade Adm. R*, T'orthogonal par rapport au
produit scalaire défini ci-dessus, est de dimension 11. Soit R’ le K[} ,]-sous-module de F(E)(3)
engendré par les relations

(To(1)To(2))To(3) = To(1)(To(2)To(3)), (To(1)To(2))Ta(3) = (To(1)Ta(3))To(2)s

(To(1)Te(2))To3) — (Zo(2)To))To(3)-

Alors dim R' = 11 et < u,v >= 0 pour tout v € R’ , u étant le vecteur qui engendre R. Ceci
implique que R’ ~ Rt et (F(E)/R)" correspond & 'opérade quadratique F(E)/R*.
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Proposition 5.4.2 L’opérade duale de Adm est ’opérade quadratique correspondant aux algébres
A associatives satisfaisant
abc = acb = bac

c’est-a-dire A est abélienne d’ordre 3.

Revenons aux différentes classes d’algebres admissibles. Il est connu que Ass' = Ass ([G.K])
et PreLie' = Perm ([C.L]). Rappelons que cette derniére correspond & I’algébre dont le produit
est associatif et vérifie les identités suivantes :

abc = acb

Proposition 5.4.3 Les opérades duales de Vinb, G4 — Ass, G5 — Ass sont les opérades quadra-
tiques dont les algébres correspondantes sont associatives et vérifient respectivement :

- pour Vinb' : abc = bac

- pour G4 — Ass' : abc = cba

- pour G5 — Ass' : abc = bca = cab.

La preuve est basée sur la preuve précédente.

5.5 Cohomologie des algebres Lie admissible

5.5.1 Le produit de Nijenhuis-Gerstenhaber

Soient f et g deux applications respectivement n et m-linéaires sur un espace vectoriel V. On
définit Vapplication (n 4+ m — 1)-linéaire f ®@g g par

f©6 9(X1, s Xngm—1) = 2iy 2062n+m_1 (_1)5(0)(_1)(i—1)(m—1)f(Xa(1)’ .
Xa'(i—l)ig(XO'(i)J ) Xa(i-i—m—l))a Xa(i-l—m)a ) Xo’(n+m—1))

ou Zp est le groupe p—symétrique.
Par exemple si f =g = p et n =m = 2 alors

O p(X1, X2, X3) =

> ()F (X 1) Ko@) Xo@@) — #(Xa(1), (KXo @) Xo@) }
0'623

et p est une loi d’algebre Lie admissible si et seulement si
1 ®e p=0.
De méme si p est une application bilinéaire et f un endomorphisme de V', alors

pOe f(X1, Xa) =
p(f(X1), X2) — p(f(X2), X1) + u(X1, f(X2)) — u(X2, f(X1))

et
[ 06 p(X1, X2) = f(u(X1, X2)) — f(u(X2, X1)) = f([ X1, X2]u)
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des que p @ p = 0.

Nous noterons C™(V) Pespace vectoriel des applications n-linéaires de V. Comme chaque
algeébre G;-associative (i = 1,...,5) est un cas particulier d’algébre Lie admissible, on peut
également définir un produit de Nijenhuis-Gerstenhaber adapté.

Algébres G1— associatives (cas associatif)

FO19(X1, ey Xngm—1) = Ximy, (DD F(X, L X1, 9(Xy s Xipm1),
Xi—i—m; "7Xn+m—1) .

Ce produit est noté fog dans [N].

Algébres Go— associatives (algébres de Vinberg)

£ ©2 9Kty s Xnime) = Soess L (CFO(Ey L (DD F(X ),
) Xa(i—l)ag(Xa(i)a i) Xa(m—i—i—l)): Xa(m—i—i): " Xo(n+m—2)7 Xn—i—m—l) +
(_1)(n71)f(X0'(1) ey Xo’(nfl) ) g(Xa'(n)a i) Xa(m-i—nf?) ) Xn+m—1)}'

Dans [N] on introduit un produit noté f¢g sur @Hom(A*(V) ® V, V). On peut noter que si f
(resp. g) est dans Hom(A" 1 (V)®V, V) (resp. Hom(A™ 1 (V)®V,V)) alors f®29 = (n—1) fcg.
Dans ce travail on préfere considérer le méme espace des cochaines pour toutes les algebres G-
associatives.

Agébres G3— associatives (algébres de pré-Lie)

f ©3 g(Xl) "'>X7L+m—1) = EJEEH_H"_Q(_1)5(0){]"(9()(17XU(2); --aXa(m))y
Xa'(m+l)a "7X0(m+n71)) + Zi:Q’,,’nfl(_1)(2_1)(m_1)f(X15 Xo’(2)7 ) Xo’(i)a
g(XO'(i+1)) ) Xd(m+z'))a " Xo’(n+m71))}

Si on restreint I’ensemble des cochaines & @Hom(V ® A¥(V'),V) alors on retrouve un produit
associé & la cohomologie des algébres symétriques & droite proposé dans [Dz].

Algeébres G4— associatives
fO19(X1, ., Xnpm—1) = Zaezn+m_2 Zi:(],..,n—l(_1)€(J)+i(m71)f(Xa(1): X,
Xo(3) - X (i) 9(Xo(it1)s - Xo(mti))s -+ Xo(ntm—1))-

Algébres Gs— associatives (version des algébres de Lie non commutatives)

f ©s g(Xla "'JXTL+’ITL71) = EgeA"+m_1 Zi:o,,,,n_l(_1)i(m71)f(Xa(1)aXU(Z)J
Xa(3)7 ey Xa'(i) ’ g(Xa(i—i-l)J ) Xa(m+i)): sy Xa(n-l—m—l))'

ou A, est le groupe alterné.
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5.5.2 Cohomologie admissible

Considérons les crochets suivants

[£,9]°¢ = f @6 g — (=1)"" D" Dg @ f.
Ils vérifient :

1. [g’f]Qﬁ = (_]_)("—1)(7”—1)4‘1[}"’ g]@ﬁ
2. (=1)=DE=U[[f, g, h]Os 4 (=1)(m=Nn=U[[g, h]®, f]O0 4+
(_1)(p*1)(mfl)[[h’f]ee’g](ae =0

ou h est une application p-linéaire sur V. En effet on a
gGe f = Z (_1)(5(0))9 ®1 foo = Z (—1)(5(‘7))95f00.
TED mtm—1 €Y mym—1
Soit P Popérateur antisymétrique. Il est défini par

P(f)(XlaaXTb) = Z (_l)s(g)f(XU(l)aXa'(Z)a-'-7Xd(n))'
cex,

1l est clair que f ©®g g = P(f ®1 9)
Lemme 5.5.1 On a les identités suivantes :
P(P(f)©19) = (n+m—1IP(f ©1 g) = P(f ©1 P(g))-
Preuve. En effet
P(P(f) ©1 g)(Xla ---aXn+m71) =
ZaeEHm_l (_1)6(0) (P(f) © g) (Xu(l)a ceey Xo(n+m71)) =
Yoes,pn (CDO T (DI P (X0, - 9K (s s Xo(itm—1))s - Xo(ntm-1)) =
n! Egezn+m_1 (_1)6(0) Z?:l(_1)(171)(m71)f(X0(1)1 sy g(Xa'(i)a ey Xa'(i-l—m—l)): ey Xa'(n+m—1))'
P(f ©1 g)(Xla "'aXn-i-m—l) =
Z‘TEZn+m—1 (_1)€(U)f ©1 g(Xa(l)a sy Xa(n-l—m—l)) =
Z"'EZn+m—1 (_1)6(0) Z?:l (_1)(171)(m71)f(X0(1)) ey g(XJ(z')a ey Xa'(i+m—1))7 () Xo(n-l—m—l))'

La deuxiéme identité est prouvée d’une maniére analogue. B

Conséquence.
[[fa g]®6a h]®6 = P([[fa g]®1’h]®1).

Comme on a
(1) DEDLf, 9]t Bt 4 (—1) (DD [[g, RO, 1014+

(~1)m=DER, 11,9 = 0

on en déduit que [,]®¢ est le crochet d’une algebre de Lie graduée (sur I’espace des applications
multilinéaires).
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Définition 5.5.2 Soit ¢ une application n-linéaire sur l’algébre Lie admissible A dont la loi est
. On définit

o = —[p, ¢]®6
Soit C™ = {¢ : A®" — A}. Alors
by :C" =™
et elle satisfait
Op (5u¢) = 0.
En effet
0u(0u0) = [, [1, ]9%1% = (=1)" [, ], u]®

Mais les identités de Jacobi donnent

~[[1, #1%, 1] + (=1)"7'[[¢, u]®°, u]®* = 0
Ainsi
~2[[u, $]°°, u]®° = 0.
Nous noterons par H*(A,, A,) la cohomologie correspondante.

Définition 5.5.3 Soit g une algébre de Lie. Notons par A, cette algébre de Lie considérée comme

algébre Lie admissible. Alors H*(A,, A,) est appelée la cohomologie admissible de 'algébre de
Lie g.

Cas particuliers
iyn=2
Soit ¢ dans C2. Alors
5“(’0 (X17X27X3) = _[/"LJ(JD]QG (X17X27X3)
p@ep (X1, Xo, X3) + ¢@6p (X1, Xa, X3)

Sutp (X1, X2,X3) = p(p(X1,X2),X3) — p (X1, 0 (Xa, X3)) + p(p (X2, X3),X1)
—p (X2, 9 (X3, X1)) — p (X3, (X1, X2)) + p (0 (X3, X1), X2)

—p(p (Xa, X1), X3) + p (X2, (X1, X3)) — p (0 (X3, X2), X1)

+11 (X3, 0 (X2, X1)) + p (X1, 0 (X3, X2)) — p(p (X1, X3) , Xa)

+o (1 (X1, X2), X3) — ¢ (X1, p (X2, X3)) + ¢ (p (X2, X3) , X1)

—p (Xa, u (X3, X1)) — 0 (X3, 1 (X1, X2)) + 0 (1 (X3, X1) , X2)

—p (1 (X2, X1), X3) + ¢ (Xo, 1 (X1, X3)) — ¢ (0 (X3, X2) , X1)

¢ (X3, p (X2, X1)) + ¢ (X1, 1 (X3, X2)) — ¢ (0 (X1, X3) , X>)

ii)n=1
Soit f dans C!. Alors

Ouf (X1, X2) = p@s f (X1, X2) + fOsp (X1, X2)
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ouf (X1,X2) = p(f(X1),Xa) 4+ p(Xi, f(X2)) — f (1 (X1, X2))
—p (f(X2), X1) — 1 (Xa, £(X0)) + f (1 (X2, X1))
iii) n.= 0
Soit X appartenant & A . Considérons I’application

hx :YH#(X7Y)_u(Y7X)

—Ouhx (X1, X2) = p(hx(X1),X2) + p (X1, hx (X2)) — hx (0 (X1, X2))
—p (hx (X2), X1) — p (X2, hx (X1)) + hx (1 (X2, X1))
= pp (X, X1),X2) —p(p (X1, X),Xa) + p (X1, p(X, X))
—p (X1, p (X2, X)) — hx (p (X1, X2)) + hx (p (X2, X1))
= (p (X, Xa), X1) + p (1 (X2, X)), X1) — p (Xo, p (X, X))
+p (Xa, p (X1, X))

—0uhx (X2, X1) = p(p(X,X2),X1) —p(p(Xe,X),X1) + p (X2, p (X, X1))
p(Xa, (X1, X)) = hx (p (X2, X1)) + hx (p (X1, X2))
p(p (X, X1), Xo) + p(p (X1, X),Xs) — p(Xq, 1 (X, X3))
1 (

1 (X1, 1 (X2, X))
Alors
Ophx (X2,X1) — 0phx (X1,X2) = uOep (X, X1,X2) =0
Ouhx (X1, X5) = d,hx (X2, X1)
Considérons

C°={XeAd | P(@,hx)=06,hx}
Pour X € C°, d,hx =0 alors on peut définir B! (A4, A), en posant.
5(X) = hx

et 7 (A, A) = {f € C/5f =0}
Alors H (A, A) est bien défini.

Remarque
1. Supposons que A soit associative. Si on note §7 'opérateur cobord associé & la cohomologie
d’Hochschild de A on a pour toute 2-cochaine f :

6" (X1, X0, X3) = X1.0 (X1, X5) — (X1, X2) X3 + ¢ (X1, X5.X3)
—(p (Xl.XQ,X3)
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En comparant avec la définition de d¢ on obtient

dp (X1, X2, X3) = —Z (-1)*7 g5y (Xo(1)> Xo(2)s Xo(3))

0623
Ainsi ZI (A, A) C Zy (A, A).

2. Supposons que A soit une algebre de Lie. Une cochaine correspondant & la cohomologie de
Chevalley est alternée et ’on a

Fp(X1,X2,X3) = ¢(X1,X2) X5+ ¢ (X, X3) . X1 +¢(X3,X1). X2
+o (X1.X2, X3) + ¢ (X2.X3, X1) + ¢ (X3.X1, X2)

mais si p (X,Y) = —p (Y, X) alors
5Q0(X1,X2,X3) = 2(Q0(X1,X2)X3 —X3.Q0(X1,X2)+(,0(X2,X3).X1
—X1.p (X2, X3) + ¢ (X3, X1) . X2 — Xo.9 (X3, X1)
+p (X1- X2, X3) — ¢ (X3, X1.X2) + ¢ (X2.X3, X1)
—p (Xl,XQ.X3) + %) (X3.X1, X2) % (XQ,X3.X1))
5¢(X1,X2,X3) :466¢(X1,X2,X3) VQDE .Alt(.AX A,A)
Ainsi pour les 2 cochaines de Chevalley on a dp = 46°p.
Proposition 5.5.4 Si A est commutative, alors pour toute 2 cochaine ¢ on a
dp=0

Preuve. Ceci se déduit directement de la définition de dy.
Si A est associative et commutative on en déduit

ZUEE (_1)5(0) L (X0(1)7X<T(2)>X0(3)) =0
3
Supposons que ¢ soit symétrique, alors quelle que soit A

dp = 0.

Ainsi
Sym (A x A, A) C Z% (A, A)
En tant qu’algebre de Jacobi, toute cochaine pour la cohomologie de Harrison est fermée.
3. Supposons que A soit symétrique gauche. Dans ce cas on a
8% (X1, X2, X3) = Xi1.p(Xa,X3) = Xo.p (X1, X3) + ¢ (X2, X1) . X3
—¢ (X1, X2) . X3 — ¢ (X1.X2,X3) — ¢ (X2, X1.X5)
+Q0 (Xl, X2.X3) + QO (XQ.Xl, X3)

On en déduit

5‘10 (X17X27X3) = _Z (_1)5(0.) (ss(p (X0(1)7X<7(2)7X0'(3)) . n

cycles
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5.6 Déformations

Soit (g, ) une algebre de Lie et notons A,, cette algebre de Lie considérée comme une algebre
admissible.
Soit ¢ : A, x A, = A, une application symétrique.

Lemme 5.6.1 J,¢0 = 0.

Preuve. On a

Oup (X1, Xo,X3) = dez (=1 (1 (¢ (Xo@)s Xo2)) s Xo(3))
3
—1 (Xo 1) @ (Xo(2), Xo(3))))
+dezg(—1)5(a) (@ (1 (Xo(1), Xo(2)) s Xo3))
- (Xa'(l)au (XU(2)7 Xo’(3))))

Comme ¢ est symétrique, la premiere partie est nulle. De plus comme p est antisymétrique, alors

¢ (1 (Xo(1), Xo2))  Xoz) = =0 (1 (Xo), Xo) » Xo3)
= —@ (Xa(3)7 12 (XO'(2)7X0'(1)))
= o (Xo@) b (Xo): Xo(2)))

et la deuxiéme partie est aussi nulle. l

Lemme 5.6.2 Si u est une loi d’algébre de Lie et ¢ est une application bilinéaire symétrique,
alors (1 + ) est une loi admissible telle que (A, [,]1(uqp)) = (A1)

Preuve. C’est une conséquence directe de la définition des lois admissibles. ll

Conséquence. Pour une loi d’algebre de Lie donnée p , et pour toute application bilinéaire
symétrique o, %(u + ) peut étre considérée comme une déformation linéaire de p dans la variété
Adm,, des lois admissibles de dimension n. Cette variété est fibrée au dessus de la variété £,, des
algebres de Lie de dimension n, la fibre 71 () étant I’ensemble des lois admissibles correspondant
a la méme algebre de Lie. Alors la déformation %(u + ) de p est une déformation ”fibrée”, c’est
a dire que 7 (%(u + go)) = p. On peut regarder si cette déformation coupe la sous-variété Vinb,
des lois de Vinberg de dimension n.

Proposition 5.6.3 La déformation %(u + @) est dans Vinb, si et seulement si 'application

symétrique vérifie

2 (p (Xo, X1), X3) + p (X1, 0 (X2, X3)) + ¢ (X1, 1 (X2, X3))
+ (X1, (Xa, X3)) — p (X2, 0 (X1, X3)) — ¢ (Xo, (X1, X3))
—p (X2, 0 (X1, X3)) + p (0 (X2, X1), X5) =0.
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Chapitre 6

Annexe : Structures complexes
sur les algebres filiformes

6.1 Structures complexes invariantes

6.1.1 Définition

Définition 6.1.1 Une structure complexe sur un groupe de Lie G est un endomorphisme J de
g, son algébre de Lie associée, tel que

(1) J?=-Id
(2) [JX,JY]=[X,Y]+J[JX,Y]+J[X,JY] VX,Yeg
La seconde condition est appelée la condition d’intégrabilité de Nijenhuis.

Pour simplifier, nous dirons que J est une structure complexe invariante sur l’algebre de Lie
g. Soit V D’espace vectoriel sous-jacent de ’algebre de Lie g . Il peut étre muni d’une structure
d’espace vectoriel complexe en posant

(a+ib) v = a.wv + bJ(v)
Yv € V,a,b € R. Soit V; cet espace vectoriel complexe. On a
. 1 . 1 ..
dim¢ V) = 3 dimp V = 2 dimg g.
Définition 6.1.2 La structure complexe J est dite bi-invariante si J vérifie

(3) [J,adX]=0,VX € g.

Remarquons que (3) implique (2).
Si J est bi-invariant, alors V; est une algebre de Lie complexe, notée gz, puisque dans ce cas
nous avons
[(a+ib) X, (c+id)Y] = (a+1ib) (c+id) [X,Y]
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6.1.2 Deécomposition associée a une structure complexe

Soit, J une structure complexe invariante sur l’algebre de Lie réelle g . On peut prolonger
I’endomorphisme J de maniere naturelle sur la complexifiée gc = g®rC of g. Cela induit sur g¢
une somme directe vectorielle

gc = ot @ og’

ol .
gt ={X€gc / JX)=eiX} , e==£1
La condition d’intégrabilité de Nijenhuis (2) implique que g& est une sous-algebre complexe
de gc- Si o représente la conjugaison sur gc définie par
oc(X+iY)=X —iY

, alors . .

gc' = olge)-
Proposition 6.1.3 Soit g une algébre de Lie réelle de dimension 2n. Elle est munie d’une

structure complexe invariante si et seulement si la complezifiée gc admet une décomposition de
la forme

gc=hoo(h)

ot b est une sous algébre complexe de gc de dimension n.

Remarque. Si J est bi-invariante, la condition (3) implique que g est un idéal de gc. En effet,
siXegiletYeg"ona

JX,)Y]=[JX,Y] =€ [X,Y]=[X,JY] = —¢ci[X,Y]

Donc

[X,Y]=0. W
Proposition 6.1.4 Soit g une algébre de Lie réelle de dimension 2n. Alors g est munie d’une
structure compleze bi-invariante si et seulement si la complexifiée gc est une somme directe des
idéauz I et o (I) :

gc=Ioo()
Exemple. Soit g l’algebre de Lie réelle de dimension 4 définie par

[X1, X2] = X3
les crochets non définis étant nuls ou obtenus par antisymétrie. L’endomorphisme J défini par

JX)==-Xa , JX)=X1 , J(X3)=-Xya , J(X4)=X3

vérifie (1) et (2) et définit une structure complexe invariante sur G. La sous-algebre b de gc =
g ®g C est engendrée par
{Ur = X1 4+iX5,Up = X3 +iX4}

et o (h) est engendrée par
{0’ (Ul) = X1 — 1:X2,0'(U2) = X3 — ZX4}

On peut noter que h et o(h) sont des sous-algebres abéliennes de gc. Cette sructure n’est pas
bi-invariante puisque h n’est pas un idéal de gc.
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6.2 Structures complexes bi-invariantes

6.2.1 Cas nilpotent

Soit g une algebre de Lie nilpotente réelle de dimension 2n munie d’une structure complexe
bi-invariante. Alors gc = I @ o(I) avec I un idéal complexe de gc de dimension n. Ceci décrit
entierement la sructure des complexifiées gc des algebres de Lie réelles g munies d’une structure
complexe bi-invariante.

Soit ¢(n) la suite caractéristique de 1’algébre de Lie nilpotente complexe n ([A.G.]). Elle est
définie par

c(n) = Maz{c(X) | X €n—[nn]}
ou ¢(X) = (e1(X),...,ck(X),1) est la suite des invariants de similitude de l'opérateur nilpotent
adX. On en déduit que
c(gc) = (c1,¢1,C2,C2, ..., 1,1)
Comme la forme de Jordan des opérateurs nilpotents adX ne dépend pas du corps de base, on a

Proposition 6.2.1 Si g est une algébre de Lie nilpotente réelle de dimension 2n admettant une
structure compleze bi-invariante, alors sa suite caractéristique est du type
(Cl, C1,C2,C2,...,Cj,Cj, -y ]., ].) .
Une algebre de Lie nilpotente est dite de classe maximale (ou filiforme) si la suite décroissante

des idéaux dérivés C'g vérifie :

dimClg = dimg — 2

dimClg =dimg—4i—1 Vi>2
Corollaire 6.2.2 Il n’existe aucune structure complexe bi-invariante sur une algébre de Lie fili-
forme.

En effet, la suite caractéristique d’une algebre de Lie filiforme est (2n — 1,1). Donc, d’apres
la proposition 6.2.1, une algebre de Lie filiforme ne peut pas avoir de structure complexe bi-
invariante.

Soit {U;} et {V;} les bases des idéaux complexes I et o(I). Dans g, on peut écrire U; = X;—iY],
Vi =Xi +i4Y;, ou {X4,..., Xy, Y, ..., Y, } est une base réelle de g. Comme [U;, V;] =0, on a

(X7 — Yy, Xy 4+ iY3] = [ X, Xg] + [V, Ya] + 4 ([ X3, Y] = [YV7, X3]) =0
Donc
(X1, X&) = = [Y7, Vi)
[Xl,Yk] = [Y;,Xk] k= ].,...,TL ; l= 1,...,”.
De méme [U;, Uy] € I et [Vi, V] € o (I) implique

[XlJXk] - [}/EJYIC] € (C{Xla "'JXk}
[XlJYk] + [Y;;Yk] € (C{lea "'7Yk}

Supposons que I admette une base réelle. Dans ce cas, on a

X0 X6 = X500 Xs VYl = -2, ChY;
n n
(X1, Yy] = Ej:lDl]ij , YL, Xi] = Zj:lD;ij
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avec C’l’k et Dljk dans R. Soit go = R{Xy,...,X,} et g1 = R{Y1,...,Y,,}. Alors les relations
précédentes montrent que g = go D g1, et

[80, 90] C go
[91,81] C go
[g0,91] C g1

ce qui donne une structure d’algebre de Lie Za-gradué sur g.

6.2.2 Sur la classification des algebres de Lie nilpotentes munies de
structures complexes bi-invariantes

Si g est une algebre de Lie nilpotente réelle de dimension 2n munie d’une structure complexe
bi-invariante, alors gc = I ®o(I). Alors la classification des complexifiées associées gc correspond
a la classification des algebres de Lie complexes nilpotentes . Pour le moment, cette classification
est connue seulement jusqu’en dimension 7, et pour des cas particuliers jusqu’en dimension 8.
Obtenir une liste générale de ces algebres serait illusoire. De [S] on peut extraire la liste pour
la dimension 6. A partir de [A.G] il est possible de présenter la classification des complexifi-
cations g¢ des algebres de Lie réelles nilpotentes munies de structures complexes biinvariantes
jusqu’en dimension 14. Nous allons présenter rapidement la classification pour le cas réel jusqu’en
dimension 8.

Dimension 2 : g} est abélienne.
Dimension 4 : gj est abélienne.

En effet gc = I @ o(I) et I est un idéal abélien.

Dimension 6 : - g§ est abélienne.
2 . { [X21X3] = - [}/2,}/3] =X
B0 X Yol = [V, Xs] = 14

Remarques
1. La complexifiée de gZ est isomorphe & h3 @ h3 ol hs est lalgebre de Lie de Heisenberg de
dimension 3.
2. Remarquons que ’algebre de Lie nilpotente réelle hs @ h3 n’a pas de structure complexe bi-
invariante. En effet si {X1, Xa, X3, X4, X5, X6} est une base de hs @ b3 avec les crochets suivants

[X1,X2] = X3, [X4,X5] = X,

alors chaque isomorphisme J qui commute avec adX pour tout X vérifie J(X3) = aXj3 et
J (Xg) = BXg. Comme J? = —Id, nous aurions o? = 32 = ~let a,8 € R.
3. L’algebre de Lie g2 est 2-nilpotente et c’est une algebre de Lie de type H (voir [K]).

Dimension 8 : - g} est abélienne.
- 03 =059 03

[X27X4] = Xl ) [sz,Y:l] = _Xl

_ A3 [X27Y4] = +)/1 ; [}/2,X4] - +}/1

%) [Xa,Xa]=Xa ;5 [V3,Yi]=-Xo
(X3, Y] =Y i Y3, X4 =Y
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[X27X3] = Xl ; [}/271/3] - _Xl
4. ) XY =T ;o [Yo, Xzl =11
%) Xy, X=Y1 ; [BYi=-%
[X27Y:1] = _Xl 3 [}/27X4] - _Xl

6.2.3 Sur la classification des algebres de Lie résolubles munies de
structures complexes bi-invariantes

1l est connu qu’il y a, & isomorphisme pres, une seule algebre de Lie résoluble non nilpotente
de dimension 2, notée par t et définie par [X, X3] = X sur la base {Xi, X5} . Cette algebre
de Lie n’admet pas de structure complexe bi-invariante. Donc, une algebre de Lie résoluble non
abélienne admettant une telle structure est au moins de dimension 4.

Si nous voulons classifier toutes les algebres de Lie résolubles de dimension 4 admettant des
structures complexes bi-invariantes, on peut utiliser la classification de Dozias, que nous pouvons
trouver dans [B.C.D.L.R.V].

A partir de cette classification, on peut affirmer :

Théoréme 6.2.3 : Toute algébre de Lie résoluble réelle de dimension 4 munie d’une structure
compleze bi-invariante est isomorphe a l'une des algébres suivantes :
-t} = g} lalgébre de Lie abélienne.

[X1, X3] = X3

e KnXd=X
4 [X2, X3] = —X4
[X2,X4] = X5

Remarque. Dans le dernier cas, toute structure complexe bi-invariante vérifie

J(X1) = aXi+bXo,
J(X;) = —bXi+aXs
J(X3) = aXs+bXy,
J(Xs) = —bXs+aX.

Sa complexifiée t3. est isomorphe & t3 x t3. Notons que I’algébre de Lie réelle t3 x t3 qui a la
méme complexifiée que v n’est pas pourvue d’une structure complexe bi-invariante.

6.3 Non existence de structure complexe invariante sur les
algebres de Lie filiformes

6.3.1 Rappels

Nous avons rappelé dans les chapitres précédents la définition des algebres de Lie filiformes.
L’exemple le plus simple est donné par ’algebre de Lie de dimension n suivante, notée L, :

[X1,X:]=Xit1, i=2,..,n—1

et les crochets non définis sont nuls ou obtenus par antisymétrie.
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Soit n une algebre de Lie filiforme de dimension n. Il existe une base {X;, Xo, ..., X,,} qui est
adaptée au drapeau
gDC'gDC*D..0C" g={0}

avec dimC'g = n - 2 , dim &4 =1, > 1, et qui vérifie :
{ [XI;Xi]:Xi+17 7,:2,,71—1
[Xi, X;] = EkZi—i—jCzijk

Le changement de base Y1 = X3, Y; = tX;, i > 2, t # 0, montre que cette algebre de Lie est
isomorphe & celle qui suit :

[X1, Xi] = Xit1, i=2,..,n—1
[Xi, Xj] = t2CE X

Notons par po la loi d’algebre de Lie de L,, et u; la loi de 1’algebre de Lie précédente. On a

Mt = pro +tp

avec (P(XlaXl) =0et (p(XzaXJ) = ZC'ZX/S ) Za] > 2.
On peut interpréter cette identité de la maniére suivante :

Proposition 6.3.1 Toute loi d’algébre de Lie filiforme est une déformation linéaire de l’algébre
de la loi de L,,.

Le fait que py soit une loi d’algeébre de Lie se traduit par :

@ € Z? (o, po)
p€eLm

ot Z2 (o, o) est 'espace des 2-cocycles pour la cohomologie de Chevalley de p et £™ 'ensemble
de toutes les lois d’algebres de Lie de dimension n (voir [G.K.]).

6.3.2 Structures complexes invariantes et algebres de Lie filiformes

Proposition 6.3.2 L’algébre de Lie filiforme réelle La, n’admet pas de structure complezxe in-
variante.

Preuwve. Soit T' un isomorphisme vectoriel de ’espace vectoriel réel sous jacent a Lo, vérifiant la
condition de Nijenhuis :

[T(X), T(V)] = [X, Y]+ T[X,T(Y)| + T [T(X),Y]
ou [,] est le crochet de Ly,. Considérons la base {X7, ..., X2, } de La, donnée précédemment :

{ [Xl,Xi]:Xi+1 i:2,...,2n
[Xi, X;]=0  i,j#1

[T(X2n-1),T(X2n)] = [Xon—1,Xon] + T [Xon—1,T(X2n)] + T [T(X2n—1), Xon]
= T[X2n—17T(X2n)]
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Comme
[Xon—1,X1] = —Xon

on obtient
[T(X2n-1), T(X24)] = T [X2n1,T(X20)] = —aT (X2,)

avec
T(X2,) = aXy + ZaiXi-
i>2
La nilpotence de Ls, implique que la constante a qui apparait comme une valeur propre de
ad(T(Xay,_1)) est nulle. Donc
[T(X2n-1),T(X2,)] = 0.

Ceci implique que
[T(X:), T(X2n)] = T [Xi, T(X2n)] = 0
pour i = 2,...,2n. Si T(X2,) ¢ Z(L2n) = R{X2, }, alors T(X;) = 3° .5, aij X; pour j =2,...,2n.

Comme T est non singuliére, nécessairement on a

T(X1) =anXi + ZailXi

i>2
avec aj1 # 0. La condition T? = —Id implique a?; = —1. Comme a,; € R, on a une contradiction.
Ainsi T(Xap) € Z(La2,) = R{ X2, }, et cela implique que T'(X2,) = aXa,. Comme ci-dessus, on
peut conclure que o = —1. Ce cas est aussi exclu et la proposition est prouvée. ll

Théoréme 6.3.3 Il n’existe pas de structure complezxe invariante sur l’algébre de Lie filiforme
réelle.

Soit g une algebre de Lie filiforme réelle de dimension 2n et gc sa complexifiée. S’il existe une
structure complexe J sur g, alors gc admet la décomposition suivante

gc=g1 ©o(g)

ol g; est une sous-algebre de g de dimension n et o ’automorphisme conjugué. Comme ’algébre
de Lie g¢ est filiforme, il existe une base adaptée { Xy, .., X2, } vérifiant

(%) (X1, Xi]=Xip1, 2<i<2n-1
[Xi’Xj]:ZkZi—i-jCijXk 2<i<i<2n -2

En particulier on a

[
dim -9 —9 am- S0 _q1 sy

C(gc) Ci*1(gc)

La suite ordonnée des dimensions des blocs de Jordan de 'opérateur nilpotent adX; est (n—1,1).
Un tel vecteur est appelé vecteur caractéristique.

Lemme 6.3.4 Tout vecteur caractéristique peut s’écrire Y = aX1+U ou U est l’epace vectoriel
compleze engendré par {Xa, ..., Xon}

11 suit que I’ensemble des vecteurs caractéristiques de gc est Pouvert gc — C{ X3, .., Xon}.
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Lemme 6.3.5 Soit g1, soit o(g1) contient un vecteur caractéristique de gc.

Remarquons que s’il n’en était pas ainsi, on aurait g3 C C{Xa,.., Xa,} et o(g1) C C{Xs, .., Xon},
ce qui contredit la décomposition précédente.

Donc g; ou o(g1) est une algeébre de Lie complexe filiforme de dimension n. Comme g; et
o(g1) sont des algébres de Lie isomorphes, 1’algébre de Lie filiforme de dimension 2n apparait
comme une somme vectorielle directe de deux algebres de Lie filiformes de dimension n. Nous
allons montrer que c’est impossible. Plus précisemment on a

Proposition 6.3.6 Soit n > 3. Il n’y a pas d’algébre de Lie compleze filiforme de dimension 2n
qui soit somme vectorielle directe de deuzr sous-algébres filiformes de dimension n.

Preuve. Soit gc une algebre de Lie filiforme de dimension 2n telle que gc = g1 @ g2. D’apres
le lemme précédent, une des deux sous-algebres g;, par exemple g;, contient un vecteur ca-
ractéristique. Cela implique que g1 NC{ X3, .., Xon} = g1NC{ X141, .., X2, }. Comme gc = g1 D go,
alors go C C{X3, .., Xan}. Mais d’apreés les crochets dans (x) ceci est impossible dés que n > 2.

Le cas de la dimension 4 peut étre traité directement. A isomorphisme pres, il existe seulement
une algebre de Lie filiforme de dimension 4, L4, pour laquelle nous avons montré la non existence
de structure complexe invariante. Notons que, avec la base prise dans (x), cette algébre admet
la décomposition Ly = gc = g1 @ g2,0u g1 et go sont les sous-algebres abéliennes engendrées
respectivement par {X;, X4} et {X5, X3}. W

6.3.3 Conséquence.

Soit J une structure complexe invariante sur un algebre de Lie g. Soit u la loi (les crochets)
de g et considérons la cohomologie de Chevalley de g. L’opérateur cobord est noté §,,.

Proposition 6.3.7 On a
Oud = pg

ot py est la loi d’algébre de Lie, isomorphique a u, définie par
ps(X,Y) = JH (u(J(X), J(Y)).
Preuve. En effet la condition de Nijenhuis se traduit par :

u(JX,JY) = p(X,Y) + Ju(JX,Y) + Ju(X, J(Y))

Alors
T (X, JY) = T (X, Y) + w(JX,Y) + u(X, J(Y))
C’est & dire, puisque J? = —Id
J (X, JY) = —Ju(X,Y)+p(JX,Y)+ u(X,J(Y))
- 5J(X,Y). W

Corollaire 6.3.8 Si g est une algébre de Lie filiforme, alors il n’existe aucun 2-cobord pour la
cohomologie de Chevalley tel que

5M(J)=NJ
ou J? = —Id
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6.4 Sur la classification des structures complexes sur des
algebres de Lie résolubles réelles

Dans [O], le probléme de cette classification est abordé. On peut trouver la classification
complete des algebres de Lie résolubles réelles munies d’une structure complexe invariante quand
le commutateur est de dimension 3. En utilisant la classification de Dozias (voir [B.C.D.L.R.V]),
on peut compléter cette liste pour toutes les algebres de Lie résolubles réelles de dimension 4.

Proposition 6.4.1 Toute algébre de Lie résoluble réelle de dimension 4 munie d’une structure
complexe et dont la sous-algébre dérivée est de dimension inférieure a 38 est isomorphe d 'une
des algébres suivantes :

- (91)4, g1 X ¢g3,1, (g1)® x 92,04,1, 94,2, (92)%, g1 % g32(a=1).

Les notations proviennent de la proposition 1.1.2 p 182 de [B.C.D.L.R.V]. Remarquons que
les cas étudiés dans [O] correspondent aux algebres de Lie g4 5(a, ) avec —1 < a < < 0
ou(-1<a<0et0<pf<1l)ou(0<a<pf<l),ge(a) avec a # 0,94,7,848(c, 3) avec
a>0,gs9(a) avec 0 < a <2,0 # 1,84,10, 04,11 () avec a > 0.

Preuve de la proposition. Les cas (g1)* et g4,2 ont été étudié dans la section 3.3. Ils correspondent
aux algebres de Lie munies d’une structure complexe bi-invariante. Pour toute algebre de Lie
décrite dans la classification de [B.C.D.L.R.V] nous allons donner explicitement une structure
complexe invariante quand il en existe une.

- g1 X g3,1. Les crochets sont donnés par [X1,Xo] = X3 (les autres crochets étant nuls ou
obtenus par antisymétrie) et 'isomorphisme J(X1) = Xo, J(X2) = — X1, J(X3) = X4, J(X4) =
— X3 est une structure complexe.

- (g1)2 X g2 : [Xl,XQ] = Xg. J(Xl) = XQ,J(XQ) = —Xl,J(Xg) = X4,J(X4) = —X3 est une
structure complexe invariante.

- g1 [X1, X3] = X3, [X1, X4] = X4, [ X, X3] = X4 LVisomorphisme défini par J(X;) =
X1+2X3, J(XQ) = Xo+2Xy, J(X3) =-X1—Xjs, J(X4) = — X5 — X, est une structure complexe
invariante.

- ga3 : C’est une algebre de Lie filiforme. II n’existe pas de structure complexe invariante.

- 4,4 : [ X1, Xp]) = X3, [X1, X4] = X4. Supposons que la matrice de J dans la base { X7, X5, X3,
X4} :
a bl C1 d1
az by c2 dp
az by c3 ds
a4 b4 Ca d4

J=

D’apres la condition de Nijenhuis on a

[J(X3), J(Xa)] = J([J(X3), X4])
[J(X2), J(X3)] = J([X2,J(X5)])

ce qui implique que
(Cldg - Czdl)X;; + (01d4 - C4d1)X4 =C J(X4)

Si ¢y # 0, alors J(X4) est dans Pespace engendré par X3 et Xy, donc d; = do = 0. L’équation
précédente donne J(X;) = d4X4. Comme J2 = —Id, c’est impossible. Donc ¢; = 0. Dans ce cas,
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on a cody = cady = 0.Sidy # 0,¢0 = ¢4 =0 et J(X3) = ¢3X3 c’est impossible. Donc d; = 0.
La deuxiéme condition implique coby = ¢4by = 0. Si by = 0 alors a; est une valeur propre réelle.
Donc by # 0 et dans ce cas c3 est une valeur propre réelle. Ceci prouve que g4 4 n’a pas de
structure complexe invariante.

- (92)” :[X1, Xo] = Xo,[X3,Xy] = Xy J(X1) = X, J(Xp) = =X, J(X3) = Xy, J(Xy) =
— X3 est une structure complexe invariante.

-g1 % g32(a) avec | a [> 1 : [X1,X,] = X»,[X1,X3] = aX3. Nous allons montrer que ces
algebres admettent une structure complexe invariante si et seulement si & = 1. Nous conservons
les notations ci-dessus pour la matrice de J. La condition de Nijenhuis implique :

[J(X3), J(Xs)] = J([X5,J(X4)])
[J(X2), J(X4)] = J([X2,J(X4)])
Alors
(Cldz — Czdl)XQ + a(01d3 — C3d1)X3 = _adIJ(X3).
Ceci implique que d; = 0et c;dy = c1d3 =0oud; #0et ey =c4 =0, —adico = —cady, —adics =

—adcs3. Dans le second cas, si « # 1, on a ¢ = 0 et J(X3) = ¢3X3 ce qui est impossible. Alors
d1 =0 et ¢;d2 = ¢1d3 = 0. La condition ¢; # 0 donne la méme contradiction. Ainsi d; = ¢; = 0.
La deuxieme égalité provenant de la condition de Nijenhuis s’écrit :

(b1d2 — b2d1)X2 + a(b1d3 - bgdl)X3 = —le(XQ)
c’est a dire
bida X5 + abids X3 = 0.

Alors by = 0 et a; est une valeur propre réelle de J ce qui est impossible, ou do = d3 = 0 et dy
est une valeur propre réelle de J. Ainsi si a # 1 il n’existe pas de structure complexe invariante.
Supposons que a = 1. L’isomorphisme J(X1) = X4, J(X4) = —X1,J(X2) = X3,J(X3) = —X»
est une structure complexe invariante invariante.

-g1 X g3,3 : [X1, Xo] = Xy + X3, [ X1, X3] = X3. La condition de Nijenhuis implique que

[J(X3), J(X4)] = J([X3,J(X4)]) = —d1J(X3).
Sidy #0, alors J(X3) € D(g1 % g3,3) et ¢1 = c4 = 0. On a alors
(—c2di)( Xy + X3) — c3di1 X3 = —dyi(c2 X2 + ¢3X3)

Ainsi ¢ = 0 et J(X3) = ¢3X3. Ceci est impossible. On conclut que di = 0. La condition
précédente implique que
[J(X3), J(X4)] =0

c’est & dire
(Cldz)(Xz + Xg) + (Cld3)X3 =0

Si ¢; # 0, alors do = d3 = 0 ce qui est impossible. Ainsi ¢; = 0. Dans ce cas la condition

[J(X2), J(X4)] = J([X2, J(X4)]) = 0.

88



implique que b102(X2 + Xg) + bi1d3 X3 = 0, et, comme di=c = 0, b ;é 0,c = ds = 0. Dans ce
cas, la condition

[J(X1), J(X4)] = J([X1, J(X4)])
s’écrit

aldQ(XQ + X3) = d2J(X2 + Xg)

Comme dy ne peut pas étre nul, a; est une valeur propre ce qui est impossible. L’algebre de Lie
g1 X g3,3 n’est pas munie d’une structure complexe invariante.

-g1 X gz4(a) avec a > 0 : [X1,Xp] = aXy — X3,[X1, X3] = X» + aX3. Nous allons montrer
qu’il n’existe aucune structure complexe invariante. La preuve est similaire & la précédente. Nous
allons la résumer. La condition

[J(X2), J(X3)] = J([J(X2), X5]) + J([X2, J(X35)))
donne, en regardant la composante sur X : by = ¢; = 0. Ainsi d; # 0.Les conditions

[J(Xs), J(X9)] = J([X5,J(X4)])
[J(X2), J(Xa)] = J([X2,J(X4)])

donnent, en regardant la composante sur Xy : by+acs = abs+c4 = 0. Comme a > 0,by = ¢4 = 0.
Ceci implique que by = c3,b3 = —co. Finalement la condition

[J(X1), J(X3)] = J([J(X1), X3]) + J([ X1, J(X5)])

donne

|
o

1+ ca(aby — c2) + c3(be + acs)
a+ ca(abs —e3) +c3(bs +acz) = 0

Donc
1+ az)b2b3 =0

Ceci est impossible. Cette algebre de Lie ne peut pas avoir de structure complexe invariante. l
Note. La vérification que les isomorphismes J sont des structures complexes est aisée. En effet
soit J un isomorphisme de g vérifiant J?> = —Id et considérons {Y;,Ys,Y3,Y;} une base de
Palgebre de Lie telle que J(Y1) = Y et J(Y3) = Y;. La condition de Nijenhuis se réduit & une
seule équation

IV, Y] + JV3, Ya] = [Ya, ¥i] - Y3, 4]
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