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Abstract. The aim of this paper is to present remarkable classes of Lie-
admissible algebras containing in particular the associative algebras, the Vinberg
and pre-Lie algebras. We determine the associated operads and their dual operads.

Résumé. Le but de cette note est de présenter des classes remarquables
d’algebres Lie-admissibles qui contiennent entre autres les algebres associatives, de
Vinberg et pré-Lie et de déterminer leurs opérades associées et les opérades duales.

1. Algébres Lie-Admissibles.

Soient (A, ) une K-algebre sur un corps commutatif de caractéristique 0. Notons
a, : A®?® — A 'associateur de la loi p :

ap (X1, Xz, X3) = p(p (X1, X3), X3) — p (X1, p (X2, X3)).
Soit ), le groupe symétrique d’ordre n. Pour tout o € ), on pose
o (X1, X2, X3) = (Xo-1(1), Xo-1(2), Xo-1(3)) -
DEFINITION 1 : L’algebre A = (A, pu) est dite Lie-admissible (cf [1]) si sa loi p

vérifie

Z (—1)5) a,oo =0.

gEY 5
Soit p une loi d’algébre Lie-admissible; alors

[X,Y]“ = /J’(X7Y) _/J‘(YaX)

est une loi d’algeébre de Lie. Si A =(A,u) est Lie-admissible, on notera Ar =
(A,[,]) Palgebre de Lie ainsi définie.
Remarque. Pour toute algebre de Lie g, il existe une algebre Lie-admissible
A = (A, p) telle que g = Ay, En effet 4(X,Y) = 1[X,Y] est une loi Lie-admissible
vérifiant la condition demandée. Notons également que dans le cas de la dimen-

sion finie, la dérivée covariante ([6]) d’une connection de Levi Civita associée & une
forme quadratique définie positive détermine également une loi Lie-admissible.

2. Classes d’algébres Lie-admissibles.
2.1. Algebres G;-associatives.

Notons G1 = {Id}, Gy = {Id,’/"lz}, G3 = {Id,7'23}, Gy = {Id,T13}, Gy =
{Id,3 — cycles} = As, et Gs = ) _, les différents sous-groupes de .

DEFINITION 2 : Une K-algebre A = (A, u1) est dite G;-associative si sa loi p vérifie
Z (1) a, 00 =0. (%)

oc€eG;

Notons qu’une algebre (A, u) vérifiant (%) est nécessairement Lie-admissible.
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2.2. Description.

a) G1 = {Id}. Les algebres correspondantes sont les algebres associatives.
b) G2 = {Id,712}. La relation (x) s’écrit

p (g (X1, X2), X3)—p (X1, p(Xo, X3))—p (1 (X2, X1) , X3) +p (X2, p (X1, X3)) =0

Les algebres Go-associatives sont les algeébres de Vinberg (appelées aussi algebres
symétriques-gauche) [10] . Si A est de dimension finie, ’algébre de Lie associée Ay,
est munie d’une structure affine.

¢) G3 = {Id, 723} Les algebres correspondantes sont les algébres pré-Lie (voir [5]).
Ces algebres sont aussi appelées symétriques-droite. Notons que si la loi z.y est
pré-Lie, alors la loi x ® y = y.z est de Vinberg.

Les algebres G4 et G5-associatives ne semblent pas avoir fait I’objet d’études par-
ticulieres. Notons que si p est G5-associative, elle vérifie :

p(p (X1, Xo), X3) — p (X1, 1 (X2, X3)) + p (1 (X2, X3) , X1)
= (X2, p (X3, X1)) + p (p (X3, X1) , X2) — (X3, (X1, X2)) = 0.

Si ’on suppose de plus que p est anticommutative ([, = Z,u) la relation ci-dessus

est la condition de Jacobi de la loi d’algebre de Lie pu. Dans 'optique d’une des-
cription d’une version ”"non-commutative” des algebres de Lie donnée par exemple
par les algeébres de Leibniz [8], les algébres Gs-associatives peuvent étre également
considérées comme des candidats naturels.

3. Opérades associées aux algebres G;-associatives

Soit K[}, ] la K-algebre du groupe symétrique ), . Une opérade P est définie
par une suite d’espaces vectoriels sur K, P(n), n > 1 telle que P(n) soit un module
sur K[>, ] et par des applications de composition

0, : P(n) @ P(m) = P(n+m—1) i=1,..,n

satisfaisant des propriétés ”associatives”, les axiomes de May [9].

Tout K[}, |-module E engendre une opérade libre notée F(E) ([5]) vérifiant
F(E)1) = K, F(E)(2) = E. En particulier si E = K[} ,], le module libre
F (E) (n) admet comme base les ”produits parenthésés” de n variables indexées
par {1,2,...,n} .

Soit E un K[} ,]-module et R un K[} ,]-sous-module de F(E)(3). On note R
l'idéal engendré par R, c’est-a-dire 'intersection de tous les idéaux Z de F(E) tels
que Z(1) = {0}, Z(2) = {0} et Z(3) = R.

On appelle opérade binaire quadratique engendrée par E et par les relations R
Popérade P(K, E, R), notée également F(E)/R, définie par :

P(K E, R)(n) = F(E)(n)/R(n).
Son opérade quadratique duale est définie par
P'=P(K E,R")

ot EV est le dual de E muni de I'action de ) duale tensorisée par la représentation
signature.

3.1. L’opérade LieAdm



Considérons Rg le K[ ,]-sous-module de F (E) (3) engendré par le vecteur
ug = x1.(22.23) + 2. (23.21) + 23. (£1.22) — Ta. (x1.23) — 23. (T2.71) — 21. (23.22)
— (IL'1.$2) X3 — (IB2.$3) X1 — (IL'3..’L'1) X2 + (IL'Q..’L'l) X3 + (IL'3..’L'2) X1 + (IL'l..’L'3) X2
et soit R l'idéal de F (E) engendré par Rg.

DEFINITION 3 : L’opérade Lie-admissible, notée LieAdm est ’opérade binaire
quadratique

LieAdm = F (E) [ Rs.

3.2. On peut également définir les opérades binaires quadratiques associées & cha-
cune des algebres G;-associatives, (i = 1,...,5) :
i=1: Ass = F (E) /R ol Ry est le K[} ;]-sous-module engendré par les vecteurs

x1. (1172 ..’L’3) — (.’L’l..’EQ) I3,

Ass est opérade des algebres associatives.
i =2: Vinb=F (E) /R2 avec Ry engendré par

Z1.(x2.23) — 2. (T1.23) — (T1.22) .3 + (T2.71) .23,
i = 3: PreLie = F (E) /R3 avec R3 engendré par

z1-(x2.23) — 21. (®3.22) — (T1.22) .3 + (21.73) -T2,
i =4: Gy — Ass=F (E) /R4 avec Ry engendré par

z1-(x2.23) — x3. (T2.71) — (T1.%2) .3 + (T3.72) -1,
i =5: G5 — Ass=F (E) [R5 avec Rs engendré par

x1. (282 .56'3) + Z2. (283 .56'1) + x3. (281 .SL'Q) — (SL'l..Zz) X3 — ($2.$3) X1 — (56'3..731) X9.

4. Opérades duales associées aux algebres G;-associatives

Considérons le produit scalaire sur F(E)(3) pour lequel les vecteurs de base
sont orthogonaux et tel que

~—

1 2 3
< zi(xj.n), 2 (xj.25) >= sgn( i ok
1 2 3
< (wi.zj).xp, (zi.2j).2) >= —sgn( . )
1 7k
ot1 sgn(o) = (—1)*(?) est la signature de o.
Soit Rg le K[} ,]-sous-module déterminant I'opérade Lie Adm. L’orthogonal par
rapport au produit scalaire défini ci-dessus, Ry , est de dimension 11. Soit Re' le

K[> _;]-sous-module de F(E)(3) engendré par les relations
(To(1)T0(2))To3) — To) (To(2)Ta(3)),
(To(1)T0(2))Ta3) — (To(1)To(3))Ta(2)s
(To(1)T0(2))T0(3) — (To(2)To(1))To(3)-
Alors dim R = 11 et < u,v >= 0 pour tout v € R§ , u étant le vecteur générateur

de Rg. Ceci implique que R} ~ Ry et par définition Popérade duale de F(E)/R¢ =
Lie Adm notée LieAdm' est par définition ’opérade binaire quadratique F(E)/R*.
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PROPOSITION 1. Une algébre A sur l'opérade LieAdm' est une algébre associative
qui est abélienne d’ordre 3, c’est-a-dire vérifiant

abc = acb = bac
pour tout a,b,c € A.

Les opérades duales Ass' et PreLie' ont été déterminées dans [4] et [3]. La
premiere étant autoduale vérifie Ass' = Ass et la deuxieme correspond & ’opérade
Perm.

PROPOSITION 2. Les opérades duales de Vinb, G4 — Ass, G5 — Ass sont les
opérades quadratiques dont les algébres correspondantes sont associatives et vérifient
respectivement :
- pour Vinb' : abc = bac.
- pour G4 — Ass' : abc = cba.
- pour G5 — Ass' : abc = bca = cab.
Esquisse de preuve. Ry est le K[} ;]-sous-module de F(E)(3) engendré par les
vecteurs
(.Z'l. (.Z'z.{Eg) — (.’12'1..7)2) ..Z'3) ; (.’L’l. ($2..Z'3) — I9. (.’El..Z'g)) ;
(55'1. (SL'Q..Z;;) - (.’L‘Q.(L‘l) .56'3)
pour tout z1,22,23 € E.
De méme
Ri‘ = ((.’L’l.(.’L'Q.IL'g) - (1‘1..%'2)..%‘3), (33'1.(33'2..’173) - 1‘3.(1‘2.1‘1)),
.'131.((132..’1:3) — (.T3..TC2)..7(31)>
REJ)' = <(£L'1.(£L'2..’133) - (113'1.182).183), (.’L‘l.(.'L'Q.III;;) - 113'2.(113'3.181)),
$1.($2.Z’3) — (.Z'z.[Eg).[El), (.’L’l.(.’ll'z.mg) — .Z'3.(.Z'1.IE2))7 (1’1.(.%’2..’11'3) — (1'3..7}1)..7}2))
et dim Rf = 9, dim R = 10. Il suffit ensuite de remarquer que (F(E)/R)" est par
définition 'opérade binaire quadratique F(E)/R+ d’ot le résultat. B

5. Dualité de Koszul des opérades provenant des algébres GG;-associatives.

Rappelons qu’une opérade quadratique P est dite de Koszul si pour toute P-
algebre libre Fp(V) on a HF (Fp(V)) =0, i> 0.

PROPOSITION 3. Les opérades Ass, Vinb, PreLie sont de Koszul. Les opérades
G4 — Ass et G5 — Ass ne sont pas de Koszul.

Preuve. En effet d’apres [4] et [3] les opérades Ass, PreLie sont de Koszul. Compte
tenu des relations liant PreLie et Vinb, cette derniére est aussi de Koszul. Pour
les deux autres, nous allons montrer qu’elles ne sont pas de Koszul en utilisant leur
série de Poincaré et le critere dii & Ginzburg-Kapranov [4]. La série est définie,
pour une opérade P, par

op(2) = ;—nndimpﬂn)%,

ol PT(n) = P(n) pour n # 1 et PH(1) = K@ P(1). Les séries de Poincaré d’une
opérade de Koszul P et de sa duale P' sont reliées par ’équation fonctionnelle

gr(gp:(2)) = .



On a

3 59 1 1
9G,—Ass(T) = —w+$2—§$3+zx4+... y 9Ga—ass (@) = —x+w2—§w3—zw4+...
10 39 1 1
_ 2 3 4 _ 2 3 4
9G5—Ass(T) = —x+z BT AR 9gs— Ass!(T) =+ 3T R

et ces deux séries ne sont pas respectivement inverses I’'une de 'autre. Ces opérades
ne sont pas de Koszul d’apres [4].
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