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Résumé. La cohomologie des foncteurs est essentiellement 1’étude des rela-
tions entre les foncteurs de la catégorie des espaces vectoriels dans elle-méme.
Cet article contient certains éléments de base de la théorie: les endofoncteurs
d’espaces vectoriels, les complexes de Koszul, de de Rham, quelques outils pour
le calcul des foncteurs dérivés (lemme de Pirashvili).

Abstract. Cohomology of functors is essentially studying the relationship be-
tween the functors from the category of vector spaces to itself. This paper con-
tains the basic elements of the theory: endo-functors of vector spaces, Koszul
complex, de Rham complex and some tools to compute derived functors (Pi-
rashvili’s lemma)).

Introduction

Les divers foncteurs classiques de la catégorie des espaces vectoriels vers elle-
méme, tels que les foncteurs symétrique, extérieur, tensoriel, etc, sont reliés par
des suites exactes. Ils sont aussi reliés par des suites pas si exactes que cela,
qui donnent naissance & des groupes de cohomologie. C’est ce qu’on appelle la
cohomologie des foncteurs.

Leur importance vient de leur apparition dans de nombreux calculs en topolo-
gie algébrique et en théorie des représentations.

Le présent article est la présentation des objets et outils de base de la coho-
mologie des foncteurs: foncteurs tensoriel, symétrique, extérieur, a puissances
divisées, puis le twist de Frobenius. Ensuite on introduit le complexe de Koszul
et le complexe de de Rham et on détaille I’isomorphisme de Cartier (en car-
actéristique positive). Enfin dans la derniére partie on donne quelques outils
fondamentaux tels que le changement de catégorie de base dans le calcul des
foncteurs dérivés et le lemme de Pirashvili, si utile dans ces mémes calculs.

Ce texte est essentiellement la rédaction, par Elisabeth Remm, des conférences
données par Jean-Louis Loday lors de la réunion “Journées Etat de la Recherche”
dont le theme était “Foncteurs polynomiaux, modules instables et cohomologie
des schémas en groupes finis” tenue a Nantes du 12 au 15 Décembre 2001.



1 La catégorie des endofoncteurs d’espaces vec-
toriels

1.1 La catégorie des espaces vectoriels Vectk

Soit K un corps et Vectk la catégorie des K-espaces vectoriels. Lorsque ce corps
de base sera fini, & ¢ = p® éléments, on le notera F, .

Si V et W sont deux K-espaces vectoriels, le produit tensoriel est défini et
unique a isomorphisme pres. Il est noté V ®@x W ou encore V@ W s’il n’y a pas
d’ambiguité sur le corps de base.

Notons que dans Vectk les foncteurs — Qg W et V ®k — sont exacts.

On note V* le dual linéaire de V, c’est-a-dire V* = Homg (V,K) .

La convention de signe de Koszul.

Concernant le produit tensoriel de deux applications linéaires dans la catégorie
des espaces vectoriels gradués (les objets et les morphismes sont gradués), nous
adopterons la convention de signes de Koszul, c’est-a-dire:

(f@gvew) = (-1)7"f()® g(w).

pour tout f:V = V' g: W - W', (v,w) € V x W et |g| (resp |v]|) est le degré
de g (resp de v).

Espace dual d’un espace vectoriel gradué.
Lorsque

V=90V,
n>0

est un espace vectoriel gradué on notera, par abus de notation,

V= nGZBO (Vn)

Ainsi, si chacun des V,, est de dimension finie, on a un isomorphisme naturel
(V*)y* =2V
1.2 La catégorie Fk des endofoncteurs d’espaces vectoriels

On note par Vi la catégorie des espaces vectoriels sur K de dimension finie.
Cette catégorie est souvent remplacée par son “squelette” c’est & dire la petite
catégorie ayant pour tout nombre entier naturel n un seul objet, & savoir K,
et pour morphismes les applications K-linéaires.

On note par Fg la catégorie des foncteurs dont les objets sont les foncteurs

F :Vx — Vectk
et les morphismes sont les transformations naturelles de foncteurs

p:F=>G



(pour tout objet V de Vi, ¢ définit un morphisme ¢y : F' (V) = G (V) de Vectk
tel que si f: V' — W est un morphisme de Vi alors pw o F (f) = G (f) o pv).

Notation. Dans la suite on notera parfois f. au lieu de F (f) 'image de f
par un foncteur covariant et f* I"image par un foncteur contravariant.

Tout foncteur F : Vx — Vectkg de Fkx admet une unique extension, toujours
notée F,
F : Vectx — Vectk

En effet tout espace vectoriel est limite filtrante de ses sous-espaces vectoriels
de dimension finie. On prend donc la limite inductive de leur image par F'.

Exemples de foncteurs de Fx
e L’inclusion naturelle I : Vx — Vectk.
e Soit V dans Vectkg. L’application évaluation

e: V> V*

définie par e (z) f = f (x) est linéaire. Lorsque cette application est un monomor-
phisme on dit que le K-espace est réflexif. Par exemple tout module libre de
rang fini est réflexif.

Soit F' € Fx. Le dual de F est le foncteur

DF :Vkx — Vectk

défini par DF(V) = (F(V*))*. Si F est & valeurs dans Vk alors DF (V) est
réflexif pour tout V et DDF = F.

2 L’algebre tensorielle, ’algebre symétrique

2.1 L’algebre tensorielle T'(V)
2.1.1 Définition

On associe & tout espace V sur K (ou plus généralement & tout A-module ou A
est un anneau unitaire) une K-algébre associative solution du probléme universel
suivant :

L’algebre tensorielle sur V' est donnée par une paire (T'(V),~) ou T(V) est
une K-algébre associative unitaire et v : V. — T'(V) est K-linéaire telle que si
(B, f) est une paire formée d’une K-algebre associative unitaire et f : V' — B est
K-linéaire alors il existe un unique morphisme d’algebres associatives unitaires
f:T(V) = B tel que le diagramme suivant est commutatif:

Vv —1>T(V)

RN

B



Cette solution de probléme universel est appelée I’algebre libre dans la catégorie
des algebres associatives unitaires.

Cette algebre associative unitaire est ainsi construite : soit 7"(V) = V ®
...®V (n copies). On pose

T(V)= & T™(V)

avec T°(V) = K ( somme directe vectorielle).
L’associativité du produit tensoriel permet de définir une multiplication (ap-
pelée concaténation)

(V) @k T™(V) = T"™(V).

qui est I'identification de V®" @ VO™ ayec VOn+m,

Ainsi T'(V') est munie d’une structure d’algebre associative unitaire, N-graduée.
Soit 4y 'injection canonique de V =T (V) dans T'(V). Alorson a 1 ®...®

ZTn, =iy (21)...tv (zn), ce qui nous permet de simplifier I’écriture

21 Q... 0Ty = 2T1... Ty

pour tous 1, ..., T, €léments de V.

Exemples.

1) Soit X un ensemble et K(X) le K-espace vectoriel libre sur X. Alors
T(K(X)) =K < X > est l'algebre libre sur X.

2) Si X = {t} alors T(K(X)) = K[t]. Notons que si |[X| > 1 alors K < X > est
non commutative, donc T'(V) est en général non commutative.

2.1.2 Structure d’algebre de Hopf sur ’algébre tensorielle

Définition 1 Une algébre de Hopf est une algébre associative (unitaire) munie
1. d’une structure de cogébre qui est donnée par deuxr morphismes d’algébres :
une comultiplication

A:H—-HQH

et une counité € : H — K vérifiant la coassociativité:
Hn —2 UM
Al lz’d ®A
HRH 22 HRQHRH
et la co-unitalité:
(e®id)(A(z)) =1®@z, (d®e)(A(z))=z1.
2. d’une antipode, c’est-a-dire d’un morphisme linéaire

S:H—-H



vérifiant
u(S ®id)(A(z)) = p(id @ S)(A(z)) = e(z).1

ot p est la loi d’algébre de H.

Proposition 2.1 L’algébre associative unitaire T(V') est une algébre de Hopf
cocommutative pour la comultiplication A vérifiant A(1) = 1Q 1 et, pour tout
v €V, la relation A (v) =v®1+1Qw.

Preuve. Notons le produit dans (V) par “.” . On définit A, ¢, S de la maniere

suivante :
A(l)=1®1

Aw)=v1+1Qwv

Puisque A doit étre un homomorphisme d’algebres, on a
A(vy...vn) = Avy)...A(vy),

ce qui définit A sur T'(V). Cette comultiplication est co-commutative.

La counité est donnée par

{ €(1) =1, e(v) =0,

e ®...Qv,) =0

pour tout v,v; € V.
L’antipode vérifie: S(1) =1et S(v1 ® ... @ vp) = (—1)"0p, ® ... ® V2 ® v1. On
vérifie aisément qu’on obtient ainsi une algebre de Hopf. O

Rappel: définition des shuffles (appelés parfois ”battages” en francgais).
Notons ¥, le groupe symétrique d’ordre n, c’est-a-dire le groupe des permuta-
tions de I’ensemble & n éléments.

La définition de A implique la formule suivante:

n—1
A (’Ul... ’Un) = 1®uvi...v, + Z Z Vg (1)--- Vo (p) ® Vo (p+1)--- Vo(n)

p=1 0€EX, 4
ptg=n
+v1...0, Q1
avec v; € TY(V) = V et X,, le sous-ensemble de ¥,, = X, constitué

par les permutations qui respectent ’ordre relatif de chacun des blocs con-
stitués respectivement par les p premiers entiers puis les ¢ derniers, c’est a dire
Iensemble des permutations du groupe X, telles que o(1) < 0(2) < ... < o(p) et
o(p+1) < o(p+2) < ... < o(n). Une telle permutation est appelée un (p,n—p)-
shuffle. Cet ensemble constitue un systéme de représentants des classes a gauche
de ¥,4, modulo ¥, x 3.



2.1.3 Structure d’algébre de Hopf sur ’algébre T'(V)*

Pour tout n posons
TV =TV)x

On définit ainsi un espace N-gradué

TW) = o (V)i

Si V est de dimension finie alors T'(V*) = T'(V)*.

Proposition 2.2 Sur l’espace vectoriel gradué T (V)" il existe une structure
d’algébre de Hopf commutative donnée par la déconcatenation

n

A1,y ey 0p) = Z (v1...vp) ® (Vpy1...Vp)

p=0

et la multiplication

p((010p) ® Upr1-Vprg)) = D (V=1 (1) Vpmi(my)
ptg=n
o€(p,q)-shuffle
Si la dimension de V est finie les algébres T(V) et T(V)* sont duales l'une de
Pautre.
2.2 L’algébre symétrique S(V)

Rappelons que si G est un groupe opérant sur un espace vectoriel F, ’espace
des invariants est I’espace vectoriel

E¢:={ve E | gv=w pour tout g € G}
et ’espace des coinvariants est I’espace vectoriel quotient
Eg:=E/{gv—v |g€eG, veV}
Le groupe symétrique d’ordre n, ¥, opére & gauche sur T7"(V) = V®” par
0 (V1 ® ... ®Up) = Vg-1(1) ® oo ®Vy1(p)

pour o € ¥,,.
Posons S™(V) = (V®1)y .

Définition 2 IL’espace vectoriel

S(V)= @& S™V)

n=0

muni de la structure d’algébre associative commutative unitaire induite par la
concaténation est appelée l’algébre symétrique de V.



Remarque. Soit J 'idéal de T(V') engendré par les tenseurs
YRV —vQu, u,v € T(V).

Alors S(V) g’identifie & 'algebre associative quotient T(V')/J.

Comme JNTY(V) = {0}, alors SY(V) =TY(V)/(T(V)NnJ)=TY(V) =V.
Siv ®uy ® ... v, € T™(V), on notera vy vs... v, son image dans S™(V) et

S™(V) est engendrée par les éléments de la forme vqvs...v, avec v; € V. Bien

entendu, on a v;v; = v;v;.

Proposition 2.3 L’algébre symétrigue S(V') est libre sur V dans la catégorie
des algébres associatives commutatives unitaires.

En d’autres termes, I’algebre symétrique S(V') possede la propriété universelle
suivante :

Soit A une algebre associative commutative unitaire et f : E — A une
application linéaire. Il existe un unique homomorphisme d’algebre unitaire L :
S(E) — A tel que

E——A

ol i est le plongement de E dans S'(E).

Exemple. Supposons V' de dimension finie N. Alors

. n _(n+N-1
dlmS(V)_< N1 .
D’apres la caractérisation universelle de S(V), si {z1,...,Z,} est une base de V
alors S(V') est isomorphe, en tant qu’algebre associative commutative unitaire,

a lalgebre des polynémes K[z1, ..., 2] -
Ceci étant, nous pouvons, comme pour ’algébre tensorielle, munir S(V)

d’une structure de Hopf. Plus précisément :

Proposition 2.4 L’algébre symétrique est une algébre de Hopf commutative et
cocommutative.

Preyve. La multiplication sur ’algébre symétrique est induite par la multipli-
cation sur lalgebre tensorielle. .

2.3 L’algeébre a puissances divisées ['(V)

Nous avons vu, pour ’algebre tensorielle, que si V' est de dimension finie alors
T(V)* = T(V*). Examinons ce qui se passe pour S(V)*, lalgebre duale de
S(V).



Par dualité 'espace vectoriel S(V)* peut étre muni d’une structure d’algebre
de Hopf commutative et cocommutative.

Notons que si V est de dimension finie, alors S™(V*) est canoniquement
isomorphe 3 (S™(V))*, I"isomorphisme étant donné par

(fr fo) ron) = D [T £ (vop)

cEX, j=1
Cet isomorphisme est en fait une conséquence de I’isomorphisme
(We)" = (W*)°
ou W est de dimension finie.

Posons

(V) := (Ve ™" et T(V) = e I"(V).

Lemme 2.5 (S*(V))* =T"(V*) ; (S®(V*))* =T"(V).
Comparaison de I'" et S™. L’application norme :
N, :V®" 5 VN, (21 ® ... Q@ xp,) = Z 021 ® ... ® T,)
0ET,
induit une application linéaire
N, : S™(V) = T™(V).

En caractéristique zéro c’est un isomorphisme dont l’inverse esr % [n OU fiy, €st
le composé
(V) — V& - S™(V).

En caractéristique positive p on a une suite exacte

0 > V y SP(V) LN re(v) % » 0.

2.3.1 Structure d’algébre associative et commutative sur I'(V)

On explicite la structure d’algebre de I'(V') mais nous allons montrer que I'(V)
a une structure plus riche en caractéristique p.
Considérons dans 'espace gradué T'(V) le produit défini par

(#1®...0zp)®(Tp1Q...0Tpyq) = Z 0(219...0Tp ®Tp11®...0Tptq)-
pt+q=n
o€ (p,q)-shuflle

Ce produit munit I’espace T'(V) d’une structure d’algebre associative commu-
tative unitaire notée T*" (V') (cela se voit directement). Remarquons que cette
structure d’algebre est différente de la structure d’algebre de T'(V).

L’espace I'?(V) est le sous-module des tenseurs symétriques de T?(V). On vérifie
que le produit e de deux tenseurs symétriques est encore un tenseur symétrique.
Ainsi T'(V') est une algebre associative commutative unitaire.



2.3.2 Algebres a puissances divisées

a) Définition

Définition 3 (Ca) . Une algébre d puissances divisées A est une algébre asso-
ciative et commutative unitaire graduée avec des opérations -y pour tout k > 0
qui d chaque x € A associe v, (x) = x[¥ telles que

1.200=1 | 2l =2 | degz =kdegz

9. glklglhl — ( kzh >x[k+h]

3. (@+y)M =5, aliyld)
4. (zy)™ = Rlzlkly k] = ghylkl = gk b
5' (w[k])[h] = Ch,k-'lf[kh] O'L‘L Ch,k = —h(!l(c]’;!))!h A

On déduit de ces axiomes que (Az)") = A zl") pour tout A € K.

Exemple.
Si K est de caractéristique nulle, I’algébre A ne peut posséder qu’un seul systeme
de puissances divisées défini par

ST

k!
Si A et B sont deux K-algebres & puissances divisées, une application linéaire ¢
de A dans B est un homomorphisme d’algebres & puissances divisées si ¢ est un
homomorphisme d’algebres graduées unitaires compatible avec les puissances
divisées, c’est-a-dire que
() = (p())1H.

Remarque. La notion d’algébre & puissances divisées est apparue dans le
séminaire de Cartan a propos des algebres d’Eilenberg McLane et pour des
modules libres. On y présente cette notion, non pas pour des algebres asso-
ciatives commutatives unitaires graduées mais pour des algebres associatives
unitaires graduées anticommutatives au sens strict c’est-a-dire vérifiant

22 =0.

pour tout z de A de degré impair. Une telle algebre est dite & puissances divisées
si pour tout = appartenant & A de degré pair > 2 il existe une suite d’éléments
vi(z) € A (k > 0) satisfaisant les conditions 1., 2., 3. et la condition suivante:
Yi(zy) = 0 pour k > 2 et deg(x) et deg(y) impairs, vy (zy) = z*v;(y) si deg(y)
est pair et différent de 0 et deg(x) pair.

2.3.3 L’algébre I'(V) est une algébre a puissances divisées

Proposition 2.6 L’algébre T'(V) est une algébre & puissances divisées appelée
l’algébre a puissances divisés sur V.



Démonstration. En effet, il suffit de montrer que pour tout tenseur symétrique
t € T?(V), le tenseur ¥ qui est dans I'algébre T5%(V) appartient toujours &
*P(V). Ceci est di au fait que

thl = 3" o(t®)

€K,k

avec K, ={0 € Xy, | o(p) <o(2p) <...<o(kp)}.

Théoréme 1 L’algébre a puissances divisées T'(V) est libre, c’est-a-dire pour
toute application linéaire ¢ : V — A, ou A est une algébre d puissances divisées,
il existe une unique extension @ : T'(V) — A qui est un morphisme d’algébre a
puissances divisées.

Preuve. Le résultat a été démontré par N. Roby ([R]). On construit pour tout
A-module M (ol A est un anneau commutatif unitaire) une algebre a puissances
divisées notée I'4 (M) qui a la propriété suivante:

Soient S une A-algébre d puissances divisées, M un A-module et ¢ une
application linéaire de M dans ST ou ST = @,,cn. S™. Il existe alors un
unique morphisme d’algébre ¢ de T 4(M) dans S prolongeant ¢ et tel que

p(a) = (io())™".

On en déduit que linjection canonique ¢ de V dans I'(V), en vertu de la
propriété universelle précédente, se prolonge en un unique homomorphisme
d’algebres & puissances divisées ¢ : T(V) — T(V) vérifiant ¢(zl¥) = z®*,
Comme V est un module libre (c’est un K-espace vectoriel), cette application
est un isomorphisme.

3 L’algebre extérieure A(V)

3.1 Définition et probleme universel

Définition 4 On appelle algébre extérieure de V, et on note A(V) lalgébre
quotient de l’algébre tensorielle T(V) par Uidéal J bilatére engendré par les
éléments x @z, x € V.

L’idéal J étant un idéal gradué :

avec J, = JNT™(V), Palgebre A(V') est graduée

AWV) =Y AMV) =) T(V)/ Jn
n=0 n=0

10



avec A°(V) =V, AYV)=T(V). Onnote z; A... Az, 'image de 71 ®...Q T
dans A"(V).
L’algebre extérieure A(V) est solution du probléme universel suivant :

Théoréme 2 Soit A une algébre associative unitaire etl:V — A une applica-
tion linéaire vérifiant (1 (x))” = 0 pour tout z € V. Il existe un homomorphisme
et un seul

L:A(V)—> A

tel que

3.2 Propriétés de 1’algebre extérieure
L’algebre extérieure A(V) est alternée. Plus précisément on a
To) N - NZg(n) = (—1)5(0) 1N .. A2,

pour toute permutation o de ¥,. On en déduit, si V' est de dimension finie
1) A»(V)=0des quen > N =dim V.

2) dim A"(V) = ( v
3) A*(V*) ~ (A™(V))*, ce dernier isomorphisme étant donné par
(fiNo A fr) (Wi, ..o wp) = det (fi (wy))
4) A toute application linéaire
g: A" (V)W
ou W est un K-module, on associe 'application n-linéaire altérnée

(1, zn) 2> g(T1 Ao Ay)

de V™ dans W.
Ainsi la puissance n**™¢ extérieure A™(V') apparait également comme solu-
tion d’un probleme universel.

3.3 Tenseurs antisymétriques

Soit t € T™(V') un terme d’ordre n. On dit qu’il est antisymétrique s’il vérifie
ot = (-1 ¢

pour tout o € ¥,. En particulier Pantisymétrisé d’un tenseur ¢, noté a (t) et

défini par
at)= Y (-1 ot

oEYX,

11



est antisymétrique. Notons A/, (V') le sous-espace de T™(V) des tenseurs anti-
symétriques et A!' (V') le sous-espace des antisymétrisés. En général A (V) #
Al (V). En effet si t est antisymétrique alors a () = Lt. Si K est de car-
actéristique p, p! n’est pas inversible. Si n! est inversible, alors

™(V)=A,(V)® Jn
la restriction de la projection canonique T™ (V) — A™ (V) & A, (V) définit un
isomorphisme
Ar (V)= A" (V).
3.4 Structure d’algébre de Hopf sur A(V).

Considérons 'application diagonale

h: V. — VxV
x — hz)=(z,2)

et soit A (h) : A(V) — A(V xV) le morphisme correspondant (il vérifie A (h) (v1 A ... Avy,)

(v1, V1) A e A (Un,v) ). Or A(V x V) est isomorphe & A(V) @k A(V). On définit
ainsi un (unique) morphisme d’algebres

A:A(V) = A(V) @ A(V)
vérifiant A (z) =2 ® 14+ 1 ® z et donc
AN Azp) = #01Q14+1Q0z1)A A (2, @1 +1Q zy)
= Y (-1 (@i A AZiy) A A (g Ao AN )

la sommation étant étendue aux couples de suites complémentaires d’éléments
de [1, ,’I’L] ou (il, ...,ip) y (jl; ...,jn,p)

i1<i2<...<ip R j1<j2<...<jn_p
et v est le nombre de couple (h, k) tels que ji < ik.

Proposition 3.1 L’algébre associative A(V) est munie d’une structure d’algébre
de Hopf autoduale c’est 4 dire vérifiant A(V)* ~ A(V*). (La construction de A
montre que cette structure est unique).

4 Foncteurs exponentiels

4.1 Définition

Soit une suite de foncteurs A* = (49,... , A", ...) telle que pour tout n € N
A™ YV — Vect, et soit A donné par



Définition 5 On dit que A est un foncteur erponentiel si les propriétés suiv-
antes sont vérifiées

V) =K  A0)=0, Vi>0
AM(V) ~ @igj=n,i>0,>0 A(V) @k A1(V), VYn>0
A*(VeoW)=A*V)g A*(W)

4.2 Exemple: le foncteur A

Considérons la suite des foncteurs (A%, ..., A™,...) de V dans Vect. Elle vérifie
en particulier :
1.AY(V)=V

2. A™(V) 2 ®iyj=n AZ(V) Rk A](V) sin>0eti>0, 7>0

A" VeW)=A"V)e A"(W).

11 faut toutefois préciser que si f est un morphisme de V' dans W alors A™(f)
est le morphisme de A”(V) dans A"(W) donné par

A (f)(vr Ao Avy) = f(o1) Ao A f(og).

4.3 Propriétés
Théoréme 3 1. Les foncteurs S, A,T sont des foncteurs exponentiels.

2. Le produit tensoriel de deuzx foncteurs exponentiels est exponentiel.

Remarquons que le foncteur 7' n’est pas un foncteur exponentiel.

5 Le twist de Frobenius

Soit K un corps de caractéristique p. Alors, si K est fini, il est d’ordre p® et il
est le seul corps, & isomorphisme pres, contenant p® éléments (et un tel corps
existe toujours). Nous I’avons noté Fp. .

Définition 6 On appelle opérateur de Frobenius en caractéristique p ’application

d: K - K
A = AP

0t K =Fp,.

Soit V un K-espace vectoriel. Notons V(1) le K-espace vectoriel obtenu par
extension des scalaires via I’homomorphisme de Frobenius. En d’autres mots
V() est un espace vectoriel engendré par vV, pour tout v € V, modulo les
relations suivantes:

(w+w) =D @ O)® =1 N ek

Par induction, on définit V(") = (V=) pour tout r € N*.
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Si K est un corps parfait, en particulier si le corps est fini, alors & est
un isomorphisme et on sait que ® est un générateur du groupe cyclique des
automorphismes de K. Notons que si K = F, (c’est & dire si F' est un corps
premier) alors ® est l'identité. Dans ce cas, la multiplication externe de v
est définie par

KxV® - y®)
(A v) = Aoy v,

avec A ey v = ®~1()\)v ol ® est ’automorphisme de Frobenius. On a en partic-
ulier A\? o; v = ®~1(AP)v = ).

Considérons, pour tout p € N* I’application ¢, de V) dans SP (V) donnée par
v = v®. On a ¢, (v + w) = @, (v) + @p(w) car on est en caractéristique p, et

p(ho10) = 2p(27 (\)0) = (871 (N0)®P = &7 (W& = WP,
Ainsi cette application est K-linéaire.

Définition 7 Soit un foncteur F : Vect — Vect. Le twist de F est le foncteur
noté F() défini par
FOWVY = F(vV),

Posons I(D (V) = V) et donc IV est le twist du foncteur identité et pour tout
foncteur F on a F() = F o I, Par induction, on définit F(rt1) = (F(M)1),
Notons que pour un corps premier fini, les foncteurs I(1) et I sont isomorphes
dans Fxk.

Théoréme 4 Le twist de Frobenius d’un foncteur exponentiel est exponentiel.

6 Complexes de Koszul

6.1 Convolution

La construction du complexe de Koszul associé a une algebre quadratique est un
cas particulier d’une construction plus générale que nous allons exposer ci-apres.

Soit C' une cogebre et A une algebre. Alors Homg(C, A) est une algebre
pour le produit de convolution

frg=po(f®gA

pour tout f,g € Homk(C, A), ¢ € C et ol u est la loi d’algebre de A. Ainsi on
a le diagramme suivant :

C 2,000 L%, A04 —* 4 4

! : I

fxg
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Pour un tel produit Homk(C, A) est une algebre unitaire, I'unité est u o e
ou €: C = Kest la counité de C et u : K — A l'unité de A.

Ceci étant, soit a € Homg (C, A). Soit

do :ARC > A®C

définie par la composition

AoC 188 fgoCceC 1429®le, 4900 #2H AgC

:l T:

A®C d—) A®C

Théoréme 5 Soient C' une cogébre sur K et A une algébre sur K. Soient
a,f € Homg(C, A). Alors on a

do 0 dg = daxp-
Preuve. C’est une vérification automatique. [O.

Corollaire 1 Soit a € Homg(C, A) vérifiant o x o = 0. Alors lopérateur d,
vérifie
dyod, =0.

Exemple.
Soient V' un espace vectoriel sur K, A = S(V') et C = S(V). Prenons a définie
ainsi: Pour tout v € V,

0 sinon

a(v):{ v siveV

Alors a % ... x a =0 sil’on est en caractéristique p.
—_—

p

Corollaire 2 Soit S(V) lalgébre symétrique considérée comme une algébre de
Hopf sur un corps de caractéristique p et o : S(V) — S(V) comme ci-dessus.
Alors Uhomomorphisme do, : S(V) @ S(V) = S(V) ® S(V) vérifie

(da)? = 0.

6.2 Algebres de Koszul

Soient V' un K-espace vectoriel de dimension finie et T (V) son algebre ten-
sorielle. Rappelons que le produit de concat’enation munit T (V') d’une struc-
ture d’algebre associative unitaire libre.
Soit (R) I'idéal bilatére engendré par un sous-module R C T2 (V). L’algebre
quotient
A=T(V)/(R)
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encore notée A (V, R) est unitaire associative et appelée algebre quadratique.

Exemple. L’algebre symétrique S (V) et ’algebre extérieure A (V') sont quadra-
tiques.

Définition 8 L’algébre duale A' de lalgébre quadratique A est l’algébre quadra-
tique
A'=T(WV*) /(R*)=A(V*,R*)

iRt ={Yfoge (V)™ / (fog@) =0 seR}
Considérons le dual linéaire (A')” de I’algebre graduée A'. On sait que (4')"

est munie naturellement d’une structure de cogebre. Notons A sa comultiplica-
tion.

Proposition 6.1 L’application d: (A")" ® A — (A4')" ® A définie par

IA!(XE?IA (

(4) ® A% (4) @ (4) ©4 A @Aed 28 (4) w4

ot p est la loi de A et o : (A')" — A Uapplication graduée correspondant d
Iisomorphisme de V** avec V, vérifie d*> = 0.

Pour tout n, on peut définir un complexe de chaines noté K™ (A)

0 (4) " @K—..(4) ®4, 5 .. 2 K® 4, >0

n p
avecp+q=n.

La somme de tous ces complexes (K°(A), K" (A),...) est appelé le com-
plexe de Koszul de A.

Définition 9 L’algébre A est de Koszul si
Hy (K" (4)) =0

pour tous p >0 et n > 0.

6.3 Complexes de Koszul de rang n

On va s’intéresser au cas particulier de la construction des algebres de Koszul
lorsque A = S (V). Dans ce cas (4')" = A (V).

Prenons pour algebre, Palgébre symétrique S(V') d’un espace vectoriel et
pour cogebre algebre A(V).

Soit « ’application linéaire

a:S(V) — A(V).

non trivial uniquement en degré 1. Alors a x o = 0. En effet
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axa(r) = po(a®a)(A(z)
po(a®a)(z®1+1®x)
po(a(z) ® a(l) + a(l) ® a(z))
0.

D’apres le théoreme 5, 'opérateur d,
do : SV)QAV) = S(V)® A(V)

vérifie d, od, = 0.
Décrivons explicitement dy. Soit z1...z, € SP(V) et y1 A... Ayy € A4(V). Alors

q
\2
o (@1 Tp @ YL A Ayg) = D (=D (@10 2pp0) ® (y1 A A Yk o A yq)

et donc
dy : SP(V) @ AU(V) = SPHHV) @ AT H(V).

Exemple.
Sip=1,q=1, le degré total va étre conservé:

do(z1 @ Y1) = T1.91.
Sip=1,q =2, alors
do(z1 ® (Y1 ANY2)) = 21.y1 QY2 — T1.y2 QY1
et
do 0 da (21 @ (y1 A y2)) = da (2141 @ Y2 — 2142 @ Y1) = T1.y1-Y2 — T1.y2.y1 = 0.

Définition 10 On appelle complexe de Koszul de rang n, et on le note K™, le
complexe

0 A" B s eA" S S sr)eam?1V) B .. B 5" V) - o0.

Rappelons qu’un complexe est dit acyclique si son homologie est nulle.

Théoréme 6 Pour tout n > 0, le complexe de Koszul K™(V') est acyclique.
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Preuve. Supposons d’abord que dimV = 1. Le complexe s’écrit :
0=20—=..20=>S"1(V)oV = S"(V) = 0.

Comme S™1V)® V ~ S™(V), cette suite est exacte.
SidimV=p>1,onécrit V=V ®..0dV;avecV; =K et

d
K"(V)= & K"(Vi). O

i=

11 existe une version duale de ce théoreme. Rappelons que (S™(V*))* = T"™(V)
et qu’il existe des applications entre I'" et S™ données par

(V) = (V)% o V" (VE)g, = S™(V)
et N:S™(V) — I'"(V) donnée par

N(vi...vp) = Z o.(vy...vp)

ocEX,

Remarque. En caractéristique p, la suite exacte
0>V >SP(V)>TIP(V)>V >0
définit une suite exacte de foncteurs
0TI —>S?P>TP>1—0.

Revenons & nos complexes:

Théoréme 7 Pour tout espace vectoriel de dimension finie sur K (ou sur tout
module libre de type fini) il existe un complexze de chaines acyclique

0-T"V)> ... o T?P(V)QAN (V) - ... > A" (V) =0

7 Complexe de de Rham
Nous allons définir un autre complexe
Q:0-=>8"(V)> .. =2 APV)S"P(V) > ... > A (V) =0

appelé complexe de de Rham.

7.1 Définition du complexe de de Rham

Soit A une algebre associative unitaire commutative sur K On note 0}4/1{ le
A-module des formes différentielles algébriques sur A. Il est engendré par les
formes da avec a € A, ou d vérifie

d(Aa + pb) = Ada + udb
d(ab) = adb + bda

18



Notons que d1 = 0. Posons
AG(Qy,,) = QF .

Les éléments de Q7%  sont du type agda;...da,. On définit 'opérateur de de
Ay y
Rham.
. +1
d: Q% P QZ}‘/K

par
d(apday ...day) = dagday ...da,.

Comme d1 =1, on a d? = 0.

Définition 11 Le complexe de de Rham associé a la K-algébre A est donné par
le compleze (QE/K,d). On notera H} 5 (A) la cohomologie de ce compleze. Elle

est appelée la cohomologie de de Rham de A.

7.2 Cas particulier: A= S(V)

Si A= S(V) alors Qg(v)/K =S(V)® A™(V). On montre directement que
Qg(veaW)K = QZ(V)K ® Qg(W)K

ou V et W sont des K-espaces vectoriels.

Définition 12 Pour tout espace vectoriel V/K, le compleze de de Rham de
degré n associé est le complexe

Q0% 57 (V) S b Ar )@ smr) & LS An(y) So.

Proposition 7.1 Ce complexe est acyclique en caractéristique 0. Il n’est pas
acyclique en caractéristique p # 0.

Preuve. En caractéristique p # 0 on a:
d(zP) = pzP~tdz = 0.

Ainsi zP est un cocycle mais £~ 'dz n’est pas un bord. En caractéristique 0
l'acyclicité se montre comme pour les complexes de Koszul. [O.

7.3 Isomorphisme de Cartier: K =T,

Notons [z?] la classe de cohomologie du cocycle zP et [xP~1dz] celle du cocycle
2P~ 1dz. On va définir un homomorphisme d’anneaux

¢t () = Hpp(A)

par
c(z) = [zF], c(dz) = [2P ' dx]
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ot x € A et P~ 1dz € QY. Plus généralement on aura
c(aoday ... da,) = [agaffl... a?~'da;...day,| .

Rappelons que (=) est le twist de Frobenius (cf 4.1).

Théoréme 8 (Cartier 1957 [C]) Si A = S(V), ou plus généralement si A est
une algébre associative commutative unitaire lisse sur K, alors ¢ est un iso-
morphisme de K-modules gradués. L’inverse c~' est appelé isomorphisme de
Cartier.

Preuve. Elle repose sur le lemme suivant:

Lemme 7.2 Soit p : A — B un homomorphisme d’anneauz tel que p(A) C
Z(B) (centre de B). Soit § : A — B une p-dérivation, K-linéaire c’est-a-dire
un morphisme de groupes vérifiant:

6(aa’) = p(a)é(a’) + p(a’)é(a)
d(a)d(a) = 0.

Alors il existe une extension de p en ¥y 5 B telle que

c(a) = p(a),
¢(da) = 4(a),
c(apday ... day) = pag)d(ar)... d(ay).

Ainsi, si 'on considere B = Q}, 5 (A), on a
pla) = [a?] € Qpp(A).
On définit alors § de la fagon suivante:
(a) = [a” 'da].
L’application § est bien linéaire. En prenant

P_XxXp_YVP
& (X,Y) = (X+Y)P-XP-Y ’
b

on a alors
d®(a,b) = (a+ b’ " d(a+b) —a? 'da — bP~db,

ce qui entraine que
[(a+v)" " d(a+b)| = [a""da] + ["~ab].

D’ou
d(a+b)=40(a)+d(b).
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De plus c’est bien une p-dérivation puisque l’on a
(ab)?~" d (ab) = aPb? 'db + aP 'bPda,

ce qui entraine que
6 (ab) = p(a)é (b) +p(b) 6 (a).
1l existe alors, d’apreés le lemme, une extension de p

Comme on a
Qsvew)/x = sk ® Lswy/x

on peut toujours se ramener au cas de la dimension 1. [O.

Compatibilité entre les isomorphismes:

On a
. . d ) . d ) .
SHL V)@ AI-1(V) ? SYV)Ye AI(V) ? S=HV) @ AITH(V)

Lemme 7.3 dK + Kd = n.id (formule d’Euler)

On en déduit:

Proposition 7.4 L’isomorphisme de Cartier est compatible a K.

8 Foncteurs adjoints et lemme de Yoneda

8.1 Foncteurs adjoints

Définition 13 Soient C et D deuz catégories, | : C — D etr : D — C deux
foncteurs. Ils sont dits adjoints (I adjoint & gauche, r adjoint a droite) si pour
tout objet C de C et tout objet D de D on a lisomorphisme suivant:

Homp(IC,D) = Home(C,rD)

L’unité v : C'— rlC correspond & idjc et la counité 5 : [rD — D correspond
a id,.p. Ils permettent de reconstruire I’isomorphisme. En effet, on associe &
f € Homp(IC, D) le morphisme f' € Hom¢(C,rD) par f' = rf ou. De méme,
si g € Home(C,rD), on peut lui associer le morphisme 7 olg de Homp(IC, D).

Exemple. Plagons-nous dans la catégorie Vect. Soit W un objet fixé de
Vect. Alors le foncteur r qui & tout objet V' de Vect fait correspondre (V) :=
Hom(W,V) et le foncteur I qui & V fait correspondre [(V) :=V @ W sont des
foncteurs adjoints. En effet, on a

Hom(C,Hom(W, D)) 2 Hom(C @ W, D).
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8.2 Lemme de Yoneda

Rappelons qu’une petite catégorie est une catégorie dont la collection des objets
forme un ensemble.

Lemme 8.1 (dit de Yoneda) Soient C une petite catégorie, F et G deuz fonc-
teurs o valeurs dans la catégorie des ensembles

F,G:C — Ens.
Si F est un foncteur représentable, i.e
AZ eC | F=Home(Z,-)
alors on a un isomorphisme naturel
Hom(F,G) ~ G(Z)

Démonstration.

a) Soit @« € Hom(F,G). On a alors un morphisme «(Z) : F(Z) —» G(Z).
Comme F(Z) = Hom(Z, Z) contient application idz, on a a(Z)(idz) € G(Z).
On a ainsi construit une application

p: Hom(F,G) — G(2)
a — p(a) = a(Z)(idz)
b) Soient x € G(Z), f € F(X) = Hom(Z,X). Le foncteur G définit alors une
application G(f) : G(Z) —» G(X). On a G(f)(z) € G(X) ce qui permet de
définir un morphisme de foncteur ¢ de F' dans G de la maniére suivante:
P(X): FX) — G(X)
[ = (X)) =G(f)(2).

Ces deux applications étant inverses 'une de ’autre, on a bien 1’isomorphisme

Hom(F,GQ) ~ G(Z). O

1l existe une version contravariante du lemme de Yoneda.
Soient C une petite catégorie, F' et G deux foncteurs & valeurs dans la catégorie

des ensembles
F:C— Ens

G :C°? — Ens.

On note

FxeG= Yy FX)xGX)/ ~

ou la relation d’équivalence est définie de la fagon suivante: Soient C' et D des
objets de la catégorie C, une application f : C — D. Alors les foncteurs F' et G
définissent les applications F(f) : F(C) — F(D) et G(f) : G(D) = G(C) et la
relation d’équivalence est donnée par

(z,G(N) ) ~ (F(f)(z),y)
pour tous z € F(C) et y € G(D).
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Lemme 8.2 (dit de Yoneda contravariant) Soient C une petite catégorie, F et
G deux foncteurs d valeurs dans la catégorie des ensembles, F covariant et G
contravariant. Si F' est un foncteur représentable i.e F = Hom¢(Z,—), alors il
existe un isomorphisme

F xcG~G(Z). d
Preuve. 11 suffit de prendre

FxeG= Uxcosjc Homc(Z,X) X G(X) / ~ — G(Z)
(9,2) — G(g)(x)

On vérifiera que cette application respecte bien la relation d’équivalence et ad-
met pour inverse l'application

G(Z) — Fxc¢G
A (idg, \)

9 Homologie d’une petite catégorie

9.1 Générateurs projectifs et injectifs

Soit C une petite catégorie. Considérons la catégorie abélienne C-mod des fonc-
teurs M : C — Vect. Soit X € C. On peut définir un foncteur Px, objet de la
catégorie C-mod par:

PX = ]K[Homc (X, —)]

ou K[S] désigne ’espace vectoriel libre engendré par ’ensemble S.
Ainsi, pour tout objet C € C, on a

Px(C) = K[Hom¢ (X, ().
Pour tout M € C-mod, le lemme de Yoneda donne un isomorphisme naturel
Home(Px, M) = M(X)
ce qui entraine que Px est un objet projectif de C-mod.
Proposition 9.1 La famille des {Px,X € C} est une famille de générateurs

projectifs.

On peut définir de maniere similaire des objets injectifs de C — mod:
Soit X € C. Posons
Jx = K[Hom¢ (-, X)]".

On montre comme ci-dessus que Jx est un objet injectif de C-mod.

Exemple. Considérons la petite catégorie V des espaces vectoriels de dimension
finie sur K. La catégorie V-mod des foncteurs de la catégorie V dans la catégorie
Vect est aussi notée F (cf chapitre 1). Pour tout V € V

Py = K[HOmV v _)]
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est un objet projectif de F et

Jyv = KHomy (-, V)]*
est un objet injectif de F.

9.2 Les foncteurs Ext,_;;04

Si Cy est un complexe de C-modules de la forme

do d1 do

— M > 0

C* 7 Cl 7 CO

le complexe obtenu & partir de C, en supprimant M est noté (Cps)«. Ainsi

(Cr)s =25 0 25 .

Soit P une résolution projective du foncteur M objet de la catégorie C-mod.
.o P, ... PP —>M—>0

(les P; sont des foncteurs projectifs). Le foncteur contravariant Hom
associe alors au complexe (Pyr), le complexe

c—mod(_’N)

0 — Hom_y04(Po, N) — ... — Hom 104 (Pn, N) — ...

C’est un complexe de chaines dont I’homologie est notée E. (M, N):

E.(M,N) = Hn(HomC-mod((PM)*aN))

On peut de maniere similaire définir 4 1’aide du foncteur covariant Hom
et d’une résolution injective d’'un objet N, un complexe

c—mod(M= -)

0 — Homg_0q(M, I°) — Homg_yy o q(M, I") = ... = Hom_p o q(M, 1) — ...
C’est un complexe dont ’homologie est notée E*(M,N). Or

H™(Home moa(M, (In)*)) = H*(Homg_oa(Par)e, N))
Définition 14 La valeur commune de E™(M,N) et E,(M,N) est appelée n-

iéme module d’extension de N par M et est notée

Est?(M,N).

9.3 Caractérisation des foncteurs Ext)) (—,N)

-mod

Les foncteurs dérivés Ext™ sont caractéristisés par les trois propriétés suivantes:
a) le foncteur Exty, . (—,N) est exact, ie. il transforme une suite exacte en
suite exacte,

b) Vn > 0, Ea:tg_mod(P, N)=0 < P est projectif,

C) Extg_mod(P, N) = Homc_mod(P, N)
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10 Les catégories II' et F
10.1 Adjonction

Proposition 10.1 (P2) Soient A,et B des catégories abéliennes avec assez
d’objets projectifs et d’injectifs. Soit F' un foncteur F : A — B qui a un adjoint
a droite G : B — A. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

i) F' est exact et préserve les objets projectifs

it) G est exact et préserve les objets injectifs

iii) Pour tout A € A and B € B on a lVisomorphisme suivant:

Ezxt;(FA,B) ~ Ext’(A,GB).

) F et G sont des foncteurs exacts
v) Pour tous A € A et B € B on a l'isomorphisme suivant:

Exty(FA, B) ~ Extly(A,GB).
Preuve. Voir [P2].

Corollaire 3 Soit D 5 C un foncteur entre deuz petites catégories tel que le
foncteur induit
f
C-mod —— D-mod
admette un adjoint & gauche noté L. Alors on a un isomorphisme

Ext” (M,L(N)) = Ext.

c-mod D—mod(r11 (M), N)

pour tout M : C = Vect, N : D — Vect.

Preuve. Pour n = 0, c’est simplement 1’adjonction.
Soit,
. > P, > ..o P P> M

une résolution projective de M dans les C-modules (i.e Ve € C ... = P,(c) —
. = Pi(¢) = Py(¢) » M(c) — 0). A fortiori c’est une suite exacte pour
c=r(d), de€D,cequiimplique que rfP, est une résolution de M.

Or P, projectifs entraine que

A

Po(c) —— M"(c)

C’est encore le cas si on prend ¢ = r(d). On en déduit que r*P, est une
résolution projective de r#M. On a

Ea:tg_mod(M,L(N)) = H”(Homc_mod(P*,L(N))) = H”(HomD_mOd(rﬂM, N)) O
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Corollaire 4 Soient C et D deux petites catégories. Soit le foncteur r : D — C
ayant un adjoint 4 gauche | : C — D. Pour tous foncteurs F : C — Vect et
G : D — Vect, on a l’isomorphisme suivant:

Ext},-mod(F or,G) ~ Extl-mod(F,G o).

Corollaire 5 Si D 5 C i.e les catégories C et D ont les mémes objets et
Homp(a,b) <= Home(a,b). Alors l'adjoint a droite de r* existe, c’est la coin-
duction.

Coind : D-mod — C-mod

Coind(M)= @© Homp_p,,q(K [Home(a,—)], M) : D = Vect
a€obj(C)

pour tout M € D-mod.

10.2 La catégoriel’

On note F'in la catégorie des ensembles finis, F'in, est la catégorie des ensembles
finis pointés souvent remplacée par II', son squelette. Les objets de I' sont
les ensembles pointés par 0 notés [n] = {0,1,...,n}, les morphismes sont les
applications ensemblistes.

Tout foncteur de Fin, donne un foncteur de II' et réciproquement. En effet si
F est un foncteur deI" dans une catégorie C, alors pour tout objet X de Flin,
de cardinalité n + 1 on pose

F(X) :=Iso([n],X) xx, F([n]).
Il y a deux foncteurs importants de Fin, et Fing? :
K[-] : Fin. — Vect

le foncteur covariant qui a tout objet X, = X U {+} de Fin, associe I'espace
vectoriel K[X] = ®,ex Kz,

t: Finl? - Vect
le foncteur contravariant qui a tout objet X associe I’espace vectoriel
t(X) := Hom(X, K).

Remarque. Comme X est un ensemble fini, on a un isomorphisme naturel
entre K[X] et ¢(X). En effet, pour tout Y = Y A;.z on définit Papplication

reX
¢y € Hom(X,K) par
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A tout morphisme f :— X, — Y, de Fin., on peut associer les deux
morphismes de Vect suivants:

fo = K[f]: K[X] = K[Y]
et

F=t(f) : K[Y] - K[X].
10.3 La catégorie F

Cette catégorie est tres liée a la catégorie des modules instables sur ’algebre de
Steenrod.

Pour tout V' € Obj(V), on a noté Py = K[Hom(V,—)] et nous avons vu que
¢’était un objet projectif de la catégorie V-mod.

Définition 15 Le dual DF d’un foncteur F' € F est donné par
DF(V):= F(V*)*
Exemple. On a D(S™) =I'™ et D(A™) = A™.

Pour tout V € Obj(V), on pose Jy := K[Hom(—,V)]*. Comme Homz(F, Jy) =
(DF)(V) on en déduit que
JV = .DPV

On montre également les isomorphismes suivants :
Pyogw 2 Py @ Py et Jygw =2 Jy @ Jw
Le morphisme fonctoriel D s’étend en un morphisme
D : Ext’>(F,G) — Exty(DG,DF).
Lemme 10.2 Si F' et G sont 4 valeurs dans V, alors D est un isomorphisme.

Preuve. On a

car V est de dimension finie.

Exemple. (Lemme de Shapiro) G' — G i.e un point Homp (x,*) = G, Coind(
Homg (KIG], M)

G5 G

Res p
G-mod 2 G'-mod ou Coindg M' = Homg (K[G], M)
Coind

Alors H"(G,Coind$&, M') = H™(G', M") est appelé le lemme de Shapiro.
Exemple. AC 5 AS Y Veet, [n] Q) geni

HC"(A) = Extacx,c(ay) = Evtis(—, L(A4))
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11 Le lemme de Pirashvili

Lemme 11.1 (T. Pirashvili) Soient A, F et G trois foncteurs de F tels que A
est additif et F(0) =0 = G(0). Alors

Exth(A,F®G) =0.
C’est la conséquence d’une proposition un peu plus générale:

Proposition 11.2 (T. Pirashvili) Soit L un foncteur diagonalisable i.e L =
T o A pour un certain foncteur T : V XV — V Alors

Emt;:(Aa L) = E.Z't;_—(A, T(_7 O)) S E.’L’t;:(A, T(O, _))

Preuve. La catégorie des bifoncteurs T' vérifiant T(X,0) = 0 = T'(0, X) est une
catégorie abélienne avec assez de projectifs et d’infectifs.

Le foncteur T — T o A est exact et préserve les injectifs et les projectifs.

Le foncteur A : ¥V — V x V est adjoint du foncteur & (A adjoint & gauche) (on
utilise 777)

AN Azy) = #01Q14+1Q0z1)A A (2, @1 +1Qzy)
= D> (1" (@i, A Azi) A A (5 A A, )

Exth(A,ToA) = Ewtﬁi_]__(A o®,T)
= E:z:tf)i_ FAopr,T) & Ea:tﬁi_ F(Aopry,T) car A est additif
= Ezth(A,T(X,0)) ® Ext-(A,T(0, X par adjonction
F F
d’ot1 le résultat. O.

Démonstration du lemme. On a

FG=L=FXGoA.
—
T

OrT(X,00=0=T(0,X)etonaT(X,0)=F(X)®G(0)et FO)®@G(X) 0O.
Application:
Proposition 11.3 Pour tout 0 <i<n on a
Ext, F(I,S™) = Exti "' (I, A™).
Démonstration. On utilise la suite exacte
0K - Q) K150

avec QY = §* ® A"~%. (C’est une longue suite exacte, mais les termes du milieu
— ® — sont nuls d’ou 1’équivalence

Exty(I,S™) = Ext} (I, KL) = Ext)d™ (I,A™) 0.
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