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(suites et séries de fonctions)

Exercice 1 :

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme sur / des suites de fonctions

fule) = e+ I=R,

suivantes :

1 — g2
n = I:Rv
fulw) = M I=10.1]
n\T) = = Y, 1],
n—+x

|

ful) = 5 _fm (keN) I=]0,+o0],

folz) =nze ™ (@ >0) I=R*
Exercice 2 :

Soit (P,)n>0 la suite de polynéme définie par
Py=0etVz €R, Poi(x) = P(z) + 5 (z — Po(2)?).

1) Montrer que pour tout z € [0,1] on a 0 < P,(x) < /.

2) Montrer que pour tout = € [0,1], P,(x) tend vers une limite finie f(x) quand n tend
vers +o00. Calculer f(z).

3) Montrer par récurrence sur n que

2yx
vz € [0,1], og\/E—Pn(x)gm.

En dédure que (P,),>o converge uniformément vers f sur [0, 1].
Exercice 3 :

1) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,),>o définie par
fn: [0, g] — R, z — f,(x) =n(cosz)"sinx.

2) Etudier la convergence uniforme de la suite (f,,),>o sur [0, 2].
3) Calculer

I = lim /2 folz)dx et /2 lim f,(z)dz.
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Exercice 4 :

Déterminer le domaine D de convergence simple des séries de fonctions E up () suiv-
antes et préciser si la convergence est normale sur D, uniforme sur D :

e e (_1)71 T

=1 Oh=—m @ h)=7mm

(1) fu(z)

Exercice 5 :

On considére pour n > 2 la fonction f,, définie sur R par ’égalité

xe—nw

fn(x> =

Inn

Etudier la convergence simple de la série E fn, sa convergence normale sur RT, puis
n>2
sur [a, +oo[ avec a > 0, et sa convergence uniforme.

Exercice 6 :
Soit a un nombre réel strictement positif.

1) Montrer que la série de fonctions de terme général

~—

up(z) =1,
Uy, = (=1)"e ™ cosnx sin > 1

est uniformément convergente sur [0, 7]. Déterminer sa somme S(z).

T COS NI
2) Caleuler [ — " 4o
) Calculer /O cos T oh(a) T
Exercice 7 : .
Pour n > 1’ soit fn : ]_17 1[ — R définie par fn(l') = - S—lnn$.
n
1) Démontrer que la série Z fa(2) est convergente sur ]—1,1[. On note f(z) sa somme.

n>1
2) Montrer que f est de classe C! sur |—1,1[, calculer f’(z) et montrer que

rsinx
f(z) = arctan ——.
1—2xcosz

3) Calculer Z ST ot Z(—l)"smn

n n
n>1 n>1



