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TD de Mathématiques - Exercices supplémentaires

(suites et séries de fonctions)

Exercice 1 :

Soit (f,,) une suite de fonctions qui converge uniformément sur un intervalle I vers une
fonction f. Soit # € I. On suppose que f est continue en x. Montrer que si (x,,) est
une suite d’éléments de [ vérifiant nl_lgloo x, = x, alors nEI—Poo flzn) = f(z).

Exercice 2 :

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme sur / des suites de fonctions

suivantes :
fu(z) = Arctan(nz) I =R, ]0,400],[a,+], (a > 0),
folz) = #ﬁm I =R, [a,+o0], (a > 0),
fn(x) =sinx (cosx)" I=10,%].

fa(z) =sin (nz)e ™ + 1 —22 I =[-1,1],0,1],[a,1],(0 < a < 1),

fn(x) =nxe ™™ +sinz I =R*,[a,+o0], (a > 0).

Exercice 3 :

Pour n € N*, on définit f,,: R — R par f, = ze . Etudier la convergence uniforme
sur R des suites de fonctions (f,)n>0 et (f))n>o0-

Exercice 4 :

On considére la suite de fonctions f,: [0,1] — R par

2
fn = sin (nz)e ™ 4+ 4/1 — ’

1) Montrer que la suite (f,,) converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f que 'on
déterminera.

2) Montrer que (f,,) converge uniformement vers f sur tout intervalle du type [z¢, 1] oil
0 < xo < 1. Qu'en est-il sur [0, 1]?

Exercice 5 :

2 .
" est simplement

Soit o un réel strictement positif. Montrer que la série E nxte”
n>0
convergente sur R’ . Pour quelles valeurs de « la série est-elle normalement convergente

*
R: 7



Exercice 6 :

Pour tout € R, n € N*, on pose f,(x) = sin(%) — sin (ni-i-l)

1) Montrer que la série Z fn(z) converge simplement sur R. Déterminer la somme de
n>1
la série.

2) Montrer que la série Z fn(z) ne converge pas uniformément sur R.
n>1
3) Montrer que la série Z fr(x) converge uniformément sur R. Commentaire?

n>1

Exercice 7 :
nT

-
1) Montrer que I'égalité u(z) = E (—1)"*'—— définit une application u continue sur
n
n>1

R,.
2) Démontrer que u est dérivable sur R, .
3) Vérifier que pour tout z > 0, on f(z) =In(1+e%).

Exercice 8 :

+oo
Arctan(nx
Montrer que la fonction f définie par f(z) = Z % est continue sur R, de
n
n=1
classe C! sur R*. Calculer lim+ f'(z) et lirf f(z).
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