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(Intégrales généralisés dépendant d’un paramètre )

Première partie :

1) Soit α un nombre réel, f : ]0, +∞[ → R continue par morceaux et telle que x →
eαxf(x) soit intégrable sur ]0, +∞[. Montrer que

∫ n

0

(
1 +

αx

n

)
f(x)dx →

∫ +∞

0

eαxf(x)dx. (1)

2) En déduire que pour tout x > 0 on a

Γ(x) = lim
n→+∞

∫ n

0

tx−1

(
1− t

n

)n

dt. (2)

(Rappel : Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−tdt.)

Deuxième partie :

Soit l’intégrale impropre suivante : B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt.

1) Vérifier que B(x, y) = B(y, x).
2) Montrer que l’intégrale B(x, y) a un sens si et seulement si x > 0 et y > 0.

3) Calculer B(
1

2
,
1

2
) (Indication : utiliser le changement de variable t = sin2 x).

4) Montrer que pour tout x > 0 et y > 0 on a B(x + 1, y) =
x

x + y
B(x, y).

5) Montrer que pour x > 0 et n ∈ N on a :

B(x, n + 1) =
n!

x(x + 1)...(x + n)
. (3)

6) Montrer que pour x > 0, y > 0 et n ∈ N on a :

B(x, y) =
(x + y)(x + y + 1)...(x + y + n)

x(x + 1)...(x + n)
B(x + n + 1, y). (4)

Troisième partie :

Dans cette partie x et y désigneront des réels strictement positifs.
1) Montrer en utilisant (2) et (3) que

Γ(x) = lim
n→+∞

nxn!

x(x + 1)...(x + n)
. (5)

(Dans (2) on pourra poser t = nu).

2) Montrer que B(x + n + 1, y) ∼ Γ(y)

ny
quand n → +∞ et en déduire que

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x + y)
. (6)
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