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Avertissement: ces notes sont la rédaction, progressive et provisoire, d’un résuḿe du cours d’es-
paces ḿetriques de d’espaces vectoriels normés du L2 Math. Leśetudiants sont invit́es à les
compĺeter en ŕedigeant soigneusement toutes les démonstrations.



Chapitre 1

Distances et normes

1.1 Définitions

Définition 1 SoitE un ensemble. On appelle distance surE toute application

d : E2 → R+, (x, y) 7→ d(x, y),

telle que
(D1) ∀(x, y) ∈ E2, d(x, y) = d(y, x).
(D2) ∀(x, y) ∈ E2, d(x, y) = 0 ⇔ x = y.
(D3) ∀(x, y, z) ∈ E3, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Un espace ḿetrique est un couple(E, d) où E est un ensemble etd une distance surE.

Proposition 1 Soit(E, d) un espace ḿetrique. On a
(D3’) ∀(x, y, z) ∈ E3, d(x, y) ≥ |d(x, z)− d(y, z)|.

Exemple. SoitE un ensemble. L’applicationd : E2 → R+ définie par

d(x, y) =
{

1 si x 6= y
0 si x = y

est une distance surE, appeĺee la distance triviale.

Définition 2 SoitE un espace vectoriel surK (K = R ouC). On appelle norme surE toute application

‖ ‖ : E → R+, x 7→ ‖x‖,

telle que
(N1) ∀λ ∈ K, ∀x ∈ E, ‖λx‖ = |λ| ‖x‖.
(N2) ∀x ∈ E, ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0.
(N3) ∀(x, y) ∈ E2, ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Un espace vectoriel norḿe (EVN) est un couple(E, ‖ ‖) où E est un espace vectoriel et‖ ‖ une norme surE.

Proposition 2 Soit(E, ‖ ‖) un EVN. On a
(N3’) ∀(x, y) ∈ E2, ‖x− y‖ ≥ | ‖x‖ − ‖y‖ |.

Proposition 3 (Distance associéeà une norme) Soit(E, ‖ ‖) un EVN. L’application

d : E × E → R+ définie par d(x, y) = ‖x− y‖,

est une distance surE, appeĺee la distance associéeà la norme‖ ‖. Elle v́erifie, en plus des conditions (D1),
(D2) et (D3) de la d́efinition 1, les propríet́es suivantes :

(D4) ∀λ ∈ K, ∀(x, y) ∈ E2, d(λx, λy) = |λ|d(x, y).
(D5) ∀(x, y, z) ∈ E3, d(x + z, y + z) = d(x, y).

1



CHAPITRE 1. DISTANCES ET NORMES 2

Proposition 4 Soit (E, d) un espace ḿetrique. On suppose queE est un espace vectoriel surK et que la
distanced vérifie aussi les conditions (D4) et (D5) de la proposition 3. Alors l’application‖ ‖ : E × E → R+

définie par‖x‖ = d(0, x) est une norme surE. La distance associéeà cette norme est la distanced.

Remarque. La distance trivialed : R2 → R+ définie pour tousx et y dansR pard(x, y) = 1 si x 6= y et
d(x, x) = 0 n’est assocíeeà aucune norme surR car elle ne v́erifie pas la condition(D4).

1.2 Exemples

Normes et distances usuelles surKn. Soitn ∈ N∗. Les applications

‖ ‖1 , ‖ ‖2 , ‖ ‖∞, : Kn → R+,

définies, pour toutx = (x1, · · · , xn) ∈ Kn, par

‖x‖1 =
n∑

k=1

|xk|, ‖x‖2 =

(
n∑

k=1

|xk|2
) 1

2

, ‖x‖∞ = max
1≤k≤n

|xk|,

sont des normes surKn. Les distances associéesà ces normes sont définies par

d1(x, y) =
n∑

k=1

|xk − yk|, d2(x, y) =

(
n∑

k=1

|xk − yk|2
) 1

2

, d∞(x, y) = max
1≤k≤n

|xk − yk|.

La distanced1 est appeĺee la distance de Manhattan. La distanced2 est appeĺee la distance euclidienne usuelle
(si K = R). .

Normes de Ḧolder sur Kn. Soientn ∈ N∗ etp ∈ [1,+∞[. L’application

‖ ‖p : Kn → R+, x = (x1, · · · , xn) 7→ ‖x‖p =

(
n∑

k=1

|xk|p
) 1

p

,

est une norme surKn. Pour toutx ∈ Kn on a

lim
p→+∞

‖x‖p = ‖x‖∞.

Norme usuelles surC([a, b], K). Soienta et b des nombres réels tels quea < b. L’ensembleC([a, b], K) des
fonctions continues sur[a, b] à valeur dansK est unK-espace vectoriel. Les applications

‖ ‖1 , ‖ ‖2 , ‖ ‖∞, : C([a, b], K) → R+,

définies, pour toute fonction continuef : [a, b] → K, par

‖f‖1 =
∫ b

a
|f(x)|dx, ‖f‖2 =

(∫ b

a
|f(x)|2dx

) 1
2

, ‖f‖∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|,

sont des normes surC([a, b], K).

Normes de Ḧolder sur C([a, b], K). Soitp ∈ [1,+∞[. L’application

‖ ‖p : C([a, b], K) → R+, f 7→ ‖f‖p =
(∫ b

a
|f(x)|pdx

) 1
p

,

est une norme surC([a, b], K). Pour toutf ∈ C([a, b], K) on a

lim
p→+∞

‖f‖p = ‖f‖∞.
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1.3 Suites dans un espace ḿetrique

Soit (E, d) un espace ḿetrique. Une suite dansE est une application

u : N → E, n 7→ u(n) = un,

que l’on note aussi(un)n∈N.

Définition 3 On dit qu’une suite(un)n∈N deE converge vers uńelémentl ∈ E, et on note lim
n→∞

un = l, si et

seulement si la suite numériqued(un, l) converge vers 0. Ainsi

lim
n→∞

un = l ⇔ lim
n→∞

d(un, l) = 0 ⇔ ∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ∈ N (n ≥ N ⇒ d(un, l) ≤ ε).

Proposition 5 (Unicité de la limite) Si une suite deE converge vers leśelémentsl1 et l2 deE alors l1 = l2.



Chapitre 2

Voisinages, ouverts, ferḿes

2.1 Boules et voisinages dans un espace métrique

Soit (E, d) un espace ḿetrique.

Définition 4 Soienta ∈ E etr > 0. On appelle boule ouverte de centrea et de rayonr la partie suivante deE

B(a, r) = {x ∈ E : d(a, x) < r}.

On appelle boule ferḿee de centrea et de rayonr la partie suivante deE

Bf(a, r) = {x ∈ E : d(a, x) ≤ r}.

On appelle sph̀ere de centrea et de rayonr la partie suivante deE

S(a, r) = {x ∈ E : d(a, x) = r}.

Exemples. Les boulesB1(0, r), B2(0, r) etB∞(0, r) de centre 0 et de rayonr > 0 dansR2, muni des distances
d1, d2 etd∞, sont repŕesent́ees par :
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B1(0, r) B2(0, r) B∞(0, r)

Définition 5 Soienta ∈ E etV ⊂ E. On dit queV est un voisinage dea s’il exister > 0 tel queB(a, r) ⊂ V .
On note parV(a) l’ensemble des voisinages dea.

Proposition 6 (Propriétés des voisinages)Soienta ∈ E etV un voisinage dea. Alorsa ∈ V et toute partie de
E qui contientV est aussi un voisinage dea. Par ailleurs, pour tous voisinagesV1, ...,Vn dea, leur intersection
V1 ∩ · · · ∩ Vn est aussi un voisinage dea.

Proposition 7 (Śeparation) Soienta ∈ E et b ∈ E tels quea 6= b. Alors il existe un voisinageU dea et un
voisinageV deb tels queU ∩ V = ∅. On dit qu’un espace ḿetrique est śepaŕe.
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2.2 Ouverts et ferḿes dans un espace ḿetrique

Soit (E, d) un espace ḿetrique.

Définition 6 On dit qu’une partieU ⊂ E est un ouvert deE si U est un voisnage de chacun de ses points,
c’està dire

U ouvert deE ⇔ ∀x ∈ U,U ∈ V(x) ⇔ ∀x ∈ U,∃r > 0, B(x, r) ⊂ U.

On dit queU est un ferḿe deE si son compĺementaireE \ U est un ouvert deE.

Exemples. Toute boule ouverte deE est un ouvert deE. En effet, pour toutx ∈ B(a, r) on a B(x, r −
d(a, x)) ⊂ B(a, r).
Toute boule ferḿee deE est un ferḿe deE. En effet, pour toutx /∈ B(a, r) on aB(x, d(a, x)−r) ⊂ E\B(a, r).

Proposition 8 (Propriétés des ouverts)Soit(E, d) un espace ḿetrique.
(i) ∅ etE sont des ouverts deE.
(ii) Toute ŕeunion d’ouverts deE est un ouvert deE.
(iii) Toute intersection finie d’ouverts deE est un ouvert deE.

Proposition 9 (Propriétés des ferḿes) Soit(E, d) un espace ḿetrique.
(i) ∅ etE sont des ferḿes deE.
(ii) Toute intersection de ferḿes deE est un ferḿe deE.
(iii) Toute réunion finie de ferḿes deE est un ferḿe deE.

L’ensembleO = {U ⊂ E : U ouvert deE} des ouverts d’un espace métrique(E, d) est appeĺe la topologie
de(E, d). Soit (E, ‖ ‖) un EVN. Soitd la distance associéeà la norme‖ ‖. La topologie de l’espace ḿetrique
(E, d) est appeĺee aussila topologiede l’ EVN (E, ‖ ‖).

2.3 Normeséquivalentes

Définition 7 SoitE un K-espace vectoriel. Soient‖ ‖ et ‖ ‖′ deux normes surE. On dit que‖ ‖ et ‖ ‖′ sont
équivalentes et on note‖ ‖ ∼ ‖ ‖′, si et seulement si il existe des constantesα > 0 et β > 0 telles que pour
toutx ∈ E on ait

α‖x‖ ≤ ‖x‖′ ≤ β‖x‖.

Proposition 10 La relation ‖ ‖ ∼ ‖ ‖′ est une relation d’́equivalence (c’est̀a dire une relation ŕeflexive,
syḿetrique et transitive) sur l’ensemble des normes surE.

Exemple. Les normes usuelles surKn sontéquivalentes car pour toutx ∈ Kn on a

‖x‖∞ ≤ ‖x‖1 ≤ n‖x‖∞, ‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤
√

n‖x‖∞

Remarque. Deux normes‖ ‖ et‖ ‖′ sontéquivalentes surE si et seulement si les ensembles de nombres réels

{ ‖x‖
‖x‖′

: x ∈ E \ {0}}, et {‖x‖
′

‖x‖
: x ∈ E \ {0}},

sont borńes. Par conśequent, s’il existe une suite(xn)n∈N dansE \ {0} telle que

lim
n→∞

‖xn‖′

‖xn‖
= 0 ou lim

n→∞

‖xn‖′

‖xn‖
= +∞,

alors les normes‖ ‖ et‖ ‖′ ne sont paśequivalentes.
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Exemple. Les normes‖ ‖1 et‖ ‖∞ surC([0, 1], R) ne sont paśequivalentes. En effet, soit(fn)n≥1 la suite dans
C([0, 1], R) définie par

fn(x) =
{

n(1− nx) si x ∈ [0, 1
n ]

0 si x ∈] 1
n , 1]

On a‖fn‖1 = 1
2 et‖fn‖∞ = n. Par conśequent

lim
n→∞

‖fn‖∞
‖fn‖

= +∞.

Proposition 11 Soit E un K-espace vectoriel. Soient‖ ‖ et ‖ ‖′ deux normes surE. Alors toute suite qui
converge vers 0 dans(E, ‖ ‖), converge aussi vers 0 dans(E, ‖ ‖′), si et seulement si il existeα > 0 tel que
pour toutx ∈ E on ait‖x‖′ ≤ α‖x‖.
Par conśequent deux normes ont les mêmes suites convergentes vers 0 si et seulement si elles sontéquivalentes.

Théorème 1 SoitE unK-espace vectoriel. Soient‖ ‖ et‖ ‖′ deux normes surE. SoientO etO′ les topologies
des EVN(E, ‖ ‖) et (E, ‖ ‖′). On a

‖ ‖ ∼ ‖ ‖′ ⇔ O = O′.

2.4 Intérieur, adhérence

Soit (E, d) un espace ḿetrique. SoitA ⊂ E.

Définition 8 1. On appelle int́erieur deA, et on noteA◦, la réunion des parties ouvertes deE incluses dans
A. Leséléments deA◦ sont appeĺes les points int́erieursà A.
2. On appelle adh́erence deA, et on noteA, l’intersection des parties ferḿees deE contenantA. Leséléments
deA sont appeĺes les points adh́erentsà A.
3. On appelle frontìere deA, et on noteFr(A), la partieFr(A) = A \A◦. Leséléments deFr(A) sont appeĺes
les points frontìere deA.

CommeA◦ est une ŕeunion d’ouverts, c’est un ouvert. En réalit́e,A◦ est le plus grand (au sens de l’inclusion)
ouvert contenu dansA. CommeA est une intersection de fermés, c’est un ferḿe. En ŕealit́e,A est le plus petit
(au sens de l’inclusion) ferḿe contenantA. CommeFr(A) est une intersection de deux fermés (montrer le !)
c’est un ferḿe.

Théorème 2 Pour toute partieA deE et toutx ∈ E on a

E \A◦ = E \A, E \A = (E \A)◦.

A ouvert⇔ A = A◦, A fermé⇔ A = A.

x ∈ A◦ ⇔ A est un voisinage dex.

x ∈ A ⇔ Tout voisinage dex rencontreA.

Proposition 12 Pour toutes partiesA etB deE on a

A = A, (A◦)◦ = A◦.

A ⊂ B ⇒ A ⊂ B, A ⊂ B ⇒ A◦ ⊂ B◦.

A ∪B = A ∪B, (A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦

A ∩B ⊂ A ∩B, (A ∪B)◦ ⊃ A◦ ∪B◦

Proposition 13 (Caract́erisation de l’adhérence en termes de suites)Soit (E, d) un espace ḿetrique. Soit
x ∈ E etA ⊂ E. Pour quex ∈ A il faut et il suffit qu’il existe une suite d’éléments deA qui converge versx.
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ExempleDans un EVN, l’adh́erence d’une boule ouverte de rayon non nul est la boule fermée de m̂eme rayon.
De même l’int́erieur d’une boule ferḿee est la boule ouverte de même rayon. On a donc :

B(a, r) = Bf(a, r), et Bf(a, r)◦ = B(a, r)

Cette propríet́e est fausse en géńeral dans un espace métrique quelconque (donner un contre exemple).

Théorème 3 Soit (E, d) un espace ḿetrique. SoitA ⊂ E. Pour que la partieA soit ferḿee il faut et il suffit
que pour toute suite convergente d’éléments deA, la limite appartiennèa A.



Chapitre 3

Suites, limites, continuit́e

3.1 Suites

3.1.1 Convergence

Soit (E, ‖ ‖) EVN. Soit(un) une suite dansE. Rappelons (voir Section 1.3) la notion de convergence.

Définition 9 On dit qu’une suite(un)n∈N deE converge vers uńelémentl ∈ E, et on note lim
n→∞

un = l, si et

seulement si la suite numérique‖un − l‖ converge vers 0. Ainsi

lim
n→∞

un = l ⇔ lim
n→∞

‖un − l‖ = 0 ⇔ ∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ∈ N (n ≥ N ⇒ ‖un − l‖ ≤ ε).

Proposition 14 (Unicité de la limite) Si une suite deE converge vers leśelémentsl1 et l2 deE alors l1 = l2.

Soient(E1, ‖ ‖1) et (E2, ‖ ‖2) deux EVN. L’application

‖ ‖ : E1 × E2 → R+, définie par‖x‖ = max(‖x1‖1, ‖x2‖2)

pour toutx = (x1, x2) ∈ E1 × E2, est une norme surE1 × E2. L’espace(E1 × E2, ‖ ‖) est appeĺe l’EVN
produit des EVN(E1, ‖ ‖1) et (E2, ‖ ‖2).

Proposition 15 (Suitesà valeur dans un produit) Soit (un) = (u1,n, u2,n) une suite dans(E1 × E2, ‖ ‖).
Soitl = (l1, l2) ∈ E1 × E2. Alors

lim
n→∞

un = l ⇔ lim
n→∞

u1,n = l1 et lim
n→∞

u2,n = l2.

Proposition 16 (Propriétés des suites convergentes)Soit(E, ‖ ‖) un EVN. Soient(un), (vn) deux suites dans
E. Soit(λn) une suite dansK. Alors
1. lim

n→∞
un = l ⇒ lim

n→∞
‖un‖ = ‖l‖

2. lim
n→∞

un et lim
n→∞

vn existent⇒ lim
n→∞

(un + vn) = lim
n→∞

un + lim
n→∞

vn.

3. lim
n→∞

λn et lim
n→∞

un existent⇒ lim
n→∞

(λnun) = lim
n→∞

λn lim
n→∞

un.

3.1.2 Valeurs d’adh́erence, points d’accumulation

Soit (E, d) espace ḿetrique. Soit(xn) une suite dansE.

Définition 10 On appelle suite extraite (ou sous-suite) de la suite(xn) toute suite de la forme(xσ(n)) avec

σ : N → N, n 7→ σ(n)

strictement croissante. On dit quea est une valeur d’adh́erence de la suite(xn) et on notea ∈ V A(xn) si et
seulement sia = limn→+∞ xσ(n), où (xσ(n)) est une suite extraite de la suite(xn).

8
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Proposition 17 Soit(E, d) un espace ḿetrique. Soit(xn) une suite dansE. Soita ∈ E. Alors

a ∈ V A(xn) ⇐⇒ ∀ε > 0 ∀N ∃n ∈ N (n ≥ N&d(un, a) < ε).

Définition 11 Soit (E, d) un espace ḿetrique. SoitA ⊂ E. Soita ∈ E. On dit quea est un point d’accu-
mulation deA si et seulement si tout voisinage dea rencontreA en un point diff́erent dea. On note parA′

l’ensemble des points d’accumulation deA. Ainsi on a

a ∈ A′ ⇐⇒ ∀V ∈ V(a) V ∩ (A r {a}) 6= ∅.

Proposition 18 Soit(E, d) un espace ḿetrique. SoitA ⊂ E. Soita ∈ E. Alors

a ∈ A′ ⇐⇒ Il existexn ∈ A r {a} tel que a = lim
n→+∞

xn.

Exercice Soit A ⊂ E. On dit quea ∈ A est un point isoĺe deA si et seulement si il exister > 0 tel que
B(x, r) ∩A = {a}. On noteA∗ l’ensemble des points isolés deA. Montrer que

A∗ ∪A′ = A et A∗ ∩A′ = ∅.

3.2 Limites, continuité

Soient(E, dE) et (F, dF ) des espaces ḿetriques. SoitX ⊂ E. Soit

f : X → F, x 7→ f(x),

une fonction deX dansF .

3.2.1 Notion de limite

Définition 12 Soienta ∈ X et l ∈ F . On dit que la fonctionf tend versl quandx tend versa et on note
lim
x→a

f(x) = l si et seulement si pour toutε > 0 il existe η > 0 tel que pour toutx ∈ X la condition

dE(x, a) < η impliquedF (f(x), l) < ε. Ainsi

lim
x→a

f(x) = l ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃η > 0 ∀x ∈ X (dE(x, a) < η ⇒ dF (f(x), l) < ε) .

En d’autres termes on a aussi

lim
x→a

f(x) = l ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃η > 0 f (BE(a, η) ∩X) ⊂ BF (l, ε).

Remarque Consid́erons la fonctiong : X → R définie parg(x) = dF (f(x), l). D’après la d́efinition
préćedente

lim
x→a

g(x) = 0 ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃η > 0 ∀x ∈ X (dE(x, a) < η ⇒ dR(g(x), 0) < ε) .

Commeg(x) ≥ 0 on adR(g(x), 0) = g(x). Par conśequent on a

lim
x→a

f(x) = l ⇐⇒ lim
x→a

dF (f(x), l) = 0

Proposition 19 (Caract́erisation de la limite en termes de voisinages)On a

lim
x→a

f(x) = l ⇐⇒ ∀V ∈ VF (l) ∃U ∈ VE(a) f (U ∩X) ⊂ V.

Théorème 4 (Caract́erisation de la limite avec les suites)On a

lim
x→a

f(x) = l ⇐⇒ Pour toute suitexn dansX
(

lim
n→∞

xn = a ⇒ lim
n→∞

f(xn) = l
)

.
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Soient(F1, d1) et (F2, d2) deux espaces ḿetriques. L’application

d : (F1 × F2)
2 → R+, définie pard(x, y) = max(d1(x1, y1), d2(x2, y2))

pour toutx = (x1, x2) et y = (y1, y2) dansF1 × F2, est une distance surF1 × F2. L’espace(F1 × F2, d) est
appeĺe l’espace ḿetrique produit des espaces métriques(F1, d1) et (F2, d2).

Proposition 20 (Fonctionsà valeurs dans un produit) Soitf = (f1, f2) une fonction

f : X → F1 × F2, x 7→ f(x) = (f1(x), f2(x)).

Soitl = (l1, l2) ∈ F1 × F2. Alors

lim
x→a

f(x) = l ⇔ lim
x→a

f1(x) = l1 et lim
x→a

f2(x) = l2.

Théorème 5 (Encadrement des limites)SoitX une partie d’un espace ḿetrique(E, d). Soientf, g, h : X →
R telles quef(x) ≤ g(x) ≤ h(x) pour toutx ∈ X ∩ V , avecV ∈ VE(a), a ∈ X. Alors

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

h(x) = l =⇒ lim
x→a

g(x) = l.

Théorème 6 (Composition des fonctions)SoientE, F et G des espaces ḿetriques. Soitf : X ⊂ E → F et
g : Y ⊂ F → G telles quef(X) ⊂ Y . Soienta ∈ X, b ∈ Y et l ∈ G. Alors on a

lim
x→a

f(x) = b et lim
y→b

g(y) = l =⇒ lim
x→a

g ◦ f(x) = l.

Pour d́emontrer ce ŕesultat on va utiliser la caractérisation de la limite en termes de voisinages (Proposition
19). SoitV ∈ VG(l). Commelimy→b g(y) = l, il existe W ∈ VF (b) tel queg (W ∩ Y ) ⊂ V . Comme
limx→a f(x) = b, il existeU ∈ VE(a) tel quef (U ∩X) ⊂ W . On a aussif (U ∩X) ⊂ f(X) ⊂ Y , donc
f (U ∩X) ⊂ W ∩ Y . Par conśequentg ◦ f (U ∩X) ⊂ g (W ∩ Y ) ⊂ V .

Proposition 21 (Propriétés des limites des fonctions̀a valeurs dans un EVN) Soit (E, d) un espace ḿetri-
que. Soit(F, ‖ ‖) un EVN. Soientf, g : X ⊂ E → F des fonctions. Alors
1. lim

x→a
f(x) = l ⇒ lim

x→a
‖f(x)‖ = ‖l‖

2. lim
x→a

f(x) et lim
x→a

g(x) existent⇒ lim
x→a

(f(x) + g(x)) = lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x).

3. lim
x→a

f(x) existe⇒ lim
x→a

λf(x) = λ lim
x→a

f(x).

3.2.2 Continuité en un point

Définition 13 Soita ∈ X. On dit que la fonctionf est continue ena si et seulement sif(x) tend versf(a)
quandx tend versa. Ainsi

f continue ena ⇔ lim
x→a

f(x) = f(a)

⇔ ∀ε > 0 ∃η > 0 ∀x ∈ X (dE(x, a) < η ⇒ dF (f(x), f(a)) < ε) .

En d’autres termes on a aussi

f continue ena ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃η > 0 f (BE(a, η) ∩X) ⊂ BF (f(a), ε).

Proposition 22 (Caract́erisation de la continuité en termes de voisinages)On a

f continue ena ⇐⇒ ∀V ∈ VF (f(a)) ∃U ∈ VE(a) f (U ∩X) ⊂ V.

Théorème 7 (Caract́erisation de la continuité avec les suites)On a

f continue ena ⇐⇒ Pour toute suitexn dansX
(

lim
n→∞

xn = a ⇒ lim
n→∞

f(xn) = f(a)
)

.
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Proposition 23 (Fonctionsà valeur dans un produit) Soitf = (f1, f2) une fonction

f : X → F1 × F2, x 7→ f(x) = (f1(x), f2(x)).

Alors
f continue ena ⇔ f1 etf2 sont continues ena.

Théorème 8 (Composition des fonctions)SoientE, F et G des espaces ḿetriques. Soientf : X ⊂ E → F
et g : Y ⊂ F → G telles quef(X) ⊂ Y . Sif est continue ena ∈ X, et sig est continue enb = f(a) ∈ Y
alorsg ◦ f est continue ena.

Proposition 24 Soit(E, d) un espace ḿetrique. Soit(F, ‖ ‖) un EVN. Soientf, g : X ⊂ E → F des fonctions.
Alors
1. f continue ena ⇒ ‖f‖ continue ena
2. f etg continues ena ⇒ f + g continue ena.
3. f continue ena ⇒ λf continue ena.

3.2.3 Continuité sur un ensemble, continuit́e uniforme

Définition 14 On dit que la fonctionf : X ⊂ E → F est continue surX si et seulement sif est continue en
tout pointx ∈ X. On note parC(X, F ) l’ensemble des fonctions continues deX dansF .

Proposition 25 Soitf : E → F . Les trois propríet́es suivantes sontéquivalentes :
1. f est continue surX.
2. L’image ŕeciproque parf de tout ouvert deF est un ouvert deE.
3. L’image ŕeciproque parf de tout ferḿe deF est un ferḿe deE.

Remarque L’image directe d’une partie ouverte [resp. fermée] par une application continue peut ne pasêtre
ouverte [resp. ferḿee]. Donner des exemples.

Bien entendu, lorsque l’ensemble d’arrivéeF est un EVN surK, d’apr̀es la proposition 24, on obtient que
la somme de deux fonctions continues deX dansF est une fonction continue deX dansF , et le produit d’une
fonction continue par un scalaire est une fonction continue. Par conséquent l’ensembleC(X, F ) est un espace
vectoriel surK.

La continuit́e d’une fonction sur un ensembleX se traduit par la propriét́e

f continue surX ⇔ ∀x ∈ X f continue ena

⇔ ∀x ∈ X ∀ε > 0 ∃η > 0 ∀y ∈ X (dE(x, y) < η ⇒ dF (f(x), f(y)) < ε) .

Le nombreη > 0 dont l’existence est affirḿee ici d́epend en ǵeńeral deε mais aussi dex. Lorsqu’il ne d́epend
pas dex ∈ X, on dit que la continuit́e est uniforme surX. On pose alors la d́efinition

Définition 15 On dit que la fonctionf : X ⊂ E → F est uniforḿement continue surX si et seulement si :

∀ε > 0 ∃η > 0 ∀x ∈ X ∀y ∈ X (dE(x, y) < η ⇒ dF (f(x), f(y)) < ε) .

Proposition 26 Sif est uniforḿement continue surX alorsf est continue surX.

La réciproque est fausse. En effet, la fonctionx → x2 est continue surR. Soit η > 0. Posonsx = 1
η et

y = 1
η + η

2 . Alors |x− y| < η et

|x2 − y2| = 1 +
η2

4
> 1.

On a montŕe que

∃ε = 1 ∀η > 0 ∃x =
1
η
∃y =

1
η

+
η

2
(
|x− y| < η et |x2 − y2| ≥ ε

)
,

ce qui montre quex → x2 n’est pas uniforḿement continue.

Proposition 27 (Composition des fonctions)SoientE, F et G des espaces ḿetriques. Soientf : X ⊂ E →
F et g : Y ⊂ F → G telles quef(X) ⊂ Y . Sif est uniforḿement continue surX, et sig est uniforḿement
continue surY alorsg ◦ f est uniforḿement continue surX.
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3.2.4 Hoḿeomorphismes, isoḿetries

Soient(E, dE) et (F, dF ) des espaces ḿetriques. SoientX ⊂ E etY ⊂ F .

Définition 16 On dit quef : X → Y est un hoḿeomorphisme sif est bijective et sif est continue surX et
f−1 est continue surY . On dit queX est hoḿeomorphèa Y s’il existe un hoḿeomorphismef : X → Y .

Proposition 28 Si f : X → Y est un hoḿeomorphisme alorsf−1 : Y → X est un homemorphisme. Si
f : X → Y et g : Y → Z sont des hoḿeomorphismes alorsg ◦ f : X → Z est un hoḿeomorphisme.
L’application identit́e IdX : X → X est un hoḿeomorphisme.

Par conśequent, la relation “̂etre hoḿeomorphe” est une relation d’équivalence. On d́eduit de cette proposition
que l’ensemble des hoḿeomorphismes deX sur lui même est un groupe pour la composition des applications.
On a le ŕesultat suivant, dont la démonstration est difficile

Théorème 9 (Brouwer) SoientX un ouvert deRn etY un ouvert deRm, munis de leurs topologies usuelles.
SiX est hoḿeomorphèa Y alorsn = m.

Définition 17 On dit quef : X → Y est une isoḿetrie sif est bijective et si pour tousx et y dansX on a
dF (f(x), f(y)) = dE(x, y).

Proposition 29 Sif : X → Y est une isoḿetrief−1 : Y → X est une isoḿetrie. Sif : X → Y etg : Y → Z
sont des isoḿetries alorsg ◦ f : X → Z est une isoḿetrie. L’application identit́e IdX : X → X est une
isoḿetrie.

On d́eduit de cette proposition que l’ensemble des isométries deX sur lui même est un groupe pour la com-
position des applications. Toute isométrie est un hoḿemorphisme, mais la réciproque est fausse (donner un
exemple).

3.3 Applications linéaires

3.3.1 Continuité d’une application linéaire

Soient(E, ‖ ‖E) et (F, ‖ ‖F ) des EVN surK. Soit

f : E → F, x 7→ f(x),

une application lińeaire deE dansF .

Théorème 10 Les propríet́es suivantes sontéquivalentes :
1. f est continue en0 ∈ E
2.∃M > 0 ∀x ∈ E ‖f(x)‖F ≤ M‖x‖E .
3. f est continue surE.

Montrons que1 ⇒ 2. Commef est continue en0, il existeη > 0 tel que

∀u ∈ E (‖u‖E ≤ η ⇒ ‖f(u)‖F ≤ 1) .

Soitx ∈ E r {0}. Soitu = η
‖x‖E

x. Comme‖u‖E = η, on a‖f(u)‖F ≤ 1. Or, par lińearit́ef(u) = η
‖x‖E

f(x).
Donc‖f(x)‖F ≤ 1

η‖x‖E . Ainsi M = 1
η convient.

Montrons que2 ⇒ 3. Soitε > 0 et soitη = ε
M . Alors, pour tousx ety dansE, par lińearit́e, on a :

‖x− y‖E ≤ η ⇒ ‖f(x)− f(y)‖F = ‖f(x− y)‖F ≤ M‖x− y‖E ≤ Mη = ε.

Par conśequentf est uniforḿement continue (et donc continue) surE.
Montrons que3 ⇒ 1. Commef est continue surE elle est continue en tout point deE et en particulier en

0 ∈ E.
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3.3.2 Norme d’une application lińeaire

On note parL(E,F ) l’ensemble des applications linéaires continues deE dansF . D’après la proposi-
tion 24, l’ensembleC(X, F ) est un espace vectoriel surK. Nous allons d́efinir une norme sur cet espace. Soit
f ∈ L(E,F ). D’après la condition 2 du th́eor̀eme pŕećedent, la partie deR définie par{

‖f(x)‖F

‖x‖E
: x ∈ E r {0}

}
est majoŕee. Donc elle admet une borne supérieure not́ee

‖f‖ = sup
x∈Er{0}

‖f(x)‖F

‖x‖E
.

On d́efinit ainsi (montrer le) une norme surL(E,F ) appeĺee norme subordonnée aux normes‖ ‖E et‖ ‖F .

Proposition 30 Soit E un K-espace vectoriel. Soient‖ ‖ et ‖ ‖′ deux normes surE. SoientO etO′ les to-
pologies (c’est̀a dire l’ensemble des ouverts) des EVN(E, ‖ ‖) et (E, ‖ ‖′). Les propríet́es suivantes sont
équivalentes :
1. ‖ ‖ ∼ ‖ ‖′
2.O = O′

3. IdE : (E, ‖ ‖) → (E, ‖ ‖′) et IdE : (E, ‖ ‖′) → (E, ‖ ‖) sont continues.

Pour la d́emonstration, on sait déjà (voir Th́eor̀eme 1) que1 ⇔ 2. Montrons que1 ⇔ 3. PuisqueIdE est
une application lińeaire deE dansE, d’apr̀es le th́eor̀eme 10, la continuité des applicationsIdE : (E, ‖ ‖) →
(E, ‖ ‖′) et IdE : (E, ‖ ‖′) → (E, ‖ ‖) équivautà l’existence de deux constantesM > 0 et L > 0 telles que
pour toutx dansE on ait‖x‖′ ≤ M‖x‖ et‖x‖ ≤ L‖x‖′. Par conśequent, on a

∃α =
1
L
∃β = M ∀x ∈ E α‖x‖ ≤ ‖x‖′ ≤ β‖x‖ ⇐⇒ ‖ ‖ ∼ ‖ ‖′.

ExerciceSoientE, F et G des EVN. Soientf ∈ L(E,F ) et g ∈ L(F,G). Montrer queg ◦ f ∈ L(E,G) et
‖g ◦ f‖ ≤ ‖g‖ ‖f‖.



Chapitre 4

Suites de fonctions

4.1 Fonctionsà valeurs réelles

Soitfn : X → R une suite de fonctions définies sur un ensembleX, à valeurs dansR.

Définition 18 On dit que la suite(fn) converge simplement surX, si pour toutx ∈ X, la suite de nombres
réels(f(xn)) converge. On pose alorsf(x) = lim

n→∞
fn(x) et on dit que la fonctionf : X → R est la limite

simple de la suite(fn), ce que l’on notefn → f . Par conśequent on a

fn → f ⇐⇒ ∀x ∈ X ∀ε > 0 ∃N ∀n ∈ N (n > N ⇒ |fn(x)− f(x)| < ε).

Définition 19 On dit que la suite(fn) converge uniforḿement surX vers la fonctionf : X → R, ce que l’on

notefn
UNIF→ f , si la suiteµn = sup

x∈X
|fn(x)− f(x)| tend vers 0 quandn tend vers l’infini. Par conśequent on

a
fn

UNIF→ f ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃N ∀x ∈ X ∀n ∈ N (n > N ⇒ |fn(x)− f(x)| < ε)

Proposition 31 fn
UNIF→ f =⇒ fn → f .

La réciproque est fausse. En effet la suite de fonctionsfn(x) = xn converge simplement surX = [0, 1[ vers la
fonctionf(x) = 0. La convergence n’est pas uniforme car

sup
x∈X

|fn(x)− f(x)| = sup
x∈[0,1[

xn = 1.

RemarquePour d́emontrer la convergence uniforme, il suffit de trouver une suiteαn qui tend vers 0 quandn
tend vers l’infini et telle que∀x ∈ X |fn(x)− f(x)| ≤ αn.

Proposition 32 fn
UNIF→ f ⇐⇒ pour toute suite(xn) dansX on a lim

n→∞
|fn(xn)− f(xn)| = 0.

4.2 Fonctionsà valeurs dans un espace ḿetrique

Soit fn : X → E une suite de fonctions définies sur un ensembleX, à valeurs dans un espace métrique
(E, d).

Définition 20 On dit que la suite(fn) converge simplement surX, si pour toutx ∈ X, la suite(f(xn)) deE
converge. On pose alorsf(x) = lim

n→∞
fn(x) et on dit que la fonctionf : X → E est la limite simple de la suite

(fn), ce que l’on notefn → f . Par conśequent on a

fn → f ⇐⇒ ∀x ∈ X ∀ε > 0 ∃N ∀n ∈ N (n > N ⇒ d(fn(x), f(x)) < ε).

14
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Définition 21 On dit que la suite(fn) converge uniforḿement surX vers la fonctionf : X → E, ce que l’on

notefn
UNIF→ f , si la suiteµn = sup

x∈X
d(fn(x), f(x)) tend vers 0 quandn tend vers l’infini. Par conśequent on

a
fn

UNIF→ f ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃N ∀x ∈ X ∀n ∈ N (n > N ⇒ d(fn(x), f(x)) < ε)

Proposition 33 fn
UNIF→ f =⇒ fn → f .

Proposition 34 fn
UNIF→ f ⇐⇒ pour toute suite(xn) dansX on a lim

n→∞
d(fn(xn), f(xn)) = 0.

4.3 Critère de Cauchy

4.3.1 Suites de Cauchy dansR ou C

Définition 22 Une suite(un) de nombres ŕeels ou complexes est dite une suite de Cauchy si et seulement si

∀ε > 0 ∃N ∀p ∈ N ∀q ∈ N (p > N et q > N ⇒ |up − uq| < ε)

Proposition 35 Une suite de nombres réels ou complexes est convergente si et seulement si c’est une suite de
Cauchy.

Remarque Cette propríet́e est fausse dansQ : il existe une suite de Cauchy de nombres rationnels qui ne
converge pas dansQ, c’est à dire que la limite de la suite n’est pas rationnelle. Par exemple la suiteun =(
1 + 1

n

)n
de nombre rationnels est une suite de Cauchy, car elle converge verse ∈ R, mais le nombre ŕeele

n’est pas rationnel.

Définition 23 Soitfn : X → R une suite de fonctions.
1. On dit que la suite(fn) est de Cauchy surX, si pour toutx ∈ X, la suite de nombres réels(f(xn)) est une
suite de Cauchy, c’està dire

∀x ∈ X ∀ε > 0 ∃N ∀p ∈ N ∀q ∈ N (p > N et q > N ⇒ |fp(x)− fq(x)| < ε).

2. On dit que la suite(fn) est uniforḿement de Cauchy surX si

∀ε > 0 ∃N ∀x ∈ X ∀p ∈ N ∀q ∈ N (p > N et q > N ⇒ |fp(x)− fq(x)| < ε)

De la proposition 35 on d́eduit le :

Théorème 11 Soitfn : X → R une suite de fonctions. Alors

(fn) converge simplement surX ⇐⇒ La suite(fn) est de Cauchy surX.

On a aussi le

Théorème 12 Soitfn : X → R une suite de fonctions. Alors

(fn) converge uniforḿement surX ⇐⇒ La suite(fn) est uniforḿement de Cauchy surX .

Pour la d́emonstration, supposons d’abord quefn
UNIF→ f . Soitε > 0. Alors il existeN tel que pour toutx ∈ X

et pour toutn ∈ N on ait

n > N ⇒ |fn(x)− f(x)| < ε

2
.

Par conśequent pour tous entiersp et q on a

p > N et q > N ⇒ |fp(x)− fq(x)| ≤ |fp(x)− f(x)|+ |f(x)− fq(x)| < ε

2
+

ε

2
= ε.
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Réciproquement supposons que la suite(fn) est uniforḿement de Cauchy. Alors pour toutx ∈ X la suite de
nombres ŕeels(fn(x)) est de Cauchy. D’après la proposition 35 elle converge vers une limite que l’on note
f(x). En faisant tendreq vers l’infini dans

∀ε > 0 ∃N ∀x ∈ X ∀p ∈ N ∀q ∈ N (p > N et q > N ⇒ |fp(x)− fq(x)| < ε),

on obtient alors
∀ε > 0 ∃N ∀x ∈ X ∀p ∈ N (p > N ⇒ |fp(x)− f(x)| ≤ ε).

Doncfn
UNIF→ f .

4.3.2 Espaces ḿetriques complets

Soit (E, d) un espace ḿetrique.

Définition 24 Une suite(un) dansE est dite une suite de Cauchy si et seulement si

∀ε > 0 ∃N ∀p ∈ N ∀q ∈ N (p > N et q > N ⇒ d(up, uq) < ε)

Proposition 36 Toute suite convergente dans(E, d) est une suite de Cauchy dans(E, d).

La réciproque est fausse dans(Q, | |) comme nous l’avons d́ejà remarqúe. Ceci justifie la d́efinition suivante

Définition 25 Un espace ḿetrique(E, d) est dit complet si et seulement si toute suite de Cauchy dans(E, d)
est une suite convergente dans(E, d).

Exemple(R, | |) et (C, | |) sont complets.(Q, | |) n’est pas complet.

Définition 26 Soitfn : X → E une suite de fonctions.
1. On dit que la suite(fn) est de Cauchy surX, si pour toutx ∈ X, la suite(f(xn)) deE est une suite de
Cauchy, c’est̀a dire

∀x ∈ X ∀ε > 0 ∃N ∀p ∈ N ∀q ∈ N (p > N et q > N ⇒ d(fp(x), fq(x)) < ε).

2. On dit que la suite(fn) est uniforḿement de Cauchy surX si

∀ε > 0 ∃N ∀x ∈ X ∀p ∈ N ∀q ∈ N (p > N et q > N ⇒ d(fp(x), fq(x)) < ε).

On a le

Théorème 13 Soitfn : X → E une suite de fonctions, avec(E, d) un espace ḿetrique complet. Alors

(fn) converge simplement surX ⇐⇒ La suite(fn) est de Cauchy surX.

(fn) converge uniforḿementsurX ⇐⇒ La suite(fn) est uniforḿement de Cauchy surX.

4.4 Norme de la convergence uniforme

Soit(E, ‖ ‖) un EVN surK. SoitB(X, E) le K-espace vectoriel des fonctions bornéesf : X → E définies
sur un ensembleX et prenant leurs valeurs dansE. Montrer que

‖f‖∞ = sup
x∈X

‖f(x)‖

est une norme surB(X, E). On a les ŕesultats suivants

Proposition 37 Soitfn : X → E une suite de fonctions. Alors

(fn) converge uniforḿement surX ⇐⇒ (fn) converge dans(B(X, E), ‖ ‖∞).

(fn) uniformément de Cauchy surX ⇐⇒ (fn) de Cauchy dans(B(X, E), ‖ ‖∞).

Théorème 14 Si (E, ‖ ‖) est complet alors(B(X, E), ‖ ‖∞) est complet.
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4.5 Propriétés des limites de suites

4.5.1 Continuité

Soit(fn) une suite de fonctionsfn : X → F définies surX ⊂ E à valeurs dansF , avec(E, dE) et(F, dF )
des espaces ḿetriques. Soitx0 ∈ X. On a le

Théorème 15 (Continuit́e de la limite) Si les fonctionsfn sont continues enx0 et sifn
UNIF→ f alors la limite

f est continue enx0.

Le résultat est faux si la convergence n’est pas uniforme. Par exemple, la suitefn(x) = xn définie surX = [0, 1]
converge vers la fonction discontinuef , définie parf(x) = 0 si x ∈ [0, 1[ etf(1) = 1.

Pour la d́emonstration il suffit de “couper lesε en trois”. En effet, soitε > 0. Commefn
UNIF→ f , il existen0

tel que

∀x ∈ X ∀n ∈ N
(
n > n0 ⇒ dF (fn(x), f(x)) <

ε

3

)
.

Fixons un entiern > n0. Commefn est continue enx0, il existeδ > 0 tel que

∀x ∈ X
(
dE(x, x0) < δ ⇒ dF (fn(x), fn(x0)) <

ε

3

)
.

Par conśequent pour toutx ∈ X, si dE(x, x0) < δ, alors

dF (f(x), f(x0)) ≤ dF (f(x), fn(x)) + dF (fn(x), fn(x0)) + dF (fn(x0), f(x0)) <
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

On a d́emontŕe que

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ X(dE(x, x0) < δ ⇒ dF (f(x), f(x0)) < ε),

c’està dire quef est continue enx0.

Théorème 16 (Inversion des limites)Supposons que(F, dF ) soit un espace ḿetrique complet. Soita ∈ X. Si

les limiteslim
x→a

fn(x) = ln existent et sifn
UNIF→ f alors la limitel = lim

n→+∞
ln existe et on alim

x→a
f(x) = l. En

d’autres termes on a

lim
x→a

(
lim

n→+∞
fn(x)

)
= lim

n→+∞

(
lim
x→a

fn(x)
)

.

Pour la d́emonstration : comme la suitefn est uniforḿement de Cauchy on a

∀ε > 0 ∃N ∀x ∈ X ∀p ∈ N ∀q ∈ N (p > N et q > N ⇒ dF (fp(x), fq(x)) < ε).

En faisant tendrex versa on obtient

∀ε > 0 ∃N ∀p ∈ N ∀q ∈ N (p > N et q > N ⇒ dF (lp, lq) ≤ ε).

Par conśequent la suite(ln) est de Cauchy dansF . CommeF est complet, elle converge versl ∈ F . Soitε > 0.

Commefn
UNIF→ f , il existen0 tel que

∀x ∈ X ∀n ∈ N
(
n > n0 ⇒ dF (fn(x), f(x)) <

ε

3

)
.

Commeln → l, il existen1 tel que

∀n ∈ N
(
n > n1 ⇒ dF (ln, l) <

ε

3

)
.

Fixons un entiern > max(n0, n1). Commelim
x→a

fn(x) = ln, il existeδ > 0 tel que

∀x ∈ X
(
dE(x, a) < δ ⇒ dF (fn(x), ln) <

ε

3

)
.



CHAPITRE 4. SUITES DE FONCTIONS 18

Par conśequent pour toutx ∈ X, si dE(x, a) < δ, alors

dF (f(x), l) ≤ dF (f(x), fn(x)) + dF (fn(x), ln)) + dF (ln, l) <
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

On a d́emontŕe que
∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ X(dE(x, a) < δ ⇒ dF (f(x), l) < ε),

c’està dire quelim
x→a

f(x) = l.

Exercice Soit (fn) une suite de fonctionsfn :]a,+∞[→ R. On suppose que les limiteslim
x→+∞

fn(x) = ln

existent et quefn
UNIF→ f . Montrer que la limitel = lim

n→+∞
ln existe et que l’on a lim

x→+∞
f(x) = l. En d’autres

termes on a

lim
x→+∞

(
lim

n→+∞
fn(x)

)
= lim

n→+∞

(
lim

x→+∞
fn(x)

)
.

4.5.2 Intégration

Soit (fn) une suite de fonctionsfn : [a, b] → R. On a le

Théorème 17 (Int́egration de la limite) Supposons que lesfn soient continues sur[a, b] et fn
UNIF→ f alors∫ b

a
f(x)dx = lim

n→+∞

∫ b

a
fn(x)dx. En d’autres termes on a

∫ b

a

(
lim

n→+∞
fn(x)

)
dx = lim

n→+∞

(∫ b

a
fn(x)dx

)
.

Comme lesfn sont continues sur[a, b], par le th́eor̀eme 15 la limitef est continue sur[a, b]. Donc l’intégrale∫ b
a f(x)dx existe. On a∣∣∣∣∫ b

a
[fn(x)− f(x)] dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|fn(x)− f(x)| dx ≤ µn(b− a),

où µn = sup
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)|. Or fn
UNIF→ f , doncµn → 0. Par conśequent

∣∣∣∣∫ b

a
fn(x)dx−

∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ b

a
[fn(x)− f(x)] dx

∣∣∣∣→ 0.

Le théor̀eme 17 reste vrai si l’hypothèsefn continues sur[a, b] est remplaćee par l’hypoth̀esefn continue
par morceaux sur[a, b]. Pour s’assurer que l’intégrale de la limite ait un sens, on peut exiger que la limitef est
aussi continue par morceaux sur[a, b]. En effet, on a le

Théorème 18 Supposons que lesfn soient continues par morceaux sur[a, b] et fn
UNIF→ f . Supposons que la

limite f soit continue par morceaux sur[a, b]. Alors
∫ b

a
f(x)dx = lim

n→+∞

∫ b

a
fn(x)dx.

Le théor̀eme n’est pas vrai si la suite de fonction ne converge pas uniformément. Par exemple la suite de
fonctionsfn : [0, 1] → R définies par

fn(x) =
{

0 si 1
n ≤ x ≤ 1 oux = 0,

n si 0 < x < 1
n .

Alors fn → 0, mais la convergence n’est pas uniforme. Par ailleurs∫ 1

0
fn(x) =

∫ 1
n

0
ndx = 1 et

∫ 1

0
f(x)dx = 0.
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4.5.3 D́erivabilit é

Soit (fn) une suite de fonctionsfn : I → R avecI ⊂ R un intervalle ouvert. On a le

Théorème 19 (D́erivation de la limite) Supposons que lesfn soient de classeC1 sur I, quefn → f et que

f ′n
UNIF→ g. Alorsf est de classeC1 sur I et on af ′ = g. En d’autres termes on a(

lim
n→+∞

fn

)′
= lim

n→+∞
(fn)′ .

Par ailleursfn
UNIF→ f sur tout intervalle[a, b] ⊂ I.

RemarqueC’est la convergence uniforme de la suitef ′n qui importe. La convergence uniforme de la suitefn

toute seule ne donne rien. En effet la suitefn(x) = sin(nx)
n converge uniforḿement surR vers 0, mais la suite

des d́erivéesf ′n(x) = cos(nx) n’a pas de limite. D’un autre côté, sous les hypothèses du th́eor̀eme 19 on ne
peut pas esṕerer la convergence uniforme de la suitefn sur tout l’intervalleI, mais seulement sur les parties
fermées et borńees deI. Pour s’en convaincre, considérer la suite de fonctionsfn(x) = arctan x

n définies sur
R.
Pour la d́emonstration : soientx etx0 fixés dansI. On a

fn(x)− fn(x0) =
∫ x

x0

f ′n(t)dt.

Par le th́eor̀eme 17, quandn tend vers+∞, le deuxìeme membre de l’égalit́e tend vers
∫ x
x0

g(t)dt. Par hypoth̀ese
le premier terme tend versf(x)− f(x0). Par l’unicit́e de la limite on a donc

f(x)− f(x0) =
∫ x

x0

g(t)dt.

Par conśequentf ′ = g. Par le th́eor̀eme 15,g est continue surI. Doncf est de classeC1 surI. La convergence
est uniforme sur toute partie[a, b] ⊂ I car

sup
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)| = sup
x∈[a,b]

∣∣∣∣∫ x

a
f ′n(t)dt−

∫ x

a
g(t)dt + fn(a)− f(a)

∣∣∣∣
≤ |b− a| sup

x∈[a,b]
|f ′n(x)− g(x)|+ |fn(a)− f(a)|.

Donc sup
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)| tend vers 0 quandn → +∞.



Chapitre 5

Compacité et compĺetude

5.1 Rappels sur les proríetés des intervalles ferḿes et borńes

Théorème 20 (Th́eorème de Bolzano Weierstrass)Soit [a, b] ⊂ R un intervalle ferḿe et borńe. Toute suite
(xn) dans[a, b] admet une sous-suite(xσ(n)) convergente telle quelim

n→∞
xσ(n) ∈ [a, b].

Pour la d́emonstration on peut utiliser le principe de dichotomie : l’une au moins des moitiés[a, a+b
2 ] ou [a+b

2 , b]
de l’intervalle [a, b] contient une infinit́e de valeurs de la suite(xn). Notons cet intervalle moitié [a1, b1] et
choisissons uńelément de la suitexσ(1) ∈ [a1, b1]. L’une au moins des moitiés [a1,

a1+b1
2 ] ou [a1+b1

2 , b1] de
l’intervalle [a1, b1] contient une infinit́e de valeurs de la suite(xn). Notons cet intervalle moitié [a2, b2] et
choisissons uńelément de la suitexσ(2) ∈ [a2, b2] avecσ(2) > σ(1). En itérant ce proćed́e on construit une
suite d’intervalles emboités[an, bn] et une suite(xσ(n)) telle queσ(n + 1) > σ(n) et an ≤ xσ(n) ≤ bn. Les
suites(an) et (an) sont adjacentes car

an ≤ an+1, bn+1 ≤ an, bn − an =
b− a

2n
.

Par conśequent elle convergent toutes les deux vers la même limitec ∈ [a, b]. On a alors lim
n→∞

xσ(n) = c.

Théorème 21 (Fonctions continues sur un intervalle ferḿe et borné) Soitf : [a, b] → R une fonction conti-
nue. Alors
1. f est borńee et elle atteint ses bornes.
2. f est uniforḿement continue sur[a, b].

5.2 Parties compactes d’un espace ḿetrique

Définition 27 Soit (E, d) un espace ḿetrique. Une partieA ⊂ E est dite compacte si et seulement si toute
suite dansA admet une sous-suite qui converge vers unélémnet deA.
On dit queE est compact si et seulement suE est une partie compacte deE.

ExemplesTout intervalle ferḿe et borńe [a, b] deR est un compact dans(R, | |). L’intervalle ]0, 1] n’est pas
compact (montrer le). L’intervalle[0,+∞[ n’est pas compact (montrer le).

Exercices1. Un EVN(E, ‖ ‖), tel queE 6= {0} n’est pas compact.
2. Soit(xn) une suite convergente dans un espace métrique(E, d). La partie

{xn : n ∈ N} ∪ { lim
n→∞

xn}

est compacte.

Proposition 38 Toute partie compacte d’un espace métrique est ferḿee et borńee.

20
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SoitA une partie compacte de l’espace métriqueE. Montrons queA est ferḿee. Soit(xn) une suite convergente
d’éléments deA. CommeA est compacte, elle admet une sous-suite(xσ(n)), qui converge versx ∈ A. Donc
x = lim

n→∞
xn ∈ A. D’après le th́eor̀eme 3,A est ferḿe.

Montrons queA est borńe. Fixonsx0 dansE. SupposonsA non borńe, alors

∀C > 0 ∃x ∈ A d(x, x0) ≥ C.

En appliquant cette propriét́e àC = n où n est un entier, on obtient uńelémentxn dansA tel qued(x, x0) ≥ n.
CommeA est compact la suite(xn) admet une sous-suite(xσ(n)), qui converge versx ∈ A. Il existen0 tel que
pour toutn ≥ n0 on ad(xσ(n), x) < 1. On en d́eduit donc que pour toutn ≥ n0 on a

d(xσ(n), x0) ≤ d(xσ(n), x) + d(x, x0) < 1 + d(x, x0),

ce qui est absurde card(xσ(n), x0) ≥ σ(n) etσ(n) tend vers l’infini quandn tend vers l’infini.

Proposition 39 Toute partie ferḿee d’un compact est compacte.

SoitA un compact deE et soitB un ferḿe deE. Supposons queB ⊂ A. Soit(xn) une suite dansB. Puisque
B ⊂ A, (xn) est une suite dansA. CommeA est compact, la suite(xn) admet une sous suite qui converge vers
un élémentl ∈ A. CommeB est ferḿee, onl ∈ B. Ainsi toute suite dansB admet une sous-suite qui converge
vers unélément deB. DoncB est compact.

Proposition 40 Le produit de deux compacts est compact.

Théorème 22 L’image d’un compact par une fonction continue est compacte.

Attention, l’image ŕeciproque d’un compact par une fonction continue n’est pas compacte en géńeral.

Théorème 23 SiA ⊂ E etB ⊂ F alors

A×B est compact⇐⇒ A etB sont compacts.

5.3 Fonctions continues sur un compact

Théorème 24 SoitX une partie compacte d’un espace métrique. Soitf : X → R une fonction continue sur
X. Alorsf est borńee et elle atteint ses bornes, c’està dire qu’il existexmin ∈ X etxmax ∈ X tels que

f(xmin) = inf
x∈X

f(x), f(xmax) = sup
x∈X

f(x).

Théorème 25 (Th́eorème de Heine)SoientE etF des espaces ḿetriques. SoitX une partie compacte deE.
Soitf : X → F une fonction continue surX. Alorsf est uniforḿement continue surX.

5.4 Cas de la dimension finie

Proposition 41 Une partie de(Kn, ‖ ‖∞) est compacte si et seulement si elle est fermée et borńee.

Théorème 26 SoitE unK-EVN de dimension finie. Toutes les normes surE sontéquivalentes.

Théorème 27 SoitE un K-EVN de dimension finie. Une partie deE est compacte si et seulement si elle est
fermée et borńee.

Théorème 28 SoientE etF desK-EVN. Soitf : E → F une application lińeaire. SiE est de dimension finie
alorsf est continue.
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5.5 Compĺetude

Rappelons la d́efinition d’une suite de Cauchy. Soit(E, d) un espace ḿetrique.

Définition 28 Une suite(un) dansE est dite une suite de Cauchy si et seulement si

∀ε > 0 ∃N ∀p ∈ N ∀q ∈ N (p > N et q > N ⇒ d(up, uq) < ε)

Proposition 42 1. Toute suite convergente dans(E, d) est une suite de Cauchy dans(E, d).
2. Toute suite de Cauchy dans(E, d) est borńee dans(E, d).
3. Soit(un)n une suite de Cauchy admettant une sous-suite qui converge. Alors la suite(xn) converge vers la
même limite que sa sous-suite.

Soient(E, dE) et (F, dF ) deux espaces ḿetriques. Rappelons que l’application

d : (E × F )2 → R+, définie pard((x1, y1), (x2, y2)) = max(dE(x1, x2), dF (y1, y2))

est une distance surE × F . L’espace(E × F, d) est appeĺe l’espace ḿetrique produit des espaces métriques
(E, dE) et (F, dF ).

Proposition 43 (Suitesà valeur dans un produit) Soit(un) = (xn, yn) une suite dans(E × F, d). Alors

(xn, yn) suite de Cauchy dansE × F ⇐⇒ (xn) suite de Cauchy dansE et (yn) suite de Cauchy dansF.

Définition 29 Soit(E, d) un espace ḿetrique. Une partieA ⊂ E est dite compl̀ete si et seulement si toute suite
de Cauchy dansA est convergente vers unélémnet deA.

Par conśequentE est complet si et seulement siE est une partie complète deE. Un EVN complet est appelé
un espace de Banach.

ExerciceSoientN etN ′ des normes surE. Si N ∼ N ′ et si(E,N) est complet alors(E,N ′) est complet.

Proposition 44 Toute partie complète d’un espace ḿetrique est ferḿee.

SoitA une partie complète de l’espace ḿetriqueE. Montrons queA est ferḿee. Soit(xn) une suite d’́eléments
deA convergente versl ∈ E. Puisque(xn) converge, c’est une suite de Cauchy. CommeA est compl̀ete, la
suite(xn), converge vers uńelément deA. Donc l ∈ A. Ainsi toute suite convergente d’éléments deA a sa
simite dansA. DoncA est ferḿe.

Proposition 45 Toute partie ferḿee d’une partie complète est complète.

SoitA une partie complète deE et soitB un ferḿe deE. Supposons queB ⊂ A. Soit(xn) une suite de Cauchy
dansB. PuisqueB ⊂ A, (xn) est une suite de Cauchy dansA. CommeA est compl̀ete, la suite(xn) converge
vers unélément del ∈ A. CommeB est ferḿee, onl ∈ B. Ainsi toute suite de Cauchy dansB converge vers
un élément deB. DoncB est compl̀ete.

Proposition 46 Toute partie compacte d’un espace métrique est complète.

Soit A une partie complacte deE. Soit (xn) une suite de Cauchy dansA. CommeA est compacte, la suite
(xn) admet une sous-suite qui converge vers unélément del ∈ A. D’après la proposition 42, elle converge elle
même versl. Ainsi toute suite de Cauchy dansA converge vers uńelément deA. DoncA est compl̀ete.

La réciproque de est fausse. En effetR est complet mais non compact.

Théorème 29 SoitA une partie compl̀ete deE et B une partie compl̀ete deF . Leur produitA × B est une
partie compl̀ete deE × F .

Théorème 30 Tout EVN de dimension finie surK = R ouC est complet.
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5.6 CNS de Cauchy d’existence d’une limite pour une fonctioǹa valeurs dans
un espace ḿetrique complet

Soient(E, dE) et (F, dF ) des espaces ḿetriques. SoitX ⊂ E. Soit

f : X → F, x 7→ f(x),

une fonction deX dansF . Soienta ∈ X et l ∈ F . On rappelle quelim
x→a

f(x) = l si et seulement si

∀ε > 0 ∃η > 0 ∀x ∈ X (dE(x, a) < η ⇒ dF (f(x), l) < ε) .

Théorème 31 On suppose queF est complet. Alorslim
x→a

f(x) existe si et seulement si

∀ε > 0 ∃η > 0 ∀x ∈ X ∀x′ ∈ X
(
dE(x, a) < η etdE(x′, a) < η ⇒ dF (f(x), f(x′)) < ε

)
.



Chapitre 6

Approximation uniforme des fonctions

6.1 Approximation uniforme des fonctions continues par morceaux par des
fonctions en escalier

Dans cette sectionE designe un EVN surK = R ou C de dimension finie. On rappelle queE est complet
et que toutes les normes surE sontéquivalentes.

6.1.1 Fonctions en escalier

Soienta etb des nombres réels tels quea < b. On appelle subdivision de[a, b] tout ensemble fini(ai)0≤i≤n

de nombres ŕeels tels que
a = a0 < a1 < · · · < an−1 < an = b.

Définition 30 Une fonctionf : [a, b] → E est dite en escalier si et seulement s’il existe une subdivision
s = (a0, · · · , an) de[a, b] et deśeléments(y0, · · · , yn) ∈ En tels que

∀i ∈ {0, · · · , n− 1} ∀t ∈]ai, ai+1[ f(t) = yi.

Définition 31 Une fonctionf : [a, b] → E est dite continue par morceaux si et seulement s’il existe une
subdivisions = (a0, · · · , an) de [a, b] telle que pour touti ∈ {0, · · · , n − 1} la restriction f |]ai,ai+1[ soit
continue et admette une limiteà gauche enai et une limiteà droite enai+1.

Théorème 32 Soitf : [a, b] → E une fonction continue par morceaux. Il existe une suite(fn) de fonctions en
escaliersfn : [a, b] → E qui converge uniforḿement versf sur [a, b].

Proposition 47 (Théorème de Riemann-Lebesgue)Soitf : [0, 1] → C une fonction continue par morceaux.
Alors

lim
x→+∞

∫ b

a
f(t)eixtdt = 0.

Soit ε > 0. D’après le th́eor̀eme 32, il existe une fonction en escalierg telle que‖f − g‖∞ < ε
2(b−a) .

Consid́erons une subdivisiona = a0 < a1 < · · · < aN = b telle queg(t) = lk pour toutt ∈]ak, ak+1[
et toutk ∈ {0, · · · , N − 1}. Soitx > 0. On a∫ b

a
g(t)eixtdt =

N−1∑
k=0

∫ ak+1

ak

lkeixtdt =
N−1∑
k=0

lk
eixak+1 − eixak

ix
.

Par conśequent ∣∣∣∣∫ b

a
g(t)eixtdt

∣∣∣∣ ≤ N−1∑
k=0

|lk|
2
x
≤ 2NM

x
, où M = max

0≤k≤N−1
|lk| .
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SoitA = 4NM
ε , alors pour toutx > A on a 2NM

x < ε
2 , et donc∣∣∣∣∫ b

a
f(t)eixtdt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ b

a
(f(t)− g(t))eixtdt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ b

a
g(t)eixtdt

∣∣∣∣ < (b− a)‖f − g‖∞ +
2NM

x
<

ε

2
+

ε

2
= ε.

On a montŕe que

∀ε > 0 ∃A > 0 ∀x ∈ R (x > A ⇒
∣∣∣∣∫ b

a
f(t)eixtdt

∣∣∣∣ < ε).

C’està dire lim
x→+∞

∫ b

a
f(t)eixtdt = 0.

6.1.2 Integration des fonctions continues par morceaux

Définition 32 Soite : [a, b] → E une fonction en escalier telle que pour touti ∈ {0, · · · , n − 1} et pour tout
t ∈]ai, ai+1[ on ait e(t) = yi. On appelle int́egrale def sur [a, b] l’ élément

∑n−1
i=0 (ai+1 − ai)yi deE. On le

note ∫
[a,b]

e =
∫ b

a
e =

∫ b

a
e(t)dt =

n−1∑
i=0

(ai+1 − ai)yi.

Théorème 33 Soitf : [a, b] → E une fonction continue par morceaux. Pour toutes les suites(fn) de fonctions

en escaliers sur[a, b] convergeant uniforḿement versf sur [a, b], la suite
(∫ b

a fn

)
converge dansE vers une

même limite, appelée l’intégrale def sur [a, b] et not́ee∫
[a,b]

f =
∫ b

a
f =

∫ b

a
f(t)dt = lim

n→∞

∫ b

a
fn(t)dt.

6.2 Approximation par des polynômes

6.2.1 Polyn̂omes de Bernstein

Soitf : [0, 1] → C une fonction continue.

Définition 33 Le polyn̂ome d́efini, pour toutx ∈ [0, 1], par

Bn(f)(x) =
n∑

k=0

Ck
nf

(
k

n

)
xk(1− x)n−k

est appeĺe polyn̂ome de Bernstein associé à f .

Proposition 48 La suiteBn(f) converge uniforḿement versf sur [0, 1].

6.2.2 Th́eorème de Weierstrass

Théorème 34 Pour toute fonction continuef : [a, b] → C il existe une suite(Pn) de polyn̂omesPn : [a, b] →
C convergeant uniforḿement versf sur [a, b].
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Géoḿetrie, Editions Eska, Paris (2006).

26



Table des matìeres
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3.2.3 Continuit́e sur un ensemble, continuité uniforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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3.3 Applications lińeaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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