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Avertissement ces notes sont la&daction, progressive et provisoire, d'wsung du cours d'es-
paces ratriqgues de d'espaces vectoriels nésrdu L2 Math. Lesttudiants sont invéis a les
compkter en edigeant soigneusement toutes lemdnstrations.



Chapitre 1

Distances et normes

1.1 Deéfinitions
Définition 1 Soit £ un ensemble. On appelle distance #utoute application
d: E* =R, (z,y) — d(z,y),

telle que
(D1) Y(z,y) € E?, d(x,y) = d(y, z).
(D2) Y(z,y) € E%, d(x,y) =0 2 =y.
(D3) VY(z,y,2) € B3, d(x,2) < d(z,y) + d(y, 2).

Un espace @trique est un coupléX, d) ou E est un ensemble dtune distance suf.
Proposition 1 Soit(F, d) un espace #&trique. On a
(D3) V(z,y,2) € E* d(z,y) > |d(z, 2) — d(y, 2)].

Exemple Soit £ un ensemble. L'applicatiod : £ — R définie par

1 si =z
den={y 3§ 27"

est une distance suf, appeée la distance triviale.
Définition 2 Soit E un espace vectoriel sl (K = R ou C). On appelle norme suk toute application
I:E—R" x|z,

telle que
(N1) YAeK,Vz e E, | Az| = [N [|z]].
(N2) Vxe E,||z||=0< 2 =0.
(N3) V(z,y) € B [lz +yll < [zl + [lyl-

Un espace vectoriel no@(EVN) est un coupléFE, || ||) ou E est un espace vectoriel |et| une norme su¥.

Proposition 2 Soit(E, || ||) un EVN. On a
(N3) Y(z,y) € B [lz =yl = [ llz] = Iyl |

Proposition 3 (Distance assoéea une norme) Soit(E, || ||) un EVN. L'application
d: Ex E— R" définie pard(x,y) = ||z — yl,

est une distance sut, appeke la distance assaa la norme|| ||. Elle \€rifie, en plus des conditions (D1),
(D2) et (D3) de la éfinition 1, les propités suivantes :

(D4) VA €K, V(z,y) € E2, d\x, \y) = |A|d(z,y).

(D5) V(z,y,2) € E?, d(z + z,y + 2) = d(z,y).
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Proposition 4 Soit (E,d) un espace &trique. On suppose quE est un espace vectoriel slit et que la
distanced vérifie aussi les conditions (D4) et (D5) de la proposition 3. Alors I'applicatjdh: £ x E — R*
définie par||x|| = d(0, z) est une norme suF. La distance assoeea cette norme est la distande

Remarque La distance trivialel : R? — R définie pour tous: ety dansR pard(z,y) = 1 siz # y et
d(z,z) = 0 n'est asso@ea aucune norme slit car elle ne @rifie pas la conditioifD4).
1.2 Exemples
Normes et distances usuelles si™. Soitn € N*. Les applications
s 25 oo, : K™ — RT,

définies, pour tout = (z1,--- ,x,) € K", par

n n %
el = lasl,  llalla = (Zm\?) C o lalle = max )
k=1 k=1

sont des normes silif”. Les distances ass@egisa ces normes sonéfinies par

1<k<n

1
n n 3
dy(z,y) =D lox —ukl,  da(w,y) = (Zwk —yk!2> ; doo(@,y) = max [z — ykl.
k=1 k=1

La distancel; est appdie la distance de Manhattan. La distadg@st appede la distance euclidienne usuelle
(siK = R)..

Normes de Hlder sur K. Soientn € N* etp € [1, +o00[. L'application

1
n »
I lp: K" — RT, = (21, ,zn) = [z, = (Z‘m‘p> 7
k=1

est une norme suK”. Pour toutr € K™ on a

Jlim [l = o]

Norme usuelles surC([a, b], K). Soienta etb des nombreséels tels que. < b. L'ensembleC([a, b], K) des
fonctions continues suu, b] a valeur dan& est unk-espace vectoriel. Les applications

s 125 1 lloos = €([as B, K) — R,

définies, pour toute fonction continye: [a, b] — K, par

b b 3
||f|!1=/ | f(x)|dz, | fll2 = </ f(x)Pd!E) : [ flloo = sup [f()],

z€[a,b]
sont des normes sdi([a, b], K).
Normes de Hlder sur C([a, b], K). Soitp € [1, +o0[. L'application

b v
Hlp: C(la, 0], K) = R, f = fll, = (/ If(:n)l”dx) ,
est une norme suf([a, b], K). Pour toutf € C([a, b],K) ona

li = 0o
o
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1.3 Suites dans un espace @trique
Soit (E, d) un espace gtrique. Une suite dans est une application
u:N—E, n— u(n) = up,
que 'on note aussiu, )nen-

Définition 3 On dit qu’une suitdu, ),cn de E converge vers udlement € E, et on notelim w,, = [, si et

n—oo

seulement si la suite nwériqued(u,,, 1) converge vers 0. Ainsi

lim u, =1 < lim d(up,l) =0 Ve >03IN € NVn e N(n > N = d(uy,l) <e).

n—oo n—oQ

Proposition 5 (Unicité de la limite) Si une suite dé’ converge vers leslémentd; etl, de F alorsi; = I5.



Chapitre 2

Voisinages, ouverts, fernas

2.1 Boules et voisinages dans un espacetrique
Soit (E, d) un espace gtrique.
Définition 4 Soienta € E etr > 0. On appelle boule ouverte de centret de rayon- la partie suivante dé”
B(a,r)={x € E : d(a,z) <r}.
On appelle boule ferge de centre et de rayornr la partie suivante d&”
Bf(a,r) ={x € E:d(a,z) <r}.
On appelle spbre de centre: et de rayonr la partie suivante de&v
S(a,r) ={z € E:d(a,x) =r}.

Exemples Les boulesB; (0, 7), B2(0,7) et B, (0, ) de centre 0 et de rayon> 0 dansR?, muni des distances
d1, do etd,, sont repesenges par :

7. an 7
° NP “

B1(0,7) B(0,7) Boo(0,7)

Définition 5 Soients € E etV C E. Ondit queV est un voisinage des'’il exister > 0 tel queB(a,r) C V.
On note par/(a) 'ensemble des voisinages de

Proposition 6 (Propriétés des voisinagespoients € E etV unvoisinage de. Alorsa € V et toute partie de
E qui contientV” est aussi un voisinage dePar ailleurs, pour tous voisinagédsg, ..., V,, dea, leur intersection
Vin---NV, estaussi un voisinage de

Proposition 7 (Separation) Soienta € E etb € E tels quea # b. Alors il existe un voisinag& dea et un
voisinageV’ deb tels quel/ NV = (). On dit qu'un espace étrique est 8paré.
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2.2 Ouverts et fermés dans un espace éatrique
Soit (E, d) un espace #&trique.

Définition 6 On dit qu'une partiel/' C FE est un ouvert dé’ si U est un voisnage de chacun de ses points,
c’esta dire
UouvertdeE <V € U,U € V(z) & Ve € U,3r > 0, B(z,r) C U.

On dit queU est un ferrd deE si son com@mentaireE \ U est un ouvert dé.

Exemples Toute boule ouverte d& est un ouvert d&&. En effet, pour toutz € B(a,r) on aB(z,r —
d(a,x)) C B(a,r).
Toute boule ferrée deF est un ferné deE. En effet, pour tout: ¢ B(a,r)onaB(z,d(a,z)—r) C E\B(a,r).

Proposition 8 (Propriétés des ouverts)Soit(E, d) un espace &trique.
(i) ¥ et E sont des ouverts dE.
(i) Toute reunion d’'ouverts dé’ est un ouvert dé.
(iii) Toute intersection finie d'ouverts de est un ouvert dev.

Proposition 9 (Propriétés des ferngs) Soit(E, d) un espace &trique.
(i) ¥ et E sont des ferids deFE.
(i) Toute intersection de ferés deF est un ferrd deFE.
(iii) Toute réunion finie de ferés deFE est un ferré dek.

L'ensemble® = {U C E : U ouvert deE'} des ouverts d’'un espacettnique( E, d) est appedla topologie
de(E,d). Soit(E, || ||) un EVN. Soitd la distance assoeea la norme| ||. La topologie de I'espace étrique
(E,d) est appede aussia topologiede I' EVN (E, || |).

2.3 Normeséquivalentes

Définition 7 Soit E un K-espace vectoriel. Soiefit|| et || ||’ deux normes suk. On dit que|| || et|| || sont
équivalentes et on note|| ~ || ||/, si et seulement si il existe des constantes 0 et 5 > 0 telles que pour
toutz € E on ait

allz]l < [z < Bll=|.

Proposition 10 La relation || || ~ || ||’ est une relation dquivalence (c’esh dire une relation éflexive,
synetrique et transitive) sur 'ensemble des normesBur

Exemple Les normes usuelles skf* sontéquivalentes car pour toute K™ on a

[2lloo < llzll < nllefloo, Nzl < llll2 < Vll2lloo

Remarque Deux normed| || et|| ||" sontéquivalentes suE si et seulement si les ensembles de nomleeksr

[N

cx € E\{0}}, et{

=]

{ ZCGE\{O}}v

[l I

sont bortes. Par corejuent, s'il existe une suite:,, ),y danskt' \ {0} telle que

/ /
tim 12l _ g oy iy 120l

— +OO,
n—o0 [|zn|| =00 |||

alors les norme$ || et|| ||’ ne sont pagquivalentes.
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Exemple Les normeg| ||; et|| ||« surC([0, 1], R) ne sont pagquivalentes. En effet, sdif;,),>1 la suite dans
C([0,1],R) définie par
n(l—nz) si ze€l0,1]

f”(x):{ 0 si x el

Onal|fulli = 4 et fu]ls = n. Par conéquent

Wl

lim = 400
n—o0 || full

Proposition 11 Soit £ un K-espace vectoriel. Soiefjt|| et || ||' deux normes suf. Alors toute suite qui
converge vers 0 dang, || ||), converge aussi vers 0 dafg, || ||'), si et seulement si il existe > 0 tel que
pour toutz € E on ait||z||" < al|z].

Par congquent deux normes ont le€mes suites convergentes vers 0 si et seulement si ellésggivdlentes.

Théoreme 1 Soit E unK-espace vectoriel. Soieft| et|| ||” deux normes suf. SoientO et O’ les topologies
des EVN(E, || ||) et(E, [ [|')- Ona
H~1"eo0=0"

2.4 Intérieur, adhérence

Soit (E, d) un espace gtrique. Soitd C E.

Définition 8 1. On appelle irgrieur de A, et on noteA®, la réunion des parties ouvertes d@eincluses dans
A. Lesélements ded® sont appéeds les points irdrieursa A.

2. On appelle adérence ded, et on note4, I'intersection des parties ferées delZ contenantd. Lesélements
de A sont appeds les points adirentsa A.

3. On appelle frontre deA, et on notefr(A), la partieFr(A) = A\ A°. Lesélements dé'r(A) sont appeds
les points frongre deA.

CommeA° est une eunion d’ouverts, c’est un ouvert. E@alite, A° est le plus grand (au sens de l'inclusion)
ouvert contenu dand. CommeA est une intersection de feés, c’est un ferrd. En Ealit, A est le plus petit
(au sens de linclusion) ferencontenand. CommeFr(A) est une intersection de deux fegm(montrer le!)
c’est un ferng.

Théoreme 2 Pour toute partied de E ettoutz € Eona
E\ A°=FE\ A, E\A=(E\A?°.
Aouverte A= A°, Aferme e A = A.

x € A° & A estun voisinage de.

x € A < Tout voisinage de rencontreA.
Proposition 12 Pour toutes parties! et B de £ on a
A=14, (4°)° = A°.
ACB=ACB, ACB= A°C B°.

AUB=AUB, (ANB)°=A°NnB°
ANBCANB, (AUB)° > A°UB°

Proposition 13 (Caracérisation de I'adhérence en termes de suitespoit (£, d) un espace gtrique. Soit
x € EetA C E. Pour quer € A il faut et il suffit qu’il existe une suite dléments ded qui converge vers.
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ExempleDans un EVN, I'adBrence d’'une boule ouverte de rayon non nul est la boulesfeda néme rayon.
De méme l'interieur d’'une boule fergée est la boule ouverte deéme rayon. On a donc :

B(a,r) = Bf(a,r), et  Bf(a,r)° = B(a,r)
Cette propiéte est fausse erégéral dans un espaceatnique quelconque (donner un contre exemple).

Théoreme 3 Soit (F, d) un espace gtrique. SoitA C E. Pour que la partieA soit fernée il faut et il suffit
gue pour toute suite convergent&i#ments ded, la limite appartiennex A.



Chapitre 3

Suites, limites, continuie

3.1 Suites

3.1.1 Convergence
Soit(E, || ||) EVN. Soit(u,,) une suite dan®&. Rappelons (voir Section 1.3) la notion de convergence.

Définition 9 On dit qu’une suitdu, ), de E converge vers udlement € E, et on notelim w,, = [, Si et

n—oo

seulement si la suite nérique||u,, — [|| converge vers 0. Ainsi
lim u, =1« lim |ju, —I||=0&Ve>03INeNVReNn>N = |u, — 1] <e).
n—00 n—00
Proposition 14 (Unicité de la limite) Si une suite dé’ converge vers leglémentd; etl, de E alorsi; = [s.
Soient(E1, || ||1) et(Es2, || ||2) deux EVN. L'application
||l : Bx x By — RT, définie par||z|| = max(||z1]1, [|z2]|2)

pour toutx = (z1,x2) € Ey X Eo, est une norme su; x Es. L'espace(E; x Ea, | ||) est apped 'EVN
produit des EVNEY, || ||1) et (Ea, || ||2)-

Proposition 15 (Suitesa valeur dans un produit) Soit (u,) = (u15,u2,) Une suite dangE; x Es, || ||).
Soitl = (ll, lz) € B x E5. Alors

lim w, =1 lim u;, =10 et lim uy, = ls.
n—oo n—oo n—oo

Proposition 16 (Propriétés des suites convergentesoit(E, || ||) un EVN. Soientu,,), (v,,) deux suites dans
E. Soit(\,) une suite dan¥. Alors

1 lim u, =1= hm llunll = 12|
n—oo

2. lim u, et hrn Un, eX|Stent:> hrn (un +v,) = hm Uy + hm Uy,
n—oo n—oo

3. lim A\, et lim wu, existent= hm ()\nun) = hrn /\ lim un
n—oo n—oo n—oo n—oo

3.1.2 Valeurs d’adrerence, points d’accumulation
Soit (E, d) espace ratrique. Soit(z,,) une suite dan®’.
Définition 10 On appelle suite extraite (ou sous-suite) de la s(itg) toute suite de la former,,,)) avec
oc:N—N, n— o(n)

strictement croissante. On dit queest une valeur d’adérence de la suitér,,) et on noten € V A(x,,) si et
seulement si = limy, . o T4 (n), OU (T4(,)) €St UNE Suite extraite de la suite,,).
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Proposition 17 Soit(E, d) un espace &trique. Soitx,,) une suite dan¥’. Soita € E. Alors
a € VAx,) < Ve>0VN IneN (n> N&d(up,a) < ¢).

Définition 11 Soit (£, d) un espace gtrique. SoitA C E. Soita € E. On dit quea est un point d’accu-
mulation deA si et seulement si tout voisinage deencontreA en un point diferent dea. On note parA’
I'ensemble des points d’accumulation deAinsi on a

a€ A<= VVeV(a)VNn(A{a})#0.
Proposition 18 Soit(E, d) un espace &trique. SoitA C E. Soita € E. Alors

a€ A" < llexistex, € A\ {a} telquea = lig_l Tp.
n——r+oo

Exercice Soit A C FE. On dit quea € A est un point is@ de A si et seulement si il existe > 0 tel que
B(z,r) N A= {a}. On noteA* 'ensemble des points ised deA. Montrer que

A*UA = A et A*N A =1.

3.2 Limites, continuité
Soient(FE,dg) et(F, dr) des espacesétriques. SoitX C FE. Soit
[iX—F 2w f(2),

une fonction deX dansF'.

3.2.1 Notion de limite

Définition 12 Soienta € X etl € F. On dit que la fonctionf tend versl quandx tend versa et on note
lim f(x) = [ si et seulement si pour toyt > 0 il existen > 0 tel que pour toutr € X la condition

r—a

dp(x,a) < nimpliquedr(f(z),l) < e. Ainsi

lim f(z) =l<=Ve>03In>0Vr € X (dg(z,a) <n=dr(f(z),l) <e).

r—a

En d’autres termes on a aussi

lim f(z) =1l<=Ve>03n>0 f(Bg(a,n)NX) C Br(l,¢).

Remarque Consicrons la fonctiong : X — R définie parg(z) = dr(f(x),l). D’apres la @finition
précdente

limg(z) =0<= Ve >03n >0z € X (dg(z,a) <n = dr(g(z),0) <¢).

r—a

Commeyg(z) > 0 on adgr(g(x),0) = g(z). Par congéquent on a

lim f(z) =1 <= lim dp(f(z),l) =0

r—a r—a

Proposition 19 (Caracérisation de la limite en termes de voisinagespn a

lim f(z) =1 <= VYV € Vp(l) 3U € Vi(a) f(UNX) C V.

r—a

Théoreme 4 (Caracérisation de la limite avec les suites)On a

lim f(x) =1 <= Pour toute suiter,, dansX < lim z, =a= lim f(z,) = l) :
n—oo

r—a n—oo
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Soient(F1, dy) et(Fs, d2) deux espaces @triques. L'application
d: (Fy x Fy)® — R*, définie pard(z, y) = max(di(z1, 1), da(x2, y2))

pour toutz = (z1,x2) ety = (y1,y2) dansF; x Fy, est une distance sif; x Fy. L'espace(F; x Fy,d) est
appeé I'espace rétrique produit des espace&triques(F}, dy) et (Fs, ds).

Proposition 20 (Fonctionsa valeurs dans un produit) Soit f = (f1, f2) une fonction

f: X —F xFy, z— f(z) = (fi(z), fa(x)).
Soitl = (ll,lz) € F1 x Fy. Alors

lim f(z) =1« lim fi(z) = et lim fo(x) = lo.

r—a

Théoreme 5 (Encadrement des limites)Soit X une partie d'un espaceétrique(E, d). Soientf, g, h : X —
R telles quef(z) < g(z) < h(x) pour toutz € X NV, avecV € Vg(a), a € X. Alors

lim f(z) = lim h(z) =1 = lim g(z) = I.

r—a r—a r—a

Théoreme 6 (Composition des fonctionsSoientE, F' et G des espacesétriques. Soitff : X C F — F et
g:Y CF — Gtellesquef(X) C Y. Soientza € X,b €Y etl € G. Alorson a

r—a r—a

lim f(z) =bet limbg(y) =l= limgo f(z)=1.
y—)

Pour cemontrer ce&sultat on va utiliser la cardaisation de la limite en termes de voisinages (Proposition
19). SoitV' € Vg(1). Commelim,_., g(y) = [, il existe W € Vp(b) tel queg(WNY) C V. Comme
limg ., f(z) = b, il existeU € Vg(a) telquef (UNX) C W.Onaaussf(UNX) C f(X) CY,donc
fUNX)cWnY.Parcongquenyo f(UNX)Cg(WNY)CV.

Proposition 21 (Propriétés des limites des fonctiona valeurs dans un EVN) Soit (E, d) un espace #&tri-
que. Soit( F, || ||) un EVN. Soienf, ¢ : X C E — F des fonctions. Alors

L lim f(z) = = lim | f(2)] = ]
2. lim f(x) et lim g(x) existent= lim (f(z) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x).
3. lim f(x) existe= lim Af(z) = A lim f(z).

3.2.2 Continuité en un point

Définition 13 Soita € X. On dit que la fonctionf est continue em si et seulement sf(x) tend versf(a)
guandz tend versz. Ainsi

f continueeru < ;12}1 f(z) = f(a)
& Ve>03dn>0Ve e X (dr(x,a) <n=dp(f(z), f(a)) <e).
En d’autres termes on a aussi
f continue emu <= Ve > 03n > 0 f (Bg(a,n) N X) C Brp(f(a),¢).
Proposition 22 (Caracérisation de la continuité en termes de voisinagespn a
f continue emi <= VYV € Vr(f(a)) U € Ve(a) f(UNX) C V.

Théoreme 7 (Caracérisation de la continuité avec les suitesOn a

f continue erw <= Pour toute suiter,, dans.X ( lim z, =a= lim f(z,) = f(a)> :

n—oo n—oo
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Proposition 23 (Fonctionsa valeur dans un produit) Soit f = (f1, f2) une fonction

f:X—>F1 XFQ, :Er—>f(:c) = (fl(x),fg(:c))

Alors
f continue eru & f; et fy sont continues ea.

Théoreme 8 (Composition des fonctions)SoientE, F' et G des espaces@&triques. Soienf : X C E — F
etg: Y C F — Gtellesquef(X) C Y. Sif est continue em € X, et sig est continue eh = f(a) € Y
alors g o f est continue ean.

Proposition 24 Soit(E, d) un espace g&trique. Soi( F, || ||) un EVN. Soienf, ¢ : X C E — F des fonctions.
Alors

1. f continue erw = || f|| continue eru

2. f etg continues e = f + g continue enu.

3. f continue eru = \f continue enu.

3.2.3 Continuité sur un ensemble, continui& uniforme

Définition 14 On dit que la fonctionf : X ¢ E — F est continue suX si et seulement sfi est continue en
tout pointz € X. On note paiC(X, F') 'ensemble des fonctions continuesXledansF'.

Proposition 25 Soitf : £ — F'. Les trois proprétés suivantes soiquivalentes :
1. f est continue sux.

2. L'image Eciproque parf de tout ouvert dé’ est un ouvert dev.

3. L'image Eciproque parf de tout fernd def’ est un ferrd dekE.

Remarque L'image directe d'une partie ouverte [resp. fé&ej par une application continue peut ne pas
ouverte [resp. feri@e]. Donner des exemples.

Bien entendu, lorsque I'ensemble d’a&e/F est un EVN suiK, d’apres la proposition 24, on obtient que
la somme de deux fonctions continuesXiglansF’ est une fonction continue d€ dansF’, et le produit d'une
fonction continue par un scalaire est une fonction continue. Paéqaest 'ensemblé( X, F') est un espace
vectoriel surk.

La continuié d’une fonction sur un ensemblé se traduit par la propgié
f continue sutX < Vz € X f continue eny
S VreXVe>03In>0Vy e X (dp(z,y) <n=dr(f(x), f(y)) <e).

Le nombren > 0 dont I'existence est affirge ici pend en gréral des mais aussi de. Lorsqu’il ne cepend
pas der € X, on dit que la continu@ est uniforme suk. On pose alors la&finition

Définition 15 On dit que la fonctiory : X C E — F est unifornément continue suk si et seulement si :
Ve>03dn>0Ve € XVy e X (dp(z,y) <n=dpr(f(x), f(y)) <e).
Proposition 26 Si f est unifornément continue suk alors f est continue sux.

La réciproque est fausse. En effet, la fonction— 22 est continue suR. Soitn > 0. Posonsr = = et
y:%—i—g.AlorS\x—y\ <net
2

|x2—y2\:1—|—%>1.

On a monte que

1 1
35:1Vn>03x:—3y27+g (|x—y\<net\x2—y2|25),
n n

ce qui montre que — 22 n'est pas uniforrament continue.

Proposition 27 (Composition des fonctions)SoientE, F' et G des espacesé&triques. Soienf : X C F —
Fetg:Y C F — Gtellesquef(X) C Y. Sif estunifornement continue suk, et sig est unifornément
continue sury” alors g o f est uniforn@ment continue suk.
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3.2.4 Honeéomorphismes, isoratries
Soient(E, dg) et (F, dr) des espacesétriques. Soienk C FetY C F.

Définition 16 On dit quef : X — Y est un horaomorphisme sj est bijective et sf est continue suX et
f~! est continue su¥". On dit queX est hordomorph& Y s'il existe un horaomorphismef : X — Y.

Proposition 28 Si f : X — Y est un horaomorphisme alorg~! : Y — X est un homemorphisme. Si
f:X —-Yetg:Y — Z sontdes ho@omorphismes alorg o f : X — Z est un horaomorphisme.
L'application identie Idy : X — X est un horaomorphisme.

Par congquent, la relation&tre honéomorphe” est une relation&tjuivalence. Oné&hbuit de cette proposition
gue I'ensemble des ha@omorphismes d& sur lui meme est un groupe pour la composition des applications.
On a le ésultat suivant, dont laginonstration est difficile

Théoreme 9 (Brouwer) SoientX un ouvert deR™ etY un ouvert deéR™, munis de leurs topologies usuelles.
Si X est hondomorphaa Y alorsn = m.

Définition 17 On dit quef : X — Y est une isometrie si f est bijective et si pour tous ety dansX on a

Proposition 29 Sif : X — Y estune isof@trie f~' : Y — X estune isof@trie. Sif : X — Yetg:Y — Z
sont des isogtries alorsg o f : X — Z est une isot@trie. L’application identié /dx : X — X est une
isonetrie.

On céduit de cette proposition que I'ensemble des isties deX sur lui meme est un groupe pour la com-
position des applications. Toute isétrie est un ho@morphisme, mais laéciproque est fausse (donner un
exemple).

3.3 Applications linéaires

3.3.1 Continuité d’'une application linéaire
Soient(E, || ||g) et(F, || ||r) des EVN suiK. Soit
f:E—F, z— f(2),
une application libaire deF dansF'.

Théoreme 10 Les proprétes suivantes so@quivalentes :
1. f estcontinueed € £

2.dM >0Vx € E ||f(z)||lr < M||z| £.

3. f est continue Suk.

Montrons quel = 2. Commef est continue en, il existen > 0 tel que

VueE (Jlule <n=[fulr<1).

Soitz € E\ {0}. Soitu = W‘T Comme||ullg = n, ona|f(u)||r < 1.Or, par lirearie f(u) = —— f(x).

Donc||f(z)|[r < ; |lz[lz- Ainsi M = . convient.
Montrons que2 = 3. Soite > 0 et soitn = 7. Alors, pour tous: ety dansE, par linearié, on a

|z —yle <n=1f(z)=FfWlr=Ifx—-ylr < Mlz—-yllz <Mn=e.

Par congquentf est unifornément continue (et donc continue) dur
Montrons que3 = 1. Commef est continue suk elle est continue en tout point de et en particulier en
0€E.
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3.3.2 Norme d’'une application lineaire

On note parL(E, F') 'ensemble des applications &aires continues d& dansF. D’aprés la proposi-
tion 24, 'ensemble (X, F') est un espace vectoriel skt Nous allons éfinir une norme sur cet espace. Soit
f € L(E, F). D'apres la condition 2 du #oeme pecedent, la partie d& définie par

{Hf(fc)”F:er\{O}}

(Edp>

est majoee. Donc elle admet une borne gupure note

X
e E~{0} ||£E”E

On c&finit ainsi (montrer le) une norme sdfE, F') appeée norme subordoie aux normeg ||z et|| || 7.

Proposition 30 Soit £ un K-espace vectoriel. Soiefit|| et || ||’ deux normes suf. SoientO et O’ les to-
pologies (c’esta dire I'ensemble des ouverts) des EVHN, || ||) et (E, || ||’). Les proprétes suivantes sont
équivalentes :

L~

2.0=0

3.Idg: (E, || |]) = (E,|| |I') etldg : (E,| |I') — (E, | ||) sont continues.

Pour la @monstration, on sait&ja (voir Theoeme 1) quel < 2. Montrons quel < 3. Puisqueldg est
une application libaire deF dansFE, d’apres le tleome 10, la continui des applicationddy : (E, || ||) —
(E, || ") etldg : (E,|| |I') — (E,| ||) équivauta I'existence de deux constantks > 0 et L > 0 telles que
pour toutz dansE on ait||z||” < M||z| et| x| < L|jz|'. Par congquent, on a

1
Ja =5 30=MVz e Ealz| < |z|" < Bllall <= I ~ ]I

Exercice SoientE, F' et G des EVN. Soienff € L(E, F) etg € L(F,G). Montrer quego f € L(E,G) et
llgo fII < llgll I F1-



Chapitre 4

Suites de fonctions

4.1 Fonctionsa valeurs reelles

Soit f,, : X — R une suite de fonctionsafinies sur un ensemblg, a valeurs danRg.

Définition 18 On dit que la suitg f,,) converge simplement su¥, si pour toutz € X, la suite de nombres
réels(f(zy,)) converge. On pose alorg(x) = lim f,(x) et on dit que la fonctiorf : X — R est la limite
n—oo

simple de la suit¢f,,), ce que I'on notef,, — f. Par cong&quent on a
fn—=f<<=VreXVe>03INVneN(n>N=|fulzx)— flz)] <e).

Définition 19 On dit que la suitd f,,) converge uniforrament sutX vers la fonctionf : X — R, ce que 'on
note f,, UNIE f, sila suiteu,, = sup | f,(z) — f(z)| tend vers 0 quand tend vers I'infini. Par consquent on
zeX

a

fo N e Ve > 0INVZz € XV EN (> N = [fu(z) — f(2)] <€)

Proposition 31 f, UNIE f=fm—-"7

La réciproque est fausse. En effet la suite de fonctifis) = =™ converge simplement s = [0, 1] vers la
fonction f(x) = 0. La convergence n’est pas uniforme car

sup | fn(z) — f(z)| = sup 2" =1.
rzeX z€[0,1]

Remarque Pour cemontrer la convergence uniforme, il suffit de trouver une sujtgui tend vers 0 quand
tend vers l'infini et telle qu&z € X |f,,(z) — f(z)] < an.

Proposition 32 f, UnE f <= pour toute suitéx,,) dansX on a lim |f,(z,) — f(zy)| = 0.
n—oo

4.2 Fonctionsa valeurs dans un espace #atrique

Soit f,, : X — E une suite de fonctionséfinies sur un ensembl¥, a valeurs dans un espacétmique
(E,d).

Définition 20 On dit que la suitd f,,) converge simplement su¥, si pour toutx € X, la suite(f(z,,)) de E
converge. On pose alof§x) = lim f,(z) etondit que la fonctiorf : X — E est la limite simple de la suite
n—oo

(fn), ce que I'on notef,, — f. Par congquent on a

o= <= VreXVe>03INVneN (>N =d(f.(z), f(z)) <e).

14
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Définition 21 On dit que la suit€ f,,) converge uniforiament sutX vers la fonctionf : X — E, ce que 'on

note f,, UNIE f, sila suitep,, = sup d(fn(z), f(x)) tend vers 0 quand tend vers l'infini. Par consquent on

zeX
a

fo B f = Ve > 03N Ve € XVneN (n> N = d(fu(z), f(z) <e)

Proposition 33 f, UNE f=Mm—-1r

Proposition 34 f,, pAlY f <= pour toute suitéz,,) dansX on a lim d(f,(zy), f(z,)) = 0.

4.3 Critere de Cauchy

4.3.1 Suites de Cauchy danR ou C

Définition 22 Une suite(u,,) de nombresé&els ou complexes est dite une suite de Cauchy si et seulement si
Ve >03INVpeNVgeN(p>Netg>N = |uy, —uy <e)

Proposition 35 Une suite de nombregels ou complexes est convergente si et seulement si c’est une suite de
Cauchy.

Remarque Cette propiéte est fausse darg : il existe une suite de Cauchy de nombres rationnels qui ne
converge pas dan@, c’esta dire que la limite de la suite n’est pas rationnelle. Par exemple la syite

(1 + %)" de nombre rationnels est une suite de Cauchy, car elle converge wel mais le nombreéel e
n'est pas rationnel.

Définition 23 Soit f,, : X — R une suite de fonctions.
1. On dit que la suité f,,) est de Cauchy suk, si pour toutr € X, la suite de nombreseels(f(z,)) est une
suite de Cauchy, c'estdire

Ve XVe>03INVpeNVgeN(p>Netg>N = |fp(z) — fo(x)] <e).
2. On dit que la suit€ f,,) est unifornément de Cauchy Su¥ si

Ve >03dNVz e XVpeNVgeN(p>Netg>N =|fp(z) — fo(x)] <e)
De la proposition 35 oné&tuit le :
Théoreme 11 Soit f,, : X — R une suite de fonctions. Alors

(fn) converge simplement sif < La suite(f,,) est de Cauchy suk.
On a aussi le

Théeoreme 12 Soit f,, : X — R une suite de fonctions. Alors

(fn) converge uniforrament sutX <= La suite(f,,) est unifornément de Cauchy sur .

Pour la &monstration, supposons d’'abord queUEF f. Soite > 0. Alors il existe N tel que pour tout € X

et pour toutn € N on ait
g
n>N=|fulz) - f@)] < 3

Par congquent pour tous entiepsetg on a

p>Netg> N = @) = (@) < |fe) = f@)|+|f(x) — fua)| < 5 + 5 ==
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Réciproquement supposons que la syjtg) est unifornement de Cauchy. Alors pour toute X la suite de
nombres eels(f,(z)) est de Cauchy. D’aps la proposition 35 elle converge vers une limite que I'on note
f(x). En faisant tendre vers l'infini dans

Ve>03INVz e XVpeNVgeN(p>Netg>N = |fp(z) — fo(x)] <e),

on obtient alors
Ve >03dNVz e XVpeN(p>N = |fp(x) — f(z)| <e).

Donc f,, UNIE f.

4.3.2 Espaces rietriques complets
Soit (E, d) un espace #&trique.
Définition 24 Une suite(u,,) dansE est dite une suite de Cauchy si et seulement si
Ve >03INVpeNVgeN(p>Netg>N = d(upy,ug) <e¢)
Proposition 36 Toute suite convergente daf8, d) est une suite de Cauchy dafis, d).
La réciproque est fausse daff3, | |) comme nous I'avonsé&ja remargé. Ceci justifie la éfinition suivante

Définition 25 Un espace rtrique (E, d) est dit complet si et seulement si toute suite de Cauchy dans)
est une suite convergente d&is, d).

Exemple(R, | |) et(C, | |) sont complets(Q, | |) n’est pas complet.

Définition 26 Soit f,, : X — FE une suite de fonctions.
1. On dit que la suité f,,) est de Cauchy suk, si pour toutz € X, la suite(f(x,)) de E est une suite de
Cauchy, c’esa dire

Ve e XVe>03INVpeNVgeN (p> Netg>N=d(fp(z), fe(z)) <e).
2. On dit que la suité f,,) est unifornément de Cauchy suf si
Ve >03INVz e XVpeNVge N (p> Netg>N=d(fp(z), fe(z)) <e).
Onale
Théoreme 13 Soit f,, : X — F une suite de fonctions, ave&', d) un espace g&trique complet. Alors
(fn) converge simplement sl < La suite( f,,) est de Cauchy suk.

(fn) converge uniforamentsutX <= La suite( f,,) est unifornément de Cauchy su¥.

4.4 Norme de la convergence uniforme

Soit(E, || ||) un EVN surK. SoitB(X, E) le K-espace vectoriel des fonctions beesf : X — E définies
sur un ensembl& et prenant leurs valeurs dahs Montrer que

[flloo = sup I1f ()]
est une norme sus(X, E). On a les ésultats suivants
Proposition 37 Soit f,, : X — E une suite de fonctions. Alors
(fn) converge uniforament sutX <= (f,,) converge dansB(X, E), || ||oo)-
(fn) uniformément de Cauchy suf <= (f,,) de Cauchy dan§B3(X, E), || ||c)-
Théoreme 14 Si(E, || ||) est complet alor$B(X, E), || |l«) €St complet.
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4.5 Propriétés des limites de suites

45.1 Continuite

Soit( f,) une suite de fonction§, : X — F' définies sutX C E avaleurs dan$’, avec(E, dg) et(F, dr)
des espacesétriques. Soiry € X. Onale

Théoreme 15 (Continuii de la limite) Siles fonctiong,, sont continues en et si f,, UNiE f alors la limite
f est continue em.

Le résultat est faux si la convergence n’est pas uniforme. Par exemple, |# suije= =" définie surX = [0, 1]
converge vers la fonction discontinyiedéfinie parf(z) = 0 siz € [0, 1[ et f(1) = 1.
UNIF

Pour la é@@monstration il suffit de “couper lesen trois”. En effet, soit > 0. Commef,, — f, il existeng
tel que

Vo e X VneN <n > no = dp(fu(2), f(z)) < %) .

Fixons un entien, > ny. Commef,, est continue emny, il existed > 0 tel que

Vi€ X (dE(:E,xo) <8 = dp(fol@), fa(zo)) < %) .

Par congquent pour tout € X, sidg(x,zg) < d, alors

dp(f (@), f(x0)) < dp(F(@), ful@)) + dr(fal@). fa(20) +dp(fuleo). flz0)) < 5+ 5+ 5 =<

On a cemonté que
Ve > 036 >0V € X(dg(z,z0) < = dr(f(x), f(x0)) <€),
c’esta dire quef est continue eny.

Théoréme 16 (Inversion des limites)Supposons qu@, d) soit un espace atrique complet. Soit € X. Si

les limiteslim f,(z) = [,, existent et sf,, UNIE f alorslalimitel = lim [, existe eton dim f(z) =[. En
r—a r—a

n——+o00o

d’autres termes on a

Tr—a \ n—-4o00 n—4oo \r—a

lim ( lim fn(af)> = lim (lim fn(x)> .
Pour la @monstration : comme la suifg est unifornement de Cauchy on a
Ve >03INVz e XVpeNVgeN(p>Netg>N=dr(fp(z), fy(x)) <e).
En faisant tendre versa on obtient
Ve >03INVpeNVgeN(p>Netg>N=dp(ly,l;) <e).

Par congéquent la suitél,,) est de Cauchy dar’s. CommeF est complet, elle converge vérs F. Soite > 0.

UNIF , . .
Commef, — f, il existeng tel que

Vee XVneN (n > ng = dr(fu(x), f(x)) < %) :

Commel,, — [, il existen; tel que

Vn e N (n>n1:dp(ln,l) < %)

Fixons un entier, > max(ng,n1). Commelim f,(z) = [, il existed > 0 tel que

r—a

Vo e X (dE(x,a) <5 = dp(fu(z),ln) < %) .
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Par congquent pour tout € X, sidg(z,a) < ¢, alors
dr(f(@),0) < dp(f(@), fal@)) + dr(fa@), 1) +dp(la, ) < S + 5+ 5 = 2.
On a cemonté que
Ve >030 >0Ve € X(dg(x,a) < d = dr(f(x),l) < e),

c’esta dire quelim f(z) =I.

r—a
Exercice Soit (f,,) une suite de fonctiong,, :Ja,+oco[— R. On suppose que les Iimiteslir}ra fulz) =1,
T—T00

existent et qug, phl f. Montrer que la limitd = lim [, existe et que I'on alir+n f(x) = 1. En d’autres
T—1T00

n—-+o0o
termes on a

lim <lim fn(x)>: lim <1im fn(x)>.

T—+00 \ N——+00 n—-+oo \ x—-+4o00

4.5.2 Intéegration
Soit (f,,) une suite de fonctiong, : [a,b] — R.Onale

Théoreme 17 (InEgration de la limite) Supposons que les, soient continues su, b] et f, UNiE f alors

b b
/ f(z)dx = lim fn(z)dz. En d’autres termes on a

n—+oo J,
b b
/a (ngrfoo fn(a:>) de = lm_ ( / fn(:c>dm> -

Comme lesf,, sont continues sy, b], par le tleoeme 15 la limitef est continue sufa, b]. Donc l'intégrale
f;’ f(x)dz existe. On a

b b
/ Unle) — f(a)] da| < / Fule) — ()| di < pn(b— a),

oU piy, = sup |fn(z) — f(2)|. OF fp pAlY f, doncu,, — 0. Par congéquent

z€[a,b]
b b
/fn(x)dx—/ f(z)dzx

Le theoeme 17 reste vrai si 'hypo#isef,, continues sufa, b] est remplaée par I'hypotesef, continue
par morceaux sum, b]. Pour s’assurer que l'iegrale de la limite ait un sens, on peut exiger que la linfiest
aussi continue par morceaux surb|. En effet, on a le

b
[ 1) = s@ | 0.

Théoreme 18 Supposons que lg$, soient continues par morceaux dur b] et f,, UNiE f. Supposons que la

b b
limite f soit continue par morceaux si, b]. Alors/ f(z)dz = lirf / fn(z)dz.

Le theoeme n’est pas vrai si la suite de fonction ne converge pas uréfoent. Par exemple la suite de
fonctionsf,, : [0, 1] — R définies par

0 si L<z<louz=0,
n osi 0<z<i

i) = {

Alors f,, — 0, mais la convergence n’est pas uniforme. Par ailleurs

/Olfn(x):/oindle ot /Olf(a:)dmzo.
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4. 5.3 [Cerivabilit e

Soit (f,,) une suite de fonctiong, : I — R avecl C R un intervalle ouvert. On ale

Théoreme 19 (Cerivation de la limite) Supposons que le, soient de classé! sur I, que f, — f et que

1 UNIF g. Alors f est de classé! surI eton af’ = g. En d’autres termes on a

/
. _ . /
(i o) =t )
UNIF

Par ailleurs f,, — f sur tout intervallefa, b] C I.

Remarque C’est la convergence uniforme de la suffequi importe. La convergence uniforme de la suite
toute seule ne donne rien. En effet la suitgr) = % converge uniforrament suiR vers 0, mais la suite
des eriveesf/ (x) = cos(nz) n'a pas de limite. D’un autredté, sous les hypoéses du thoeme 19 on ne
peut pas esrer la convergence uniforme de la suftesur tout I'intervallel, mais seulement sur les parties
fermées et borées dé. Pour s’en convaincre, congicer la suite de fonctiong, (x) = arctan - définies sur
R.

Pour la @monstration : soient etz fixés dand. On a
Ful@) = o) = [ falt.
o

Par le tieoeme 17, quand tend verstoo, le deuxeme membre deé&galié tend versfgf0 g(t)dt. Par hypotkse
le premier terme tend ver§x) — f(x(). Par l'unici& de la limite on a donc

@)~ fan) = [ " g(tdr.

Par congquentf’ = g¢. Par le tieome 154 est continue suf. Donc f est de class€! surl. La convergence
est uniforme sur toute partje, b] C I car

sup [ful@) — f@@) = sup /xm)dt— /Ig(t)dtJrfn(a)—f(a)
z€a,b] z€lab] [Va a

b—al sup |f,(z) —g(z)| + |fu(a) — f(a)|-

z€la,b

IN

Donc sup |f,(x) — f(x)| tend vers O quand — +oo.
z€[a,b]



Chapitre 5

Compacite et compktude

5.1 Rappels sur les proréetes des intervalles ferngs et borres

Théoreme 20 (THeoréme de Bolzano Weierstrass)Soit [a, b] C R un intervalle ferné et borré. Toute suite
(7,,) dansa, b] admet une sous-suite,(,)) convergente telle quéim =, € [a, b].
n—oo

Pour la @monstration on peut utiliser le principe de dichotomie : 'une au moins desasjait“+®] ou [%2, b]
de lintervalle [a, b] contient une infin& de valeurs de la suiter,,). Notons cet intervalle mo#i|a;, b;] et
choisissons u@lément de la suite () € [a1,b1]. Lune au moins des moés[a1, atbi] oy [213b1 b, de
l'intervalle [a;, b1] contient une infinié de valeurs de la suiter, ). Notons cet intervalle mo#i[as, bo] et
choisissons u@lement de la suite,(y) € [az2,b2] avecs(2) > o(1). En iterant ce progde on construit une
suite d'intervalles embas|a,, b,] et une suit€z,,,) telle ques(n + 1) > o(n) eta, < x4, < by. Les
suites(a,,) et (a,) sont adjacentes car

b—a
on -

an < Gpil, bn+1 < Gn, bp — an =

Par congquent elle convergent toutes les deux versgan@ limitec € [a, b]. On a alorslim z,(,) = c.

n—oo

Théoreme 21 (Fonctions continues sur un intervalle ferra et borné) Soitf : [a,b] — R une fonction conti-
nue. Alors

1. f est borree et elle atteint ses bornes.

2. f est unifornément continue sy, b].

5.2 Parties compactes d’'un espace @trigue

Définition 27 Soit (F,d) un espace #&trique. Une partieA C E est dite compacte si et seulement si toute
suite dansA admet une sous-suite qui converge vergl@mnet ded.
On dit queE est compact si et seulementBLest une partie compacte de

ExemplesTout intervalle ferng et bor@ [a, b] de R est un compact dang®, | |). Lintervalle |0, 1] n’est pas
compact (montrer le). Lintervall@, +oo[ n’est pas compact (montrer le).

Exercicesl. Un EVN(E, || ||), tel queE # {0} n’est pas compact.
2. Soit(x,,) une suite convergente dans un espaétrique(E, d). La partie

{z, :n e N}U{ lim z,}
n—oo
est compacte.

Proposition 38 Toute partie compacte d’un espaceétnique est ferrae et borge.

20
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Soit A une partie compacte de I'espacétnigueE. Montrons qued est fernée. Soitx,,) une suite convergente
d’elements ded. CommeA est compacte, elle admet une sous-sitg,,) ), qui converge vers € A. Donc
T = hm x, € A. D'apres le tlieoeme 3,4 est ferng.

Montrons queA est bor®. Fixonsry dansE. Supposonsgi non borrg, alors
VC > 03z € Ad(x,x9) > C.

En appliquant cette prog@te aC' = n oun est un entier, on obtient Wwémentz,, dansA tel qued(z, zg) > n.
CommeA est compact la suiter,,) admet une sous-suite,,(,,)), qui converge vers € A. Il existen, tel que
pour toutn > ng on ad(x,(,),z) < 1. On en @duit donc que pour tout > ng on a

d(Ty(n), T0) < d(Tg(p), ) + d(z,70) <1+ d(z,70),
ce qui est absurde cdfz, ), r0) > o(n) eto(n) tend vers l'infini quanch tend vers l'infini.
Proposition 39 Toute partie ferrae d’un compact est compacte.

Soit A un compact dé et soitB un fermé deE. Supposons qu8 C A. Soit(z,,) une suite dan$. Puisque

B C A, (zy,) est une suite dand. CommeA est compact, la suiter,,) admet une sous suite qui converge vers
unélementl € A. CommeB est fernee, onl € B. Ainsi toute suite dan$ admet une sous-suite qui converge
vers unélement deB. Donc B est compact.

Proposition 40 Le produit de deux compacts est compact.
Théoreme 22 L'image d’un compact par une fonction continue est compacte.

Attention, I'image eciproque d’'un compact par une fonction continue n’est pas compactneral

Théeoreme 23SiA C EetB C F alors

A x B est compact= A et B sont compacts

5.3 Fonctions continues sur un compact

Théoreme 24 Soit X une partie compacte d’'un espacé&tmque. Soitf : X — R une fonction continue sur
X. Alors f est borree et elle atteint ses bornes, c'@dllire qu'il exister,i, € X etxnax € X tels que

f(fzmln) = inf f( ) f(xmax) = sup f(.%‘)

reX zeX

Théoreme 25 (Theoreme de Heine)SoientE et I’ des espaces@riques. SoitX une partie compacte de.
Soitf : X — F une fonction continue suX. Alors f est unifornément continue suk'.

5.4 Cas de la dimension finie
Proposition 41 Une partie dg K", || ||o) €St compacte si et seulement si elle est &t boree.
Théeoreme 26 Soit £ un K-EVN de dimension finie. Toutes les normesB@wontéquivalentes.

Théoreme 27 Soit E un K-EVN de dimension finie. Une partie deest compacte si et seulement si elle est
fermée et borge.

Théeoreme 28 SoientE et F' desK-EVN. Soitf : E — F une application lieaire. SiE est de dimension finie
alors f est continue.
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5.5 Compktude

Rappelons la &finition d’une suite de Cauchy. SGiE, d) un espace &trique.

Définition 28 Une suite(u,,) dansE est dite une suite de Cauchy si et seulement si
Ve >03INVpeNVgeN(p>Netg>N = d(upy,ug) <e¢)

Proposition 42 1. Toute suite convergente da(is, d) est une suite de Cauchy daf1s, d).

2. Toute suite de Cauchy dafB, d) est borree dang E, d).

3. Soit(u, ), une suite de Cauchy admettant une sous-suite qui converge. Alors ldssyiteonverge vers la
méme limite que sa sous-suite.

Soient(E, dg) et(F, dr) deux espaces @triques. Rappelons que I'application
d: (E X F)2 - R+7 déflnle pard((xl)y1)7 (1‘23y2)) — maX(dE(‘Tl, :EQ)? dF(?/h?JZ))

est une distance st x F. L'espace(E x F,d) est appe# I'espace ratrique produit des espace®iriques
(E, dE) et (F, dF)

Proposition 43 (Suitesa valeur dans un produit) Soit(u,) = (x,,y,) Uune suite danskE x F,d). Alors
(zn,yn) suite de Cauchy dans x F' <> (x,,) suite de Cauchy dans et (y,,) suite de Cauchy dan.

Définition 29 Soit(E, d) un espace gtrique. Une partieAd C E est dite comglte si et seulement si toute suite
de Cauchy dangl est convergente vers @wémnet deA.

Par congquentE est complet si et seulementBiest une partie comgte deF. Un EVN complet est appel
un espace de Banach.

Exercice SoientN et N’ des normes suE. SiN ~ N’ et si(E, N) est complet alor§E, N') est complet.
Proposition 44 Toute partie comgite d’un espace @trique est ferrae.

Soit A une partie comggite de I'espace étriqueE. Montrons qued est ferngée. Soit(z,,) une suite délements
de A convergente vers € E. Puisque(z,,) converge, c'est une suite de Cauchy. Cominest compte, la
suite(x,,), converge vers uglément ded. Doncl € A. Ainsi toute suite convergente&éments ded a sa
simite dansA. Donc A est ferne.

Proposition 45 Toute partie ferrae d’une partie comple est comgite.

Soit A une partie comgte deF et soitB un fermé deE. Supposons quB C A. Soit(x,,) une suite de Cauchy
dansB. PuisqueB C A, (x,) est une suite de Cauchy daAsCommeA est compkte, la suit€x,,) converge
vers unéléement dd € A. CommeB est ferngée, onl € B. Ainsi toute suite de Cauchy da@sconverge vers
unélement deB. Donc B est compéte.

Proposition 46 Toute partie compacte d’un espaceétnique est comgte.

Soit A une partie complacte dB. Soit (x,,) une suite de Cauchy dank CommeA est compacte, la suite
(z,,) admet une sous-suite qui converge vergliément dd € A. D’apres la proposition 42, elle converge elle
méme verd. Ainsi toute suite de Cauchy darlsconverge vers ualement ded. Donc A est compéte.

La réciproque de est fausse. En effeest complet mais non compact.

Théoreme 29 Soit A une partie comgite deE' et B une partie comgite deF'. Leur produitA x B est une
partie compéte deE x F.

Théoreme 30 Tout EVN de dimension finie siir= R ou C est complet.
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5.6 CNS de Cauchy d’existence d’une limite pour une fonctioa valeurs dans
un espace natrique complet

Soient(E, dg) et (F, dr) des espacesétriques. SoitX C E. Soit
fiX—F  xe f(a)
une fonction deX dansF'. Soienta € X et/ € F. On rappelle qu%igé f(x) = [ si et seulement si
Ve>03n>0Vx e X (dp(z,a) <n=dp(f(z),l) <e).

Théoreme 31 On suppose qué' est complet. Alordim f(x) existe si et seulement si
r—a

Ve>03n>0Ve e XVa' € X (dg(z,a) <netdg(z',a) <n=dp(f(z), f(z') <e).



Chapitre 6

Approximation uniforme des fonctions

6.1 Approximation uniforme des fonctions continues par morceaux par des
fonctions en escalier

Dans cette sectioR’ designe un EVN suK = R ou C de dimension finie. On rappelle queest complet
et que toutes les normes skirsontéquivalentes.
6.1.1 Fonctions en escalier

Soienta etb des nombresgels tels que < b. On appelle subdivision de, b] tout ensemble finfa;)o<i<n
de nombreséels tels que
a=ayp< a1 << ap_1<ap=n>o

Définition 30 Une fonctionf : [a,b] — E est dite en escalier si et seulement s'il existe une subdivision
s=(ag," - ,ay) dela,b] et destlementgyo, - - - ,y,) € E™ tels que

Vie {0, - ,n—1} Yt €la, air1] f(t) = .
Définition 31 Une fonctionf : [a,b] — E est dite continue par morceaux si et seulement s'il existe une
subdivisions = (ao, - ,a,) de [a,b] telle que pour tout € {0,---,n — 1} la restriction f|y,, 4,,,[ SOIt

continue et admette une limidegauche em; et une limitea droite ena; 1.

Théoreme 32 Soit f : [a,b] — E une fonction continue par morceaux. Il existe une sgftg de fonctions en
escaliersf, : [a,b] — E qui converge unifor@ment vers sur[a, ].

Proposition 47 (Theoreme de Riemann-Lebesguepoit f : [0, 1] — C une fonction continue par morceaux.

Alors ,
lim / f(t)e™dt =0
Tr——+00 a

Soite > 0. D’apres le tleoeme 32, il existe une fonction en escaligtelle que||f — gl < ﬁ
Consicerons une subdivision = ap < a; < --- < ay = b telle queg(t) = i pour toutt €|ay, art1]
ettoutk € {0,--- , N — 1}. Soitz > 0.On a

1:1:ak+1 _ 1xak
/ Jelrtdt = Z / lpe'®tdt = sz
Par congquent
b N-1
2 2N M N
/ 1Malt‘ k] — < , ou M= max |l.
o prd x 0<k<N-1

24
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Soit A = 48M alors pour toutr > A on a2’ < £ etdonc

b
. AN M
/ g()eldt| < (b—a)|f — gloo+ — <S4S =c.

b
(10 - glo)ear| + i f

On a monte que

b
Ve>03dA>0Vz eR(z > A= / f(t)elxtdt‘ <e).

b
C'estadire lim f(t)e*dt = 0.

xr——+00 a

6.1.2 Integration des fonctions continues par morceaux

Définition 32 Soite : [a,b] — E une fonction en escalier telle que pour taut {0,--- ,n — 1} et pour tout
t €la;,a;+1] on aite(t) = y;. On appelle inkgrale def sur [a, b] I’él'ementZ?;ol(aHl —a;)y; de E. On le

note
b b n—1
/ e= / e= / e(t)dt = Z((Ii+1 — a;)y;-
[a,0] a @ i=0

Théoreme 33 Soitf : [a,b] — E une fonction continue par morceaux. Pour toutes les s(jtgsde fonctions
en escaliers sufa, b] convergeant unifor@ment vers sur [a, b, la suite (ff fn) converge dan&’ vers une
méme limite, appéle l'intégrale def sur[a, b] et note

/[a,b]f :/:f :/abf (t)dt = lim bfn<>

6.2 Approximation par des polynomes

6.2.1 Polyrdmes de Bernstein

Soit f : [0,1] — C une fonction continue.

Définition 33 Le polyrdme efini, pour toutz € [0, 1], par

Z Cckf < ) (1—x)"k
est appe? polyrdme de Bernstein asséad f.

Proposition 48 La suiteB,,(f) converge uniforiament verg sur [0, 1].

6.2.2 Theoreme de Weierstrass

Théoreme 34 Pour toute fonction continug : [a, b] — C il existe une suit¢P,,) de polydmesP,, : [a,b] —
C convergeant uniforément verg sur [a, b].
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