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Chapitre 1

Groupes, Anneaux et Corps

1.1 Groupes

Définition 1 Un groupe(G, ) est un ensemblé& muni d’'une loi de composition interng (c’esta dire une
application(a,b) € G x G — a x b € G) vérifiant les proprétés suivantes :

G1. Associativi : pour toustléements:, b, cdeG ona(a *b) xc = a * (bx*c).

G2. Il existe urélement neutre tel que pour tout deG on aita x e = e x a = a.

G3. Toutelement admet sy&trique, c’est dire que pour tout deG, il existea’ deG tel queaxa’ = a’*xa = e.
Le groupe(G, ) est dit commutatif si de plus* b = b« a pour tousa etb deG.

Exercices

(N, +), (N, x) ne sont pas des groupes.

(Z,+),(Q,+), (R,+), (C,+) sont des groupes commutatifs.
(Z, %), (Q, x), (R, x), (C, x) ne sont pas des groupes.

(Q*, x), (R*, x), (C*, x) sont des groupes commutatifs.
(Z*, x) n'est pas un groupe.

Lensembleyl(2,R) = { ( CCL cbl ) ta,b,c,d e R} des matrice& x 2 a coefficients&els, muni de I'addition

a b n ad v\ (a+d b+V
c d d d )\ e+ d+d

est un groupe commutatif. Muni de la multiplication des matrices,
a b " ad v\ [ ad+bd ab+bd
c d d d ) \ cd+dd cb+dd

LensembleGi(2,R) = {( CCL Z

muni de la multiplication des matrices est un groupe non commutatif.

des matrices

ce n’est pas un groupe.
> € gl(2,R) : ad — bc # 0} des matrice® x 2 de ceterminant non nul,

Proposition 1 Dans un groupe il y a un unigugément neutre. Chaqueeémentz: admet un unique sy&trique,
notta~!. L’ équationa * = b admet une unique solution= a~! x b. De néme I'équationz * a = b admet
une unique solutior = b« a~ .

Exercice Demontrer cette proposition.
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1.2 Anneaux

Définition 2 Un anneau A4, +, x) est un ensemblé muni de deux lois de composition interpeet x vérifiant
les proprietes suivantes :

Al.(A,+) estun groupe commutatrif.

A2. Laloi x est associative.

A3. Laloi x est distributive par rapporé la loi +, c’esta dire pour tousz, b, c de A,

ax(b+c)=axbt+axcet(b+c)xa=bxa+cxa.

L'anneau (A, +, x) est dit commutatif si de plus la lot est commutative, unitaire si la lok posgde un
élement neutre.

Exercices
(Z,+, x), (Q,+, x), (R, +, x), (C, +, x) sont des anneaux commutatifs unitaires.
(91(2,R), +, x) est un anneau unitaire non commutatif.

Proposition 2 Dans un anneau il y a un unigudément neutre pour la loi, on le noted. Dans un anneau
unitaire il y a un unigueélement neutre pour la lok, on le notel. Chaqueélementa admet un unique
synétrique pour la loi+, noe —a. L' équationa x b = 0 n'implique pasa = 0 oub = 0.

Exercice Deémontrer cette proposition.

1.3 Corps

Définition 3 Un corps(K, +, x) est un ensembl& muni de deux lois de composition interpeet x vérifiant
les proprietes suivantes :

K1.(K,+, x) est un anneau unitaire.

K2. Chaguetléement non nul (c’esa dire distinct de IElement neutre de la lei-) admet un inverse pour la loi
X.

Si, de plus, la loix est commutative, le corggs, +, x) est dit commutatif.

Exercices

(Z,+, x) n'est pas un corps.

(Q,+, %), (R,+, x), (C,+, x) sont des corps.
(gl(2,R), +, x) n'est pas un corps.

(Gl(2,R), +, x) est-il un corps ?

Proposition 3 Dans un corps chaguéleément non nuk admet un unique syétrique pour la loix, noea!.
L’ équationa x = = b, aveca # 0 admet une unique solutian= a~! x b. Dans un corps x b = 0 implique
a=0o0ub=0.

Exercice Demontrer cette proposition.



Chapitre 2

R est un corps commutatif totalement
ordonne

2.1 Ensembles ordonés
Soit E un ensemble. Une relation sBrest une partik de £ x E. On note
aRb < (a,b) € R.

Une relationR sur E' est dite
1. Reéflexive si et seulement si pour taue E, aRa.
2. Synetrique si et seulement si pour tauth € E, aRb = bRa.
3. Antisymetrique si et seulement si pour tauth € E, aRb etbRa = a = b.
4. Transitive si et seulement si pour taub, c € E, aRb etbRec = aRe.

Définition 4 Une relation déquivalence sul& est une relation &flexive, syi@trique et transitive. La classe
d’équivalence d'uglément de: € F est I'ensemble

a={be E:aRb}

desélements en relation avec

Exercice Montrer que sulN, la relationaRb < a etb ont le néme reste dans la division par 5, @et. =

b modb5 est une relation @&quivalence suN. Quelles sont les classeduivalence ?.

Montrer que sur I'ensemble des droites du plan la relati@me” parakle ou confondue” est une relation
d’'équivalence.

Définition 5 Une relation d’ordre surE est une relation &flexive, antisy@trique et transitive. L'ordre suf/
est dit total si pour tout., b € E on a ou biemRb, ou bienaRb.

Exercice Montrer que la relatiomRb < a diviseb, notea|b est une relation d’ordre su¥. L'ordre est-il
total ?

Montrer que la relationRb < a < b est une relation d’ordre sti¥. L'ordre est-il total ?

Soit £ un ensemble. Montrer que la relatiotikR B <& A C B est une relation d’ordre sur I'ensemble des
parties deF. L'ordre est-il total ?
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2.2 Corps ordonré

Un corps ordoné est un corp$kK, +, x) muni d’'une relation d’ordrec compatible avec les lois et x,
c’esta dire
1. Pourtous:, yetz € K,z < yimpliquex + z < y + 2.
2. Pourtous:, y € K,0 < xet0 <yimpliqued < z x v.

Théoreme 1 Q etR sont des corps commutatif commutatifs totalement orélenn

On peut ésumer ainsi les prof@ies des nombregels (le produit: x y est noé xy) :
pourtouss,y, z € R,z + (y+2) = (z+ y) + 2,
pourtousr,y € R,z +y =1y + x,

pour toutr € R, 0+ z = 0,

pour toutr € R, z + (—x) =0,

pour tousr, y, z € R, z(y + 2) = xzy + 2,

pour touse, y, z € R, z(yz) = (zy)z,

pour touse, y € R, zy = yx,

pour touse € R, 1z = z,

pour toutr € R, z # 0, xxt=1.

pour toutr € R, x < z,

© 0N o gk wDdhE

N
= o

. pourtous:,y € R,z < yety <z, impliquez =y,

[EN
N

. pourtous:, y, z € R, x < yety < zimpliquez < z,

[EEN
w

. pourtous,y € R,onaxr <youy < z,

[EnY
I

. pourtous:, y € R, z < yimpliquez + z <y + z,
15. pourtous:,y € R, 0 < z et0 < y implique0 < xy,

Théoreme 2 R et aussi archiradien, ce qui signifie qu’il satisfait I’ axiome d’Archingde :
pour tousz, y € R tels qued < x et0 < y il existe un entiern tel quey < nzx.



Chapitre 3

R est complet

On a vu dans le chapitre 2 g et R sont des corps commutatifs totalement ordemrDans la suite du
ce chapitre on va mettre @vidence une prop#tée (la compétude) que possleR mais qui n’est pas satisfaite

dansQ.

3.1 Bornes sug@rieure et inferieure

Définition 6 Soit £ un ensemble ordo@par une relation ndéte<. SoitA une partie deF. On dit quem € £
est un(e)
— majorant de A siVa € A,a < m.
— minorant deA siVa € A, m < a.
— borne superieure de A (notteSupA), sim est un majorant del et si pour tout majorantn’ de A on a
m < m/ (doncm est le plus petit majorant).
— borne inférieure de A (noteelnf A), sim est un minorant del et si pour tout minorantn’ de A on a
m/ < m (doncm est le plus grand minorant).

Proposition 4 La borne suprieure (ou la borne irdrieure), si elle existe, est unique.

Exercice Demontrer cette proposition.

La borne suprieure ou ingrieure n’existe pas toujours. Par exemple danswuni de la relation d’ordre,
la partie
A={zcQ:2? <2}

est majoee mais n'admet pas de borne &tipure (montrer le). Par contre la partie admet une borne
superieure dan®. D'ailleurs on a

Axiome de la borne sugrieure Toute partie majd@e A deR admet une borne sépeure, c’esh dire que s'il
existeM € Rtelquevx € A, x < M, alors il existeM, tel que

Ve e Ax < My,

Mo = SupA @{ Ve>0de € AMy—e<uz.

On a aussi que toute partie migerA de R admet une borne iéfieure, c’est dire que s'il existen € R tel
quevz € A, x > m, alors il existem tel que

Yo € Ax > mg,

mo = InfA ﬁ{ Ve>0de € Amg+e > .

Proposition 5 Q est dense darR, c’esta dire que pour touséelsa etb tels quea < b, il existe un rationnel
rtel quea < r < b.
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3.2 R estcomplet

Définition 7 On dit qu’une suites,, converge vers et on notdim,, ... u, = [ Si pour touts > 0, il existe N
tel que pour tou > N on aitl — ¢ < u,, < [ + €. Onécrit alors

lim u, =1 & Ve>03INVneN(n >N = |u, — ]| <¢)

n—oo

Définition 8 On dit qu'une suites, est de Cauchy si pour toat> 0, il existe N tel que pour toutr, m > N
on ait|u,, — u,,| < . Onécrit alors

u, de Cauchy< Ve > 03N Vn,m € N (n,m > N = |u, — up| <€)

Toute suite convergente est une suite de Cauchy (montrer le) mésipsaque n’est pas toujours vraie.
Par exemple une suite de nombres rationnels qui converge/Azeisen existea cause de la dengitleQ dans
RR), est une suite de Cauchy da@gpourquoi ?), mais elle ne converge pas dan@uisque sa limite esy? et
quev/2 ¢ Q). On dit queQ n’est pas complet.

Théoreme 3 Toute suite de Cauchy de nombreésls est convergente daRs On dit queR est complet.



Chapitre 4

Complements sur les groupes

4.1 Morphismes de groupe, sous-groupe d’'un groupe

Définition 9 On dit qu’'une applicationf : G; — G2 est un morphisme (on dit aussi homomorphisme) du
groupe(Gy, 1) dans le group&Ga, x2) Si pour touse, y € G on a

flz*1y) = f(z)*2 f(y)

Si de plusf est bijectif on dit quef est un isomorphisme.

Exercice
Trouver un isomorphisme du groupe addifif, +) dans le groupe multiplicatfR™*, x).
Existe-t-il un isomorphisme du groupe addit®, +) dans le groupe multiplicatifQ**, x ).
Montrer que sif : G; — G2 est un morphisme alors

f(e1) = eq, OU €] eteg soNt lestléements neutres d&; etGs.

pour toutz € Gy, f(z ) = (f(z))~".

Définition 10 Soit(G, x) un groupe. On dit qu’une parti® deG est un sous-groupe dé7, x) si H est stable
pour la loi x (C'esta direz x y € H pour tousz,y € H) et si(H, *) est un groupe.

Proposition 6 Une partie non vidé! deG est un sous-groupe dé, x), si et seulement si pour tousy € H,
onarxy '€ H.

PREUVE. Montrons la éciproque. Commél est non vide, il existe € H. Onadone = z * 2~ ! € H. Soit
x € H,commee,z € Honaz ' =exaz~! € H. Pour la stabilé, soientr,y € H. Commez,y~!' € H,
onazxy ==+ (y~!) ' € H. Comme l'associativi est satisfaite dare, elle est satisfaite dan§. Ce qui
acheve la @monstration.

Théoreme 4 Soit f : G; — G2 un morphisme de groupe. Séf; un sous-groupe dé';, alors f(H;) est un
sous-groupe dé's. Soit H, un sous-groupe d€'s, alors f~!(Hy) est un sous-groupe de;.

PREUVE. Montrons quef (H;) est un sous-groupe de;. Soientu,v € f(Hp). Alors il existex,y € H; tels
queu = f(x) etv = f(y). CommeH; est un sous-groupe d&; on ax x; y~' € H;. Commef est un
morphisme on a

wrg vt = fla) ke (F) " = fl@) %2 fly™) = flwxy™). (4.1)

Doncu 2 v~! € f(Hy). Donc f(Hy) est un sous-groupe de,

Montrons quef~!(H,) est un sous-groupe d&;. Soientz,y € f~'(Hy). Alorsu = f(z) € Hy et
v = f(y) € Hy. CommeH; est un sous-groupe d&; on au x» v~ 1 € Hy. Utilisant (4.1) on voit que
¥y ' € f~Y(Hy). Doncf~!(H,) est un sous-groupe d&;. Ce qui ackve la &monstration.

Dans les cas particuliefs; = G, et Hy, = {e2}, on obtient les sous-groupes image et noyau.

7
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Définition 11 (Noyau et Image d’'un morphisme) Soitf : G; — G2 un morphisme de groupe. On appelle
image def le sous groupém f = f(G1) deG> et noyau def le sous group&erf = f~1({e2}) deGj.

Exercice Soit f : G; — G5 est un morphisme de groupes. Montrer guest injective si et seulement si
Kerf = {e;}.

4.2 Groupe des permutations

Soit E un ensemble &t 'ensemble des bijections dé dansE.

Exercice Montrer queG, muni de la loi de composition des applicatiofis g est un groupe, enégéral non
abelien.

Le groupe des permutatiol est le groupe de toutes les bijections de I'enserfible- - , n} sur lui méme,
muni de la loi de composition des applicationselement est I'application iderij c’esta dire I'application
e =(1---n). Le groupeS,, pos&den! élements.

ExempleLe groupeS; pos®de2 élements : leléement neutre défini pare(1) = 1, e(2) = 2 et la bijectiont
définie part(1) = 2, t(2) = 1, qu’on convient de noter alors= (12) pour signifier que legléements 1 et 2
sontéchangs part. On appelle une transposition. La table d& est

o t
e t
t e

DD

Le groupeS; pos&de6 éléments e, les transpositions, = (12). to = (23) ett3 = (13) et les permutations
circulairesc; = (123) etcy = (132). Noter que les bijection, t, etts vérifient

() =1, t(2)=3  t(3)=2

ta(l) =3, t2(2) = 2, t2(3) = 1.
ts(1)=2, t3(2)=1,  13(3)=3.
On les appelle des transpositions, car ellechangent que deudéments. Noter que les bijectian et ¢y
veérifient
01(1) 1.

62(1)

2, c1(2) =3, c1(3)
3, 02(2) = 1, t2(3)

C.
Ecrire la table du group§s.

ExerciceSoitm > n. Montrer que I'applicatiory : S,, — S,, quiac € S, associef (o) définie par

ok) si 1<k<n
f(UW“):{k si ntl<k<m

est un homomorphisme injectif de groupes.
Montrer queSs n’est pas abelien et ereduire queS,, n’est pas abelien pour > 3.
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4.3 Groupes de syratrie du triangle équilatéral et du carré

On se propose @tudier le groupé& des isongtries du plan qui laissent globalement invariant un triangle
équilateral A, B, C'), muni de la loi de composition des applications.

Exercicesl. Montrer que c’est bien un groupe.
2. Montrer gu’il est isomorpha Ss.

On se propose @tudier le group&= des isongtries du plan qui laissent globalement invariant unéarr
(A, B,C, D), muni de la loi de composition des applications.

Exercicesl. Montrer que c’est bien un groupe.
2. Montrer que c’est un sous-grouped$ie

3. Montrer queZ contient 8elements

4. Déterminer les sous-groupes @e



Chapitre 5

Suites de nombres eels

Une suite de nombreg&els est une application — wu,, deN dansR, qu'on notera u, ),en OU (uy,), OU,
plus simplement,u,, ). L'ensemble des suites de nombrésls est un espace vectoriel 8uavec les oprations

(un) + (Un) = (un + Un)7 )‘(un) = ()‘un):
ou A est un nombregel. On @&finit les notions suivantes de suites

up Croissante < Vn € N, upp1 > g,
u, décroissante &  Vn € N, upy1 < up,
u, Majoree & dMeR,VneN,u, <M,
u,, minorée & dmelR,VneN, u, >m.

5.1 Suites convergentes

Définition 12 On dit qu'une suite:,, converge vers et on notdim,, ., u, = I Si pour toute > 0, il existe N
tel que pour toutr > N on aitl — ¢ < u, < [+ . Onécrit alors

lim u, =1 < Ve>03INVneN(n>N = |u, — ]| <e¢)

n—oo
On dit gu’une suiteu,, tend verst-oo et on notelim,, o, u, = +oc Si pour toutA > 0, il existe N tel que
pour toutn > N on ait A < u,. Onécrit alors

lim u, =400 & VA>03INVReN(n> N = u, > A)

n—oo

On dit qu’une suiteu,, tend vers—oo et on notelim,, ., u, = —oc Si pour toutA > 0, il existe N tel que
pour toutn > N on aitu, < —A. Onécrit alors

lim u, =400 & VA>0INVReN(n>N = u, < —A)

n—oo

Proposition 7 (Unicité de la limite). La limite, si elle existe, est unique.

Théoreme 5 (Ogerations algebriques sur les limites) Silim,, o u, €tlim, .. v, existent et sont finies
alors, pour tous eéels\ et i, lim, oo (Auy, + pvy,) etlim, o (uyvy,) existent et on a

lim (Auy, + poy) = A lim w, + p lim vy,

n—oo n—oo n—oo
lim (upv,) = lim u, lim v,.
n—oo n—oo n—oo

Si, de pluslim,,_.« v, # 0, alorslim,,_,., %2 existe et on a
Un

Unp, limy, o0 Un

n—00 Up, limy, 00 v

10
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Ces Esultats restent “vrais” si 'une des deux limites (ou les deux) estinfinie, sauf pour les castdiimination

bien connus
00 0
00 — 00, 0o, —, —.
00 0

Exercice Demontrer ce teoeme.

Théoreme 6 (Theoreme des gendarmesgoient(u, ), (vy,) et (w,) des suites de nombreégls telles que
pour toutn € N, u,, < v, < wy, etlimy, .o Uy = lim, 0 w, = [, alorslim, ., v, = .

Exercice Demontrer ce teoeme.

Proposition 8 Soient(u,,) et (v,) des suites de nombregals. Alors
pour toutn € N, u,, < v, etlim,_, u, = +00, alorslim, .., v, = +00,
pour toutn € N, u,, < v, etlim, o v, = —o0, alorslim, o, u, = —o0,
pour toutn € N, u,, < v, et(u,) et(v,) convergent alordim,, . u, < lim,_, o vy,.

Exercice Démontrer cette proposition.

5.2 Suites monotones

Théoreme 7 Toute suite croissante et ma@g® de nombreséels converge (vers sa borne gujure). Toute
suite decroissante et minée de nombrestels converge (vers sa borneéngure).

Exercice Demontrer ce teoeme.

Définition 13 On dit que les suite&u,,) et (v, ) sont adjacentes $i.,) est croissante(v,,) est cecroissante et
limy, o0 (U5, — up) = 0.

Théeoreme 8 Deux suites adjacentes convergent vers &ama limite.

Exercice Demontrer ce teoeme.



Chapitre 6

Limites de fonctions

On consi@re une fonctiory : I — R définie au voisinage du point sauf peutre au point, c’esta dire
quel =]c, a[U]a, bl avec—oo < ¢ < a < b < 4o0.

6.1 Notion de limite

Définition 14 Soit! € R. On dit quef admet/ comme limite (ou tend ve¥3 quandzx tend versa, Si pour
toute > 0, il existed > 0 tel que pour toutr € I vérifianta — 0 < z < aoOua < x < a+ 0 on ait
l—¢e < f(z) <l+e.Onécrit alors

lim f(x)=1 < Ve>030>0Ve el (0<|rz—al<d=|f(x)—1 <e).

r—a,x#a

On dit quef admetl comme limitea droite quandr tend versu, si pour touts > 0, il existed > 0 tel que pour
toutx € I vérifianta < x < a+donaitl —e < f(x) <1+ . Onécrit alors

lim f(z)=1 & Ve>030>0Vrel(a<z<a+d=|f(z)—1I <e).

T—a,r>a

On dit quef admetl comme limited gauche quand tend versa, si pour toute > 0, il existed > 0 tel que
pour toutz € I vérifianta — 6 < z < aonaitl —e < f(x) <1+ e. Onécrit alors

lim f(x)=1 & Ve>030>0Veel(a—d<z<a=|f(z)-I <e).

r—a,x<a
De ces éfinitions on @duit imnmédiatement que

lim f(x)=1<¢ lim f(z)= lim f(x)=1

r—a,x#a r—a,r>a r—a,r<a

Définition 15 On dit quef tend vers+oo quandx tend vers: si pour toutA > 0, il existed > 0 tel que pour
toutz € I vérifianta — 6 < x < aoua < z < a + 0 on ait f(z) > A. Onécrit alors

lim f(z)=400 & VA>030>0Ve el (0<|z—a|]<d= f(z) > A).

r—a,x#a

On dit quef tend vers—oo quandz tend versa si pour toutA > 0, il existed > 0 tel que pour toutr € T
vérifianta — 0 < z <aoua < x < a+donait f(x) < —A. Onécrit alors

lim f(z)=—-00 & VA>030>0Vz €l (0<|z—a|<d= f(z)<—A).

T—a,x#a

12
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6.2 Propriétes des limites

Proposition 9 (Unicité de la limite). La limite, si elle existe, est unique.

Théoreme 9 (Ogerations alggbriques sur les limites) Silim,_., f(x) etlim,_,, g(x) existent et sont finies
alorslim,_,(f + g)(x) etlim,_,,(fg)(x) existent et on a

lim(f +¢)(z) = lim f(z) + lim g(z),  lim(fg)(x) = lim f(z) lim ().

r—a
Si, de pluslim,_,, g(x) # 0, alorslim,_, g(x) existe eton a
f ) = lim, ., f($)
z—a g limg—q g(x)

Ces Esultats restent “vrais” si 'une des deux limites (ou les deux) estinfinie, sauf pour les castdiimination

bien connus
00 0
00 — 00, 0o, —, —.
00 0

Exercice Demontrer ce teoeme.

Théoreme 10 (Caracérisation avec les suitespn a quelim, ., ,, f(2) Si €t seulement si pour toute suite
x, qui tend vers, avecz,, # a, la suite f(x,,) tend vers |.

Exercice Demontrer ce teoeme.

6.3 Limites en l'infini

On consi@re une fonctiory : I =|a, +oo[— R. Soitl € R.

Définition 16 On dit quef admetl comme limite (ou tend vet$ quandz tend vers+oo, si pour toute > 0,
il existe B > 0 tel que pour toutr € I vérifiantz > Bonaitl — e < f(z) <+ . Onécrit alors

lim f(z)=1 < Ve>03B>0Veel(z>B<=|f(zx)—I<e).

T——+00

On dit quef tend verstoo quandzx tend verst-oo si pour toutA > 0, il existe B > 0 tel que pour tout: € 1
vérifiantz > B on ait f(x) > A. Onécrit alors

lim f(z) =400 & VA>03B>0Vx el (x> B= f(x)> A).

T——400

On dit quef tend vers—oo quandz tend verst-oo si pour toutA > 0, il existe B > 0 tel que pour toutr € T
vérifiantz > B on ait f(x) < —A. Onécrit alors

lir}ra f(z)=—00 & VA>03IB>0Vzx el (z>B= f(z)<—A).

On consi@re une fonctiorf : I =] — oo, a[— R. Soitl € R.

Définition 17 On dit quef admet! comme limite (ou tend vel¥ quandz tend vers—oo, si pour touts > 0,
il existe B > 0 tel que pour tout: € I vérifiantz < —Bon aitl — e < f(x) <l + . Onécrit alors

lim f(z) =1 Ve>03B>0Vz el (z<-B<=|f(z) -1 <e).
On dit quef tend verstoo quandz tend vers—oo si pour toutA > 0, il existe B > 0 tel que pour toutr € T
vérifiantz < —B on ait f(x) > A. Onécrit alors

lim f(z) =400 & VA>03B>0Vz el (z <—-B= f(z)> A).

On dit quef tend vers—oo quandz tend vers—oo si pour toutA > 0, il existe B > 0 tel que pour toutr € 1
vérifiantz < —B on ait f(x) < —A. Onécrit alors

lim f(z)=-00 & VA>03B>0Vzr el (z < -B= f(z) <—-A).



Chapitre 7

Continuite

On consiére une fonctionf : I — R définie au voisinage du point, c'esta dire quel =]c, b[ avec
—0o0 < ¢ < a < b< +oo. Par congquentf est tkfinie ena.
7.1 Definitions et propriétésélementaires

Définition 18 On dit quef est continue au point si elle admetf(a) comme limite quand tend versa. On
écrit alors

f continueent < iifbf(x) = f(a)
& Ve>030>0Veel(Jx—a|l<d=|f(x)— fla)|] <e).

Théoreme 11 (Carackrisation avec les suites)a fonctionf est continue au point si et seulement si pour
toute suiter,, qui tend vers:, la suite f(x,,) tend versf(a).

Théeoreme 12 (Ogerations algebriques sur les fonctions continues)Si f etg sont continues emalors f +g
et fg le sont aussi. Si, de plug(a) # 0, anrs£ est continue en.

Exercice Demontrer ce thoeme.

Définition 19 On dit quef est continue suf si elle est continue en tout poimtde 7, c’esta dire

f continue surl <
Ve € IVe>030>0Va el (|2 —x| <d=|f(2)— flx)] <e).

On dit quef est uniforn@ment continue suf si elle est continue en tout poimtde I et si led de la cEfinition
peutétre choisi inépendant de;, c’esta dire

f uniformément continue suf <
Ve>030>0VeelIVa el (|J/ —z|<d=|f(a) - flz)] <e).
7.2 Fonctions continues sufa, b]

Théoreme 13 (Theoreme des valeurs internediaires.) Si f est continue sufa, b], et sil est compris entre
f(a) et f(b) alors il existec € [a, b] tel quef(c) = L.

Corollaire 1 Si f est continue sufa, b], et sif(a)f(b) < 0 alors il existec €]a, b[ tel quef(c) = 0.

14



CHAPITRE 7. CONTINUITE 15

Exercice Demontrer le tBoeme et son corollaire.

Pour cemontrer les deux #oemes suivants on a besoin desultat suivant sur les suitésvaleurs dans
I'intervalle [a, b]. Une suitev,, est dite une sous-suite, ou une suite extraite de la gyigdl existe une fonction
strictement croissante: N — N, telle quev, = ug,) pour toutn € N.

Théoreme 14 (Tteoreme de Bolzano Weierstrass:Joute suite dang:, b] admet une sous suite qui converge
versc € [a, b].

Exercice Demontrer ce thoreme, en utilisant la @&thode de dichotomie.

Théoreme 15 Si f est continue sufa, b], alors f est borree sur|a, b] et elle atteint ses bornes &rfeure et
superieure, c’est dire qu'il existeryax € [a, b] etzmin € [a, b] tels que

Tmax = sup f(x), Tmin = inf f(z).
xE[a,b] xe[avb]

Théoreme 16 Si f est continue sufa, b], alors f est unifornément continue sye, b].



Chapitre 8

Theoreme de la base incomgite

Le but de ce chapitre est déndntrer qu'un espace vectoriel engeidgrar un nombre fini de vecteurs
pos&de une base, et que toutes ses bases orélgemombre de vecteurs appé dimension de I'espace.
Soit E un espace vectoriel sur le corfs(K = Q, R ouC).

Théoreme 17 (Treoreme de la base incomgite). Soit £ un espace vectoriel et soiegt, - - - , g, des vec-
teurs deE. On suppose qué& est engend par les vecteursi, - - - , gq. Soientfy, - - -, f, des vecteurs d&
linéairement inépendants. Alors il existe une base- - - , e, de E, avecn > p telle que

e; = fipourl <i<pete; € {gi, - ,gq} pourp+1<j<n.

8.1 Rappels et definitions

Définition 20 On dit que les vecteurf, - - - , f, de E sont lirkairement inépendants si pour tous;, - - - , A,
deK ona

/\1f1_|_..._|_)\p p:0:>)\1:...:)\p:0,
Définition 21 On dit que I'espacel est engendr par les vecteurg,- - - , g, Si pour toutz € E il existe

A, Ap de K tels quer = A\jg1 + -+ + \gGp-

Définition 22 On dit que l'espace;, - - - , ¢, est une base d& si les vecteurg, - - - , e, sont lintairement
indépendants et s’ils engendreht

Proposition 10 Soitey, --- , e, une base dd&v, alors pour toutz € FE il existe des uniquesy,--- , \, de K
tels quer = Aie1 + -+ + Anén.

Proposition 11 Soitxy, - -- ,z, des vecteurs d& linéairement inépendants, ey un vecteur det, alors y
est une combinaison kaire des vecteurs,, - - - , z, Si et seulement si les vecteurs, - - - , x,, y ne sont pas
linéairements indpendants.

Proposition 12 Supposons qué& pos&de une base foree den vecteurs. Sin > n est un entier, alorsn
vecteurs d&F ne peuvent pastre linairemnt inépendants.

Exercice Demontrer ces propositions.

Théoreme 18 Toutes les bases de ont le néme nombre de vecteurs.

Pour cemontrer ce teoeme il suffit d’appliquer la proposition @edentea deux basesy,--- ,e, et
f1, -+, fm deE. Puisque lesh vecteursfy, - - - , f,, sontlineairemntiné@pendants et que les vecteeys - - , e,
forment une base onra < n. Puisque lesn vecteurs, - - - , e, sont linkairemnt inépendants et que les vec-
teursfy, - -, fn forment une base onra< m. Il s’ensuitn = m.

16
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8.2 Existence de bases

Démonstration du theoreme de la base incomg@te Premier cas : supposons que pour tout engiér
vecteurg; est une combinaison laire des vecteurf, - - - , f,,. Puisque tout vecteur d& est une combinaison
linéaire des vecteurg, - - - , g4, il S’ensuit que tout vecteur d&' est une combinaison kaire des vecteurs
fi,---, fp. Donc f1,-- -, f, engendrente. Comme ils sont liBairement indpendants, ils constituent donc
une base dé&.

Deuxieme cas : supposons qu'il existe un vectguqui ne soit pas une combinaisondiire des vecteurs
fi,---, fp. Alors par la proposition 11, les vecteufs, - - - , f,, g; sont lirtairement inépendants. Soit alors
k le plus grand entier, compris entre lggpour lequel il existe des vectews, - - - , g;, tels que les vecteurs
fi,o s 940+ 5 gj, SONt linkairement indpendants. Posons

e1=f1," s ep = fprpt1 = Gjis s Epik = Gjy-

Montrons que les vecteues, - - - , e, avecn = p + k, forment une base de. Comme ils sont liBairement
indépendants, il suffit de montrer qu’il engendréhtTout vecteuw;, avecj ¢ {ji,-- - , ji} €st une combinai-
son liréaire des vecteurs, - - - , e,. En effet, si le vecteug; n’est pas une combinaison &aire des vecteurs
e1, -+ ,en, alors par la proposition 11, les vecteuts- - - , e,, g; Seraint lireairement indpendants, ce qui
conterdit le fait qué: est le plus grand entier pour lequel les vectefurs: - , f,, g5,, - - - , g5, sontlintairement
independants. Puisque tous les vecteurs- - , g, sont des combinaisons &aires des vecteues, - - - , e, et
que tout vecteur dé&’ est une combinaison laire des vecteurs, - - - , g4, il S’ensuit que tout vecteur d&
est une combinaison lgaire des vecteuss, - - - , e,. Doncey, - - - , e, engendrenk.

Ceci acleve la émonstration du #oeme de la base incongik.

Proposition 13 SoitE # {0} un espace vectoriel engerépar un nombre fini de vecteurs. Aldtsadmet une
base.

Pour cemontrer ceé&sultat, il suffit d'appliquer le tloeme de la base incongikea un vecteur non nuf;
guelconque dé&’, qui forme bien entendu une famille de vecteurgdimemnt inépendants.



Chapitre 9
Derivabilit &

On consiére une fonctionf : I — R définie au voisinage du point, c'esta dire quel =]c, b[ avec
—00 < ¢ < a < b< +oo. Par congquentf est tkfinie ena.

9.1 Definitions et propriétéselementaires
Définition 23 On dit quef est cerivable au point s'il existe un nombreéel L et une fonctiorn telles que

f(z) = f(a)+ L(x — a) + (x — a)e(x), et lim e(x) = 0.

r—a
Autrement dit le nombregel L est la limite quand: tend vers: du taux d’accroisseme “2:3:(“).

Par unicié de la limite, le nombrd. est unique. On l'appelle la&alivee def au pointa et on le note

L = f'(a). Ainsi
fla) -t @@

T—a,r#a Tr—a

Théoreme 19 (Ogerations algebriques sur les fonctions @rivables). Si f et g sont crivables en: alors
f+ getfglesontaussi. Si, de plug(a) # 0, alorsg est cerivables enu.

Exercice Demontrer ce thoeme.

Définition 24 On dit quef est cerivable surl si elle est @rivable en tout point deI.

Proposition 14 Si f est cerivable ena et admet un extremum eralors f'(a) = 0.

9.2 Fonctions cerivables sur|a, b]

Théoreme 20 (Theoreme de Rolle) Si f est continue sufa, b}, et cerivable sura, b telle quef(a) = f(b),
alors il existec €]a, b[ tel quef’(c) = 0.

Corollaire 2 (Théoreme des accroissements finisyi f est continue sufa, b], et cérivable sur]a, b[, alors il
existec €|a, b tel quef(b) — f(a) = f'(c)(b— a).

Exercice Demontrer le tBoeme et son corollaire.

18



Chapitre 10

Applications lineaires

10.1 Sommes directes

Définition 25 On dit qu’un espace vectoridl est la somme directe de deux sous-espaces vectériets’ de
EetonnoteE = F @& Gsi FNG = {0} etsipourtoutr € E il existey € F etz € G tels quer = y + =.

Notons que sF est de dimension finie & = F & G alors on alimF = dimF + dimG.

Theoreme 21 (Supplementaire d'un sous-espace vectorié@pit £ un espace vectoriel de dimension finie et
Soit F' un sous-espace vectoriel @& alors il existe un sous-espace vectolgte F tel queFE = F @& G. On
dit queG est un sup@mentaire d&" danskE.

Pour cemontrer ce thoeme, il suffit de consigrer une basg;, - - - , f, de F' et de la comgéter (en utilisant
le theoreme de la base incongie) en une basg, - - -, fp, fp+1, -+, fn deE, 0ln > p estladimension d&'.
Le sous-espace vectoriglde E engende par les vecteur, 1, - - - , f,, verifie alors (montrer lef = F & G.

10.2 Isomorphisme d’espace vectoriel

SoientE et F' des espaces vectoriels sur le cofps

Définition 26 On dit qu’une applicationf : E — F est lirtaire si pour touse, y € E et tous scalaires\,

p€ Konaf(Ax+ py) = Af(z) + pnf(y).
Si de plusf est bijective on dit qug est un isomorphisme dgé dansF'.

Exercice

Montrer que sif est un isomorphisme dE dansF, alors f~! est aussi ligaire. C’est donc un isomorphisme
de F' dansE. Montrer que siE est de dimension finie gtest un isomorphisme dé dansF, alorsE et F sont
de néme dimension.

Théoreme 22Soit f : E — F une application li@aire. SoitH un sous-espace vectoriel d& alors f(H)
est un sous-espace vectoriel He Soit K un sous-espace vectoriel dg alors f~!(K) est un sous-espace
vectoriel deF.

Dans les cas particulief§ = E et K = {0}, on obtient les sous-espaces vectoriels image et noyau.

Définition 27 (Noyau et Image d’une application lireaire). Soit f : E — F une application li@aire. On
appelle image d¢ le sous-espace vectoriehf = f(E) de I et noyau def le sous-espace vectoriBler f =

f71({0}) de E.

ExerciceSoit f : E — F une application ligaire. Montrer qug est injective si et seulementKir f = {0}.
Montrer quef est surjective si et seulementlsif = F'.
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10.3 Formule des dimensions

Théoreme 23 Soit f : E — F une application ligaire. On suppose quE est de dimension finie. Alors
dimF = dimKerf + dimIm f.

Pour cemontrer ce thoeme on consiére un sup@mentaireS de Ker f dansE et I'applicationg : S —
Im f définie parg(z) = f(x) pour toutr € S. Alors f est un isomorphisme dedanslmf (montrer le). Donc
dimS = dimImf. Comme on alimFE = dimKerf 4+ dimS, on en @&duit la formule des dimensions.



Chapitre 11

Formules de Taylor

11.1 Formules de Taylor globales

Soit f : I — R une fonction éfinie et de class€”*! sur un intervalle deR. Soita etb dansl.

Théoreme 24 (Formule de Taylor avec reste de Lagrangell existec compris entre: etb tel que

f™(a) F(e)

f,a’ n n
10 = f@+ L0 -0 0oy L oy
& W) e,
= 5 (b—a)* + TR (b—a)"*t.

k=

o

Noter que pour. = 0 on retrouve la formule des accroissements finis

f(b) = f(a) + (b= a)f'(c).

Pour cemontrer ce ce #oeme, on applique le #oreeme de Rollé la fonction

nek) (g n_ (k) (g _ oyt
o) = 50) - 3 T )(b—w)’“—[f(b)—sz!( )<b—a>k] -
k=0

k=0
On constate que(a) = 0 = g(b). Commey est cerivable, il existe: tel queg’(c) = 0. Oron a
i (k) (k+1)
g(x) — ki(b— :L,)k—lf ($) _ f (:U) (b— x)k
— k! k!

oy k) (g
+ g [f(b)—kz_of . )<b—a>’f]

= b -z)"+(n+ 1)(151)__@;6211 [f(b) - I (b—a)k|.

De ¢'(¢) = 0 on deduit

"L ) (a (n+1)(,
f(b) —Zf k'( )(b—a)k — f(n—l—l()!)(b_a)nH
k=0

qui est la formule de Taylor avec reste de Lagrange.

Théoreme 25 (Formule de Taylor avec reste irggral). On a

fb) = f(a)—i—f,(a)(b—a)+~--+f(n)(a)(b—a)”+/b(b_t)nf(”“)(t)dt

1! n! n!

D 3 R

k! n!
k=0
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Pour cemontrer ce thoeme on fait uneécurrence sur. Pourn = 0 on a

+ /abf’(t)dt

qui est vrai. Supposons alors la formule vraie au rangn utilisant une irégration par parties on montre que
le reste scrit

b

/b Mf(”"'l)(t)dt _ [(b—t)n“f(m-l)(t)] +/b Mf(”'ﬂ)(t)dt

nl (n+1)! (n+1)!
—a)" 1 b _ \n+1

11.2 Formule de Taylor locale

Soit f : I — R une fonction @finie sur un intervalld deR. Soitz € I. On suppose qu¢ admet des
déerivées jusqud I'ordren au pointz, c’esta dire que legriveesf’, f”,....f 1) existent dans un voisinage de
z et f(V)(z) existe aussi.

Théoreme 26 (Formule de Taylor avec reste de Young)l existe une fonctiom définie au voisinage de
vérifiantlimy, o e(h) = 0 et telle que
f(” ( )

flx+h)=f(x)+ h"™ 4+ +h"e(h).

Pour cemontrer ce thoeme on fait uneécurrence sur. Pourn = 0 on a

flx+h) = f(x)+e(h).

C’est la continuié de f au pointz. Supposons alors la formule vraie au rangsoit / une fonction admettant
des crivées jusqua I'ordren + 1 au pointz. Alors sa @riveeg = f’ admet des @rivées jusqa 'ordre n.

Donc
h) . 2k 4 he(h o~ F Dk 4 hne(h
gl + —Z + h"e(h) = kz_ok + h"e(h).
En integrant de @G h termea terme ce @veloppement limé on obtient
n f(k+1)(x) hkz—l—l .
fla+h) = flz)=>_ — + h" e (h).

prt k+1

C’esta dire

ntl e(k)
fla+h)y=3" / k,(x) hF + ey (h).
k=0 ’




Chapitre 12

Int égration

12.1 Intégrale de Riemann des fonctions en escalier

Soit [a,b] un intervalle fernd et bor@ deR. Une subdivision dda,b] et une suite fine et strictement
croissante de points de, b| telle que :

a=xg<x1 < <z =b.

Définition 28 Soit f : [a,b] — R. On dit quef est une fonction en escalier, s'il exitse un subdivisior-
{zo,x1,--- ,zn} de]a,b], telle quef soit constante sur chacun des intervalles ouvertsz; [, pour0 <
i < n — 1. Une telle subdivision est dite asseed f.

Définition 29 Soitf : [a,b] — R une fonction en escalier. Seit= {xg, z1, - - - , x, } une subdivision assae
a f etsoite; = N, vl On appelle inkgrale def sur[a, b] la somme nde

n—1

b
[ f@de = @i - men (12.1)

1=0

Exercice Montrer que I'inegrale d’une fonction en escalig¢me cepend pas de la subdivisienassoctea f
qui est utili€e pour la calculer par la formule (12.1).

Proposition 15 (Propriétés de l'integrale)Notons pai€([a, b]) 'ensemble des fonctions en escalier fum).
Relation de ChaslesPour toutf € £([a, b]) ettoutc € [a,b]onaf € E([a,c]) et f € E([c,b]) et

/abf(x)dx:/acf(x)dx+/cbf(x)dx.

Lin éarité. Pour tousf etg dansé([a, b]) et tous Belsh ety onaif + ug € E([a,b]) et

/ab()\f + pg)(z)dz = )\/abf(af)da: + M/abg(x)da:.

Croissance.Soientf et g dans&([a, b]). Si pour toutz € [a, b], f(z) < g(z) alors

[ e < [ gt

Par congquent, sif > 0 sur[a, b] alors ff f(z)dz > 0.
Majoration. Pour toutf € £([a,b]) onal|f| € £([a,b]) et

[ el < [1sae

23
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Inégalitée de Cauchy-SchwartzPour tousf etg dans&([a,b]) onafg € &([a, b)) et

<( b s ) - (/ b oo )

Exercice Demontrer les@&sultats de cette proposition.

1/2

[ st

12.2 Fonctions inegrables au sens de Riemann

Dans la section @aadente on a morééfrcomment iriégrer les fonctions en escalier, qui sont des cas parti-
culiers de fonctions boges. Dans cette section nous allonggmner des fonctions boees plus grérales en les
encadrant par des fonctions en escalier. $oifa, ) — R une fonction borge.

Exercice Démontrer que, commg est borige, 'ensemble&., (f) des fonctions en escalier sjar, ] qui ma-
jorent f surla, b] est non vide, ainsi que I'ensemlide (f) des fonctions en escalier Sur, b] qui sont majoees
par f surla, b|.

Soienty et des fonctions en escalier telles giie< f < ¢ sur[a, b]. On af;7 Y(x)dr < ff (x)dx. Par

congquent, 'ensemble
b
{[[ewie:peen]

{/awa)d:c ween)

est majoe. Par consgquent on peuté&finir les nombres

est minoe. De néme I'ensemble

b b
Infs&E&.(f)/ o(x)dx etSupd,Eg(f)/ Y(x)dx

ExerciceDémontrer que les nombrésf ,cc. (5 ff p(z)dx etSupyee () ff Y (z)dx existent et qu'il erifient
I'in égalie

b b
Infoce, (p) / o(z)dr < Supweg_(f)/ Y(x)dz.
Ces deux nombres peuverdrifier I'inégaligé stricte

b b
Inf¢eg+(f)/ <p(w)dm<Sup¢€5(f)/ Y(z)dx

comme le montre I'exemple de la fonction

0 si z€@Q
f(x):{l si ¢ Q

Définition 30 Soit f : [a,b] — R une fonction borée. On dit quef est inegralble au sens de Riemann sur
[a, ] si les nombrednf c¢. () ff p(z)dz etSupyee (5 ff Y (z)dx sontégaux et on note alors

b b b
/f(x)da: ::Infg,e&r(f)/ @(m)dx:Sup¢eg(f)/ Y(z)dz.

qu’on appelle I'inégrale def sur [a, b]. On note park([a, b]) 'ensemble des fonctions &drables suia, b].
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Proposition 16 Une fonctionf : [a, b] — R estingégrable au sens de Riemann $wyb], si et seulement si pour
pour toute > 0 il existe des fonctions en escaligety telles que) < f < p surja, b] etff(w(x)—w(:r))d:n <
e.

Exercice Demontrer cette proposition.

Proposition 17 (Propriétés de I'integrale)NotonsR ([a, b]) I'ensemble des fonctions &grables sufa, b].
Relation de ChaslesPour toutf € R([a,b]) et toutc € [a,b] onaf € R([a,c]) et f € R([c,b]) et

/abf(ac)dac = /acf(a:)dx + /be(x)dac.

Lin éarité de l'intégrale.Pour tousf, g € R([a, b]) et tous Eels) ety onaAf + ug € R([a,b]) et

/ab(Af + pg)(x)de = )\/abf(x)dx 4 #/abg(@dx.

Croissance.Pour tousf, g € R([a,b]), si pour toutx € [a,b], f(x) < g(z) alors

[ e < [ gtwrae

Par congquent, sif > 0 sur [a, b] alors f;’ f(z)dz > 0.
Majoration. Pour toutf € R([a,b]) ona|f| € R([a,b]) et

[ el < [1ae

Inégalitée de Cauchy-SchwartzPour tousf, g € R([a,b]) onafg € R([a,b]) et

/ ’ fa)g(e)da] < (/ b s ) - (/ b oo

Par congquentR ([a, b]) est une algbre ®€elle etf — f;’ f(x)dx est une application lieaire deR ([a, b])
dansR.

1/2

Exercice Deémontrer cette proposition.

12.3 Classes de fonctions iegrables

Définition 31 Soit f : [a,b] — R. On dit quef est continue par morceaux, s'il exitse un subdivisior-

{zo,z1,-- ,z,} de]a, b], telle que la restriction d¢ a chacun des intervalles ouveits, x; [ Soit continue
et quef admette des limitea droite aux points de discontin@itz, - - - ,z,_1 et des limitesa gauche aux
points de discontinugz, - - - , z,,.

Théoreme 27 1. Sif est continue sufa, b], alors f est inegrable sura, b].
2. Sif est monotone syr, b, alors f est inegrable surja, b].
3. Sif est continue par morceaux slar, b], alors f est inegrable sura, b].

Exercice Demontrer ce teoeme.

Proposition 18 Soit f continue sufa, b] telle quef > 0 sur [a, b]. Alors

b
/ f(x)dr =0 = f=0surla,b.
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12.4 Somme de Riemann

Définition 32 Soitf : [a,b] — R une fonction borée. Soitw = zy < 21 < -+ < x, = b, une subdivision de
[a, b] et soit¢; € [z, xiy1],7=0,--- ,n— 1, une suite de points. On appelle somme de Riemarfradsocée
a cette subdivision &t ces points la somme

n—1

D (@i — ) f(&):

=0
Théoreme 28 Si la fonctionf : [a, b] — R est inégrable au sens de Riemann surb] alors
n—1 b
im » (ziy1 — ) f(&) = / f(z)dz

h—0 4
=0

ol h = max{|z;41 — x;| : 0 < i <n — 1} estle pas de la subdivision.

Exercice Calculerlim,, . ;o Uy aVeCUy = 727 + 7i5 + - + 735- ON @
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