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Chapitre 1

Groupes, Anneaux et Corps

1.1 Groupes

Définition 1 Un groupe(G, ∗) est un ensembleG muni d’une loi de composition interne∗, (c’est à dire une
application(a, b) ∈ G×G 7→ a ∗ b ∈ G) vérifiant les propríet́es suivantes :
G1. Associativit́e : pour touśelémentsa, b, c deG on a(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).
G2. Il existe uńelément neutree tel que pour touta deG on aita ∗ e = e ∗ a = a.
G3. Tout́elément admet syḿetrique, c’est̀a dire que pour touta deG, il existea′ deG tel quea∗a′ = a′∗a = e.
Le groupe(G, ∗) est dit commutatif si de plusa ∗ b = b ∗ a pour tousa et b deG.

Exercices
(N,+), (N,×) ne sont pas des groupes.
(Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) sont des groupes commutatifs.
(Z,×), (Q,×), (R,×), (C,×) ne sont pas des groupes.
(Q∗,×), (R∗,×), (C∗,×) sont des groupes commutatifs.
(Z∗,×) n’est pas un groupe.

L’ensemblegl(2,R) =
{(

a b
c d

)
: a, b, c, d ∈ R

}
des matrices2×2 à coefficients ŕeels, muni de l’addition

des matrices (
a b
c d

)
+
(
a′ b′

c′ d′

)
=
(
a+ a′ b+ b′

c+ c′ d+ d′

)
est un groupe commutatif. Muni de la multiplication des matrices,(

a b
c d

)
×
(
a′ b′

c′ d′

)
=
(
aa′ + bc′ ab′ + bd′

ca′ + dc′ cb′ + dd′

)
ce n’est pas un groupe.

L’ensembleGl(2,R) =
{(

a b
c d

)
∈ gl(2,R) : ad− bc 6= 0

}
des matrices2 × 2 de d́eterminant non nul,

muni de la multiplication des matrices est un groupe non commutatif.

Proposition 1 Dans un groupe il y a un uniquéelément neutre. Chaqueélémenta admet un unique syḿetrique,
not́ea−1. L’ équationa ∗ x = b admet une unique solutionx = a−1 ∗ b. De m̂eme l’équationx ∗ a = b admet
une unique solutionx = b ∗ a−1.

ExerciceDémontrer cette proposition.
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CHAPITRE 1. GROUPES, ANNEAUX ET CORPS 2

1.2 Anneaux

Définition 2 Un anneau(A,+,×) est un ensembleAmuni de deux lois de composition interne+ et× vérifiant
les propríet́es suivantes :
A1.(A,+) est un groupe commutatrif.
A2. La loi× est associative.
A3. La loi× est distributive par rapport̀a la loi +, c’està dire pour tousa, b, c deA,

a× (b+ c) = a× b+ a× c et (b+ c)× a = b× a+ c× a.

L’anneau(A,+,×) est dit commutatif si de plus la loi× est commutative, unitaire si la loi× poss̀ede un
élement neutre.

Exercices
(Z,+,×), (Q,+,×), (R,+,×), (C,+,×) sont des anneaux commutatifs unitaires.
(gl(2,R),+,×) est un anneau unitaire non commutatif.

Proposition 2 Dans un anneau il y a un uniquéelément neutre pour la loi+, on le note0. Dans un anneau
unitaire il y a un uniqueélément neutre pour la loi×, on le note1. Chaqueélémenta admet un unique
syḿetrique pour la loi+, not́e−a. L’ équationa× b = 0 n’implique pasa = 0 ou b = 0.

ExerciceDémontrer cette proposition.

1.3 Corps

Définition 3 Un corps(K,+,×) est un ensembleK muni de deux lois de composition interne+ et× vérifiant
les propríet́es suivantes :
K1. (K,+,×) est un anneau unitaire.
K2. Chaquéelément non nul (c’est̀a dire distinct de l’́elément neutre de la loi+) admet un inverse pour la loi
×.
Si, de plus, la loi× est commutative, le corps(K,+,×) est dit commutatif.

Exercices
(Z,+,×) n’est pas un corps.
(Q,+,×), (R,+,×), (C,+,×) sont des corps.
(gl(2,R),+,×) n’est pas un corps.
(Gl(2,R),+,×) est-il un corps ?

Proposition 3 Dans un corps chaquéelément non nula admet un unique syḿetrique pour la loi×, not́ea−1.
L’ équationa× x = b, aveca 6= 0 admet une unique solutionx = a−1 × b. Dans un corpsa× b = 0 implique
a = 0 ou b = 0.

ExerciceDémontrer cette proposition.



Chapitre 2

R est un corps commutatif totalement
ordonné

2.1 Ensembles ordonńes

SoitE un ensemble. Une relation surE est une partieR deE × E. On note

aRb⇔ (a, b) ∈ R.

Une relationR surE est dite

1. Réflexive si et seulement si pour touta ∈ E, aRa.

2. Syḿetrique si et seulement si pour touta, b ∈ E, aRb⇒ bRa.

3. Antisyḿetrique si et seulement si pour touta, b ∈ E, aRb et bRa⇒ a = b.

4. Transitive si et seulement si pour touta, b, c ∈ E, aRb et bRc⇒ aRc.

Définition 4 Une relation d’́equivalence surE est une relation ŕeflexive, syḿetrique et transitive. La classe
d’équivalence d’uńelément dea ∈ E est l’ensemble

a = {b ∈ E : aRb}

deséléments en relation aveca.

Exercice Montrer que surN, la relationaRb ⇔ a et b ont le m̂eme reste dans la division par 5, notéea =
b mod5 est une relation d’équivalence surN. Quelles sont les classes d’équivalence ?.
Montrer que sur l’ensemble des droites du plan la relation “être parall̀ele ou confondue” est une relation
d’équivalence.

Définition 5 Une relation d’ordre surE est une relation ŕeflexive, antisyḿetrique et transitive. L’ordre surE
est dit total si pour touta, b ∈ E on a ou bienaRb, ou bienaRb.

Exercice Montrer que la relationaRb ⇔ a diviseb, not́eea|b est une relation d’ordre surN. L’ordre est-il
total ?
Montrer que la relationaRb⇔ a ≤ b est une relation d’ordre surN. L’ordre est-il total ?
Soit E un ensemble. Montrer que la relationARB ⇔ A ⊆ B est une relation d’ordre sur l’ensemble des
parties deE. L’ordre est-il total ?

3



CHAPITRE 2. R EST UN CORPS COMMUTATIF TOTALEMENT ORDONNÉ 4

2.2 Corps ordonńe

Un corps ordonńe est un corps(K,+,×) muni d’une relation d’ordre≤ compatible avec les lois+ et×,
c’està dire
1. Pour tousx, y etz ∈ K, x ≤ y impliquex+ z ≤ y + z.
2. Pour tousx, y ∈ K, 0 ≤ x et0 ≤ y implique0 ≤ x× y.

Théorème 1 Q etR sont des corps commutatif commutatifs totalement ordonnés.

On peut ŕesumer ainsi les propriét́es des nombres réels (le produitx× y est not́exy) :

1. pour tousx, y, z ∈ R, x+ (y + z) = (x+ y) + z,

2. pour tousx, y ∈ R, x+ y = y + x,

3. pour toutx ∈ R, 0 + x = 0,

4. pour toutx ∈ R, x+ (−x) = 0,

5. pour tousx, y, z ∈ R, x(y + z) = xy + xz,

6. pour tousx, y, z ∈ R, x(yz) = (xy)z,

7. pour tousx, y ∈ R, xy = yx,

8. pour tousx ∈ R, 1x = x,

9. pour toutx ∈ R, x 6= 0, xx−1 = 1.

10. pour toutx ∈ R, x ≤ x,

11. pour tousx, y ∈ R, x ≤ y ety ≤ x, impliquex = y,

12. pour tousx, y, z ∈ R, x ≤ y ety ≤ z impliquex ≤ z,

13. pour tousx, y ∈ R, on ax ≤ y ouy ≤ x,

14. pour tousx, y ∈ R, x ≤ y impliquex+ z ≤ y + z,

15. pour tousx, y ∈ R, 0 ≤ x et0 ≤ y implique0 ≤ xy,

Théorème 2 R et aussi archiḿedien, ce qui signifie qu’il satisfait̀a l’ axiome d’Archim̀ede :
pour tousx, y ∈ R tels que0 < x et0 ≤ y il existe un entiern tel quey ≤ nx.



Chapitre 3

R est complet

On a vu dans le chapitre 2 queQ et R sont des corps commutatifs totalement ordonnés. Dans la suite du
ce chapitre on va mettre enévidence une propriét́e (la compĺetude) que possèdeR mais qui n’est pas satisfaite
dansQ.

3.1 Bornes suṕerieure et inférieure

Définition 6 SoitE un ensemble ordonné par une relation not́ee≤. SoitA une partie deE. On dit quem ∈ E
est un(e)

– majorant deA si ∀a ∈ A, a ≤ m.
– minorant deA si ∀a ∈ A,m ≤ a.
– borne suṕerieure deA (not́eeSupA), sim est un majorant deA et si pour tout majorantm′ deA on a
m ≤ m′ (doncm est le plus petit majorant).

– borne inférieure deA (not́eeInfA), sim est un minorant deA et si pour tout minorantm′ deA on a
m′ ≤ m (doncm est le plus grand minorant).

Proposition 4 La borne suṕerieure (ou la borne inf́erieure), si elle existe, est unique.

ExerciceDémontrer cette proposition.

La borne suṕerieure ou inf́erieure n’existe pas toujours. Par exemple dansQ, muni de la relation d’ordre≤,
la partie

A = {x ∈ Q : x2 < 2}

est majoŕee mais n’admet pas de borne supérieure (montrer le). Par contre la partieA admet une borne
suṕerieure dansR. D’ailleurs on a

Axiome de la borne suṕerieure Toute partie majoŕeeA deR admet une borne supérieure, c’est̀a dire que s’il
existeM ∈ R tel que∀x ∈ A, x ≤M , alors il existeM0 tel que

M0 = SupA ⇔
{
∀x ∈ A x ≤M0,
∀ε > 0 ∃x ∈ AM0 − ε < x.

On a aussi que toute partie minoréeA deR admet une borne inférieure, c’est̀a dire que s’il existem ∈ R tel
que∀x ∈ A, x ≥ m, alors il existem0 tel que

m0 = InfA ⇔
{
∀x ∈ A x ≥ m0,
∀ε > 0 ∃x ∈ A m0 + ε > x.

Proposition 5 Q est dense dansR, c’està dire que pour tous ŕeelsa et b tels quea < b, il existe un rationnel
r tel quea < r < b.
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CHAPITRE 3. R EST COMPLET 6

3.2 R est complet

Définition 7 On dit qu’une suiteun converge versl et on notelimn→∞ un = l si pour toutε > 0, il existeN
tel que pour toutn > N on ait l − ε < un < l + ε. Onécrit alors

lim
n→∞

un = l ⇔ ∀ε > 0 ∃N ∀n ∈ N (n > N ⇒ |un − l| < ε)

Définition 8 On dit qu’une suiteun est de Cauchy si pour toutε > 0, il existeN tel que pour toutn,m > N
on ait |un − um| < ε. Onécrit alors

un de Cauchy⇔ ∀ε > 0 ∃N ∀n,m ∈ N (n,m > N ⇒ |un − um| < ε)

Toute suite convergente est une suite de Cauchy (montrer le) mais la réciproque n’est pas toujours vraie.
Par exemple une suite de nombres rationnels qui converge vers

√
2 (il en existeà cause de la densité deQ dans

R), est une suite de Cauchy dansQ (pourquoi ?), mais elle ne converge pas dansQ (puisque sa limite est
√

2 et
que

√
2 /∈ Q). On dit queQ n’est pas complet.

Théorème 3 Toute suite de Cauchy de nombres réels est convergente dansR. On dit queR est complet.



Chapitre 4

Compléments sur les groupes

4.1 Morphismes de groupe, sous-groupe d’un groupe

Définition 9 On dit qu’une applicationf : G1 → G2 est un morphisme (on dit aussi homomorphisme) du
groupe(G1, ∗1) dans le groupe(G2, ∗2) si pour tousx, y ∈ G1 on a

f(x ∗1 y) = f(x) ∗2 f(y)

Si de plusf est bijectif on dit quef est un isomorphisme.

Exercice
Trouver un isomorphisme du groupe additif(R,+) dans le groupe multiplicatif(R+∗,×).
Existe-t-il un isomorphisme du groupe additif(Q,+) dans le groupe multiplicatif(Q+∗,×).
Montrer que sif : G1 → G2 est un morphisme alors

f(e1) = e2, où e1 ete2 sont leśeléments neutres deG1 etG2.
pour toutx ∈ G1, f(x−1) = (f(x))−1.

Définition 10 Soit(G, ∗) un groupe. On dit qu’une partieH deG est un sous-groupe de(G, ∗) siH est stable
pour la loi ∗ (c’està direx ∗ y ∈ H pour tousx, y ∈ H) et si(H, ∗) est un groupe.

Proposition 6 Une partie non videH deG est un sous-groupe de(G, ∗), si et seulement si pour tousx, y ∈ H,
on ax ∗ y−1 ∈ H.

PREUVE. Montrons la ŕeciproque. CommeH est non vide, il existex ∈ H. On a donce = x ∗ x−1 ∈ H. Soit
x ∈ H, commee, x ∈ H on ax−1 = e ∗ x−1 ∈ H. Pour la stabilit́e, soientx, y ∈ H. Commex, y−1 ∈ H,
on ax ∗ y = x ∗

(
y−1
)−1 ∈ H. Comme l’associativit́e est satisfaite dansG, elle est satisfaite dansH. Ce qui

ach̀eve la d́emonstration.

Théorème 4 Soitf : G1 → G2 un morphisme de groupe. SoitH1 un sous-groupe deG1, alorsf(H1) est un
sous-groupe deG2. SoitH2 un sous-groupe deG2, alorsf−1(H2) est un sous-groupe deG1.

PREUVE. Montrons quef(H1) est un sous-groupe deG2. Soientu, v ∈ f(H1). Alors il existex, y ∈ H1 tels
queu = f(x) et v = f(y). CommeH1 est un sous-groupe deG1 on ax ∗1 y

−1 ∈ H1. Commef est un
morphisme on a

u ∗2 v
−1 = f(x) ∗2 (f(y))−1 = f(x) ∗2 f(y−1) = f(x ∗1 y

−1). (4.1)

Doncu ∗2 v
−1 ∈ f(H1). Doncf(H1) est un sous-groupe deG2

Montrons quef−1(H2) est un sous-groupe deG1. Soientx, y ∈ f−1(H2). Alors u = f(x) ∈ H2 et
v = f(y) ∈ H2. CommeH2 est un sous-groupe deG2 on au ∗2 v

−1 ∈ H2. Utilisant (4.1) on voit que
x ∗1 y

−1 ∈ f−1(H2). Doncf−1(H2) est un sous-groupe deG1. Ce qui ach̀eve la d́emonstration.
Dans les cas particuliersH1 = G1 etH2 = {e2}, on obtient les sous-groupes image et noyau.
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CHAPITRE 4. COMPLÉMENTS SUR LES GROUPES 8

Définition 11 (Noyau et Image d’un morphisme). Soitf : G1 → G2 un morphisme de groupe. On appelle
image def le sous groupeImf = f(G1) deG2 et noyau def le sous groupeKerf = f−1({e2}) deG1.

Exercice Soit f : G1 → G2 est un morphisme de groupes. Montrer quef est injective si et seulement si
Kerf = {e1}.

4.2 Groupe des permutations

SoitE un ensemble etG l’ensemble des bijections deE dansE.

ExerciceMontrer queG, muni de la loi de composition des applicationsf ◦ g est un groupe, en géńeral non
abelien.

Le groupe des permutationsSn est le groupe de toutes les bijections de l’ensemble{1, · · · , n} sur lui même,
muni de la loi de composition des applications. L’élément est l’application identié, c’està dire l’application
e = (1 · · ·n). Le groupeSn poss̀eden! éléments.

ExempleLe groupeS2 poss̀ede2 éléments : l’́elément neutree défini pare(1) = 1, e(2) = 2 et la bijectiont
définie part(1) = 2, t(2) = 1, qu’on convient de noter alorst = (12) pour signifier que leśeléments 1 et 2
sontéchanǵes part. On appellet une transposition. La table deS2 est

◦ e t

e e t

t t e

Le groupeS3 poss̀ede6 éléments :e, les transpositionst1 = (12). t2 = (23) et t3 = (13) et les permutations
circulairesc1 = (123) et c2 = (132). Noter que les bijectiont1, t2 et t3 vérifient

t1(1) = 1, t1(2) = 3, t1(3) = 2.

t2(1) = 3, t2(2) = 2, t2(3) = 1.

t3(1) = 2, t3(2) = 1, t3(3) = 3.

On les appelle des transpositions, car elle n’échangent que deux́eléments. Noter que les bijectionc1 et c2
vérifient

c1(1) = 2, c1(2) = 3, c1(3) = 1.

c2(1) = 3, c2(2) = 1, t2(3) = c.

Ecrire la table du groupeS3.

ExerciceSoitm > n. Montrer que l’applicationf : Sn → Sm qui àσ ∈ Sn associef(σ) définie par

f(σ)(k) =
{
σ(k) si 1 ≤ k ≤ n
k si n+ 1 ≤ k ≤ m

est un homomorphisme injectif de groupes.
Montrer queS3 n’est pas abelien et en déduire queSn n’est pas abelien pourn ≥ 3.
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4.3 Groupes de syḿetrie du triangle équilatéral et du carré

On se propose d’étudier le groupeG des isoḿetries du plan qui laissent globalement invariant un triangle
équilateral(A,B,C), muni de la loi de composition des applications.

Exercices1. Montrer que c’est bien un groupe.
2. Montrer qu’il est isomorphèaS3.

On se propose d’étudier le groupeG des isoḿetries du plan qui laissent globalement invariant un carré
(A,B,C,D), muni de la loi de composition des applications.

Exercices1. Montrer que c’est bien un groupe.
2. Montrer que c’est un sous-groupe deS4.
3. Montrer queG contient 8éléments
4. Déterminer les sous-groupes deG.



Chapitre 5

Suites de nombres ŕeels

Une suite de nombres réels est une applicationn 7→ un deN dansR, qu’on notera(un)n∈N ou (un)n ou,
plus simplement,(un). L’ensemble des suites de nombres réels est un espace vectoriel surR avec les oṕerations

(un) + (vn) = (un + vn), λ(un) = (λun),

où λ est un nombre ŕeel. On d́efinit les notions suivantes de suites

un croissante ⇔ ∀n ∈ N, un+1 ≥ un,
un décroissante ⇔ ∀n ∈ N, un+1 ≤ un,
un majoŕee ⇔ ∃M ∈ R, ∀n ∈ N, un ≤M ,
un minoŕee ⇔ ∃m ∈ R, ∀n ∈ N, un ≥ m.

5.1 Suites convergentes

Définition 12 On dit qu’une suiteun converge versl et on notelimn→∞ un = l si pour toutε > 0, il existeN
tel que pour toutn > N on ait l − ε < un < l + ε. Onécrit alors

lim
n→∞

un = l ⇔ ∀ε > 0 ∃N ∀n ∈ N (n > N ⇒ |un − l| < ε)

On dit qu’une suiteun tend vers+∞ et on notelimn→∞ un = +∞ si pour toutA > 0, il existeN tel que
pour toutn > N on aitA < un. Onécrit alors

lim
n→∞

un = +∞ ⇔ ∀A > 0 ∃N ∀n ∈ N (n > N ⇒ un > A)

On dit qu’une suiteun tend vers−∞ et on notelimn→∞ un = −∞ si pour toutA > 0, il existeN tel que
pour toutn > N on aitun < −A. Onécrit alors

lim
n→∞

un = +∞ ⇔ ∀A > 0 ∃N ∀n ∈ N (n > N ⇒ un < −A)

Proposition 7 (Unicité de la limite). La limite, si elle existe, est unique.

Théorème 5 (Oṕerations alǵebriques sur les limites). Si limn→∞ un et limn→∞ vn existent et sont finies
alors, pour tous ŕeelsλ etµ, limn→∞(λun + µvn) et limn→∞(unvn) existent et on a

lim
n→∞

(λun + µvn) = λ lim
n→∞

un + µ lim
n→∞

vn.

lim
n→∞

(unvn) = lim
n→∞

un lim
n→∞

vn.

Si, de plus,limn→∞ vn 6= 0, alors limn→∞
un
vn

existe et on a

lim
n→∞

un
vn

=
limn→∞ un
limn→∞ vn

.
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Ces ŕesultats restent “vrais” si l’une des deux limites (ou les deux) est infinie, sauf pour les cas d’indétermination
bien connus

∞−∞, 0∞,
∞
∞
,

0
0
.

ExerciceDémontrer ce th́eor̀eme.

Théorème 6 (Th́eorème des gendarmes)Soient(un), (vn) et (wn) des suites de nombres réels telles que
pour toutn ∈ N, un ≤ vn ≤ wn et limn→∞ un = limn→∞wn = l, alors limn→∞ vn = l.

ExerciceDémontrer ce th́eor̀eme.

Proposition 8 Soient(un) et (vn) des suites de nombres réels. Alors
pour toutn ∈ N, un ≤ vn et limn→∞ un = +∞, alors limn→∞ vn = +∞,
pour toutn ∈ N, un ≤ vn et limn→∞ vn = −∞, alors limn→∞ un = −∞,
pour toutn ∈ N, un ≤ vn et (un) et (vn) convergent alorslimn→∞ un ≤ limn→∞ vn.

ExerciceDémontrer cette proposition.

5.2 Suites monotones

Théorème 7 Toute suite croissante et majorée de nombres réels converge (vers sa borne supérieure). Toute
suite d́ecroissante et minorée de nombres réels converge (vers sa borne inférieure).

ExerciceDémontrer ce th́eor̀eme.

Définition 13 On dit que les suites(un) et (vn) sont adjacentes si(un) est croissante,(vn) est d́ecroissante et
limn→∞(vn − un) = 0.

Théorème 8 Deux suites adjacentes convergent vers la même limite.

ExerciceDémontrer ce th́eor̀eme.



Chapitre 6

Limites de fonctions

On consid̀ere une fonctionf : I → R définie au voisinage du pointa, sauf peut-̂etre au pointa, c’està dire
queI =]c, a[∪]a, b[ avec−∞ ≤ c < a < b ≤ +∞.

6.1 Notion de limite

Définition 14 Soit l ∈ R. On dit quef admetl comme limite (ou tend versl) quandx tend versa, si pour
tout ε > 0, il existeδ > 0 tel que pour toutx ∈ I vérifiant a − δ < x < a ou a < x < a + δ on ait
l − ε < f(x) < l + ε. Onécrit alors

lim
x→a,x6=a

f(x) = l ⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ I (0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− l| < ε).

On dit quef admetl comme limitèa droite quandx tend versa, si pour toutε > 0, il existeδ > 0 tel que pour
toutx ∈ I vérifianta < x < a+ δ on ait l − ε < f(x) < l + ε. Onécrit alors

lim
x→a,x>a

f(x) = l ⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ I (a < x < a+ δ ⇒ |f(x)− l| < ε).

On dit quef admetl comme limitèa gauche quandx tend versa, si pour toutε > 0, il existeδ > 0 tel que
pour toutx ∈ I vérifianta− δ < x < a on ait l − ε < f(x) < l + ε. Onécrit alors

lim
x→a,x<a

f(x) = l ⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ I (a− δ < x < a⇒ |f(x)− l| < ε).

De ces d́efinitions on d́eduit imḿediatement que

lim
x→a,x6=a

f(x) = l ⇔ lim
x→a,x>a

f(x) = lim
x→a,x<a

f(x) = l

Définition 15 On dit quef tend vers+∞ quandx tend versa si pour toutA > 0, il existeδ > 0 tel que pour
toutx ∈ I vérifianta− δ < x < a oua < x < a+ δ on aitf(x) > A. Onécrit alors

lim
x→a,x6=a

f(x) = +∞ ⇔ ∀A > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ I (0 < |x− a| < δ ⇒ f(x) > A).

On dit quef tend vers−∞ quandx tend versa si pour toutA > 0, il existeδ > 0 tel que pour toutx ∈ I
vérifianta− δ < x < a oua < x < a+ δ on aitf(x) < −A. Onécrit alors

lim
x→a,x6=a

f(x) = −∞ ⇔ ∀A > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ I (0 < |x− a| < δ ⇒ f(x) < −A).

12



CHAPITRE 6. LIMITES DE FONCTIONS 13

6.2 Propriétés des limites

Proposition 9 (Unicité de la limite). La limite, si elle existe, est unique.

Théorème 9 (Oṕerations alǵebriques sur les limites). Si limx→a f(x) et limx→a g(x) existent et sont finies
alors limx→a(f + g)(x) et limx→a(fg)(x) existent et on a

lim
x→a

(f + g)(x) = lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x), lim
x→a

(fg)(x) = lim
x→a

f(x) lim
x→a

g(x).

Si, de plus,limx→a g(x) 6= 0, alors limx→a
f
g (x) existe et on a

lim
x→a

f

g
(x) =

limx→a f(x)
limx→a g(x)

.

Ces ŕesultats restent “vrais” si l’une des deux limites (ou les deux) est infinie, sauf pour les cas d’indétermination
bien connus

∞−∞, 0∞,
∞
∞
,

0
0
.

ExerciceDémontrer ce th́eor̀eme.

Théorème 10 (Caract́erisation avec les suites)On a quelimx→a,x6=a f(x) si et seulement si pour toute suite
xn qui tend versa, avecxn 6= a, la suitef(xn) tend vers l.

ExerciceDémontrer ce th́eor̀eme.

6.3 Limites en l’infini

On consid̀ere une fonctionf : I =]a,+∞[→ R. Soit l ∈ R.

Définition 16 On dit quef admetl comme limite (ou tend versl) quandx tend vers+∞, si pour toutε > 0,
il existeB > 0 tel que pour toutx ∈ I vérifiantx > B on ait l − ε < f(x) < l + ε. Onécrit alors

lim
x→+∞

f(x) = l ⇔ ∀ε > 0 ∃B > 0 ∀x ∈ I (x > B <⇒ |f(x)− l| < ε).

On dit quef tend vers+∞ quandx tend vers+∞ si pour toutA > 0, il existeB > 0 tel que pour toutx ∈ I
vérifiantx > B on aitf(x) > A. Onécrit alors

lim
x→+∞

f(x) = +∞ ⇔ ∀A > 0 ∃B > 0 ∀x ∈ I (x > B ⇒ f(x) > A).

On dit quef tend vers−∞ quandx tend vers+∞ si pour toutA > 0, il existeB > 0 tel que pour toutx ∈ I
vérifiantx > B on aitf(x) < −A. Onécrit alors

lim
x→+∞

f(x) = −∞ ⇔ ∀A > 0 ∃B > 0 ∀x ∈ I (x > B ⇒ f(x) < −A).

On consid̀ere une fonctionf : I =]−∞, a[→ R. Soit l ∈ R.

Définition 17 On dit quef admetl comme limite (ou tend versl) quandx tend vers−∞, si pour toutε > 0,
il existeB > 0 tel que pour toutx ∈ I vérifiantx < −B on ait l − ε < f(x) < l + ε. Onécrit alors

lim
x→−∞

f(x) = l ⇔ ∀ε > 0 ∃B > 0 ∀x ∈ I (x < −B <⇒ |f(x)− l| < ε).

On dit quef tend vers+∞ quandx tend vers−∞ si pour toutA > 0, il existeB > 0 tel que pour toutx ∈ I
vérifiantx < −B on aitf(x) > A. Onécrit alors

lim
x→−∞

f(x) = +∞ ⇔ ∀A > 0 ∃B > 0 ∀x ∈ I (x < −B ⇒ f(x) > A).

On dit quef tend vers−∞ quandx tend vers−∞ si pour toutA > 0, il existeB > 0 tel que pour toutx ∈ I
vérifiantx < −B on aitf(x) < −A. Onécrit alors

lim
x→−∞

f(x) = −∞ ⇔ ∀A > 0 ∃B > 0 ∀x ∈ I (x < −B ⇒ f(x) < −A).



Chapitre 7

Continuit é

On consid̀ere une fonctionf : I → R définie au voisinage du pointa, c’est à dire queI =]c, b[ avec
−∞ ≤ c < a < b ≤ +∞. Par conśequentf est d́efinie ena.

7.1 Définitions et propri étésélémentaires

Définition 18 On dit quef est continue au pointa si elle admetf(a) comme limite quandx tend versa. On
écrit alors

f continue ena ⇔ lim
x→a

f(x) = f(a)

⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ I (|x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε).

Théorème 11 (Caract́erisation avec les suites)La fonctionf est continue au pointa si et seulement si pour
toute suitexn qui tend versa, la suitef(xn) tend versf(a).

Théorème 12 (Oṕerations alǵebriques sur les fonctions continues). Sif etg sont continues ena alorsf+g
etfg le sont aussi. Si, de plus,g(a) 6= 0, alors f

g est continue ena.

ExerciceDémontrer ce th́eor̀eme.

Définition 19 On dit quef est continue surI si elle est continue en tout pointx deI, c’està dire

f continue surI ⇔
∀x ∈ I ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x′ ∈ I (|x′ − x| < δ ⇒ |f(x′)− f(x)| < ε).

On dit quef est uniforḿement continue surI si elle est continue en tout pointx deI et si leδ de la d́efinition
peutêtre choisi ind́ependant dex, c’està dire

f uniformément continue surI ⇔
∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ I ∀x′ ∈ I (|x′ − x| < δ ⇒ |f(x′)− f(x)| < ε).

7.2 Fonctions continues sur[a, b]

Théorème 13 (Th́eorème des valeurs interḿediaires.)Si f est continue sur[a, b], et si l est compris entre
f(a) etf(b) alors il existec ∈ [a, b] tel quef(c) = l.

Corollaire 1 Sif est continue sur[a, b], et sif(a)f(b) < 0 alors il existec ∈]a, b[ tel quef(c) = 0.

14



CHAPITRE 7. CONTINUITÉ 15

ExerciceDémontrer le th́eor̀eme et son corollaire.

Pour d́emontrer les deux th́eor̀emes suivants on a besoin du résultat suivant sur les suitesà valeurs dans
l’intervalle [a, b]. Une suitevn est dite une sous-suite, ou une suite extraite de la suiteun s’il existe une fonction
strictement croissanteφ : N → N, telle quevn = uφ(n) pour toutn ∈ N.

Théorème 14 (Th́eorème de Bolzano Weierstrass.)Toute suite dans[a, b] admet une sous suite qui converge
versc ∈ [a, b].

ExerciceDémontrer ce th́eor̀eme, en utilisant la ḿethode de dichotomie.

Théorème 15 Si f est continue sur[a, b], alors f est borńee sur[a, b] et elle atteint ses bornes inférieure et
suṕerieure, c’est̀a dire qu’il existexmax ∈ [a, b] etxmin ∈ [a, b] tels que

xmax = sup
x∈[a,b]

f(x), xmin = inf
x∈[a,b]

f(x).

Théorème 16 Sif est continue sur[a, b], alorsf est uniforḿement continue sur[a, b].



Chapitre 8

Théorème de la base incomplète

Le but de ce chapitre est de dḿontrer qu’un espace vectoriel engendré par un nombre fini de vecteurs
poss̀ede une base, et que toutes ses bases ont le même nombre de vecteurs appelé la dimension de l’espace.

SoitE un espace vectoriel sur le corpsK (K = Q, R ouC).

Théorème 17 (Th́eorème de la base incomplète). SoitE un espace vectoriel et soientg1, · · · , gq des vec-
teurs deE. On suppose queE est engendŕe par les vecteursg1, · · · , gq. Soientf1, · · · , fp des vecteurs deE
linéairement ind́ependants. Alors il existe une basee1, · · · , en deE, avecn ≥ p telle que

ei = fi pour1 ≤ i ≤ p etej ∈ {g1, · · · , gq} pourp+ 1 ≤ j ≤ n.

8.1 Rappels et definitions

Définition 20 On dit que les vecteursf1, · · · , fp deE sont lińeairement ind́ependants si pour tousλ1, · · · , λp
deK on a

λ1f1 + · · ·+ λpfp = 0 ⇒ λ1 = · · · = λp = 0.

Définition 21 On dit que l’espaceE est engendŕe par les vecteursg1, · · · , gq si pour toutx ∈ E il existe
λ1, · · · , λp deK tels quex = λ1g1 + · · ·+ λqgp.

Définition 22 On dit que l’espacee1, · · · , en est une base deE si les vecteurse1, · · · , en sont lińeairement
indépendants et s’ils engendrentE.

Proposition 10 Soite1, · · · , en une base deE, alors pour toutx ∈ E il existe des uniquesλ1, · · · , λn deK
tels quex = λ1e1 + · · ·+ λnen.

Proposition 11 Soitx1, · · · , xp des vecteurs deE linéairement ind́ependants, ety un vecteur deE, alors y
est une combinaison linéaire des vecteursx1, · · · , xp si et seulement si les vecteursx1, · · · , xp, y ne sont pas
linéairements ind́ependants.

Proposition 12 Supposons queE poss̀ede une base forḿee den vecteurs. Sim > n est un entier, alorsm
vecteurs deE ne peuvent paŝetre linéairemnt ind́ependants.

ExerciceDémontrer ces propositions.

Théorème 18 Toutes les bases deE ont le m̂eme nombre de vecteurs.

Pour d́emontrer ce th́eor̀eme il suffit d’appliquer la proposition préćedenteà deux basese1, · · · , en et
f1, · · · , fm deE. Puisque lesm vecteursf1, · · · , fm sont lińeairemnt ind́ependants et que les vecteurse1, · · · , en
forment une base on am ≤ n. Puisque lesm vecteurse1, · · · , en sont lińeairemnt ind́ependants et que les vec-
teursf1, · · · , fm forment une base on an ≤ m. Il s’ensuitn = m.
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CHAPITRE 8. THÉORÈME DE LA BASE INCOMPLÈTE 17

8.2 Existence de bases

Démonstration du théorème de la base incomplète Premier cas : supposons que pour tout entierj le
vecteurgj est une combinaison linéaire des vecteursf1, · · · , fp. Puisque tout vecteur deE est une combinaison
linéaire des vecteursg1, · · · , gq, il s’ensuit que tout vecteur deE est une combinaison linéaire des vecteurs
f1, · · · , fp. Donc f1, · · · , fp engendrentE. Comme ils sont lińeairement ind́ependants, ils constituent donc
une base deE.

Deuxìeme cas : supposons qu’il existe un vecteurgj qui ne soit pas une combinaison linéaire des vecteurs
f1, · · · , fp. Alors par la proposition 11, les vecteursf1, · · · , fp, gj sont lińeairement ind́ependants. Soit alors
k le plus grand entier, compris entre 1 etq pour lequel il existe des vecteursgj1 , · · · , gjk tels que les vecteurs
f1, · · · , fp, gj1 , · · · , gjk sont lińeairement ind́ependants. Posons

e1 = f1, · · · , ep = fp, ep+1 = gj1 , · · · , ep+k = gjk .

Montrons que les vecteurse1, · · · , en, avecn = p + k, forment une base deE. Comme ils sont lińeairement
indépendants, il suffit de montrer qu’il engendrentE. Tout vecteurgj , avecj /∈ {j1, · · · , jk} est une combinai-
son lińeaire des vecteurse1, · · · , en. En effet, si le vecteurgj n’est pas une combinaison linéaire des vecteurs
e1, · · · , en, alors par la proposition 11, les vecteurse1, · · · , en, gj seraint lińeairement ind́ependants, ce qui
conterdit le fait quek est le plus grand entier pour lequel les vecteursf1, · · · , fp, gj1 , · · · , gjk sont lińeairement
indépendants. Puisque tous les vecteursg1, · · · , gq sont des combinaisons linéaires des vecteurse1, · · · , en et
que tout vecteur deE est une combinaison linéaire des vecteursg1, · · · , gq, il s’ensuit que tout vecteur deE
est une combinaison linéaire des vecteurse1, · · · , en. Donce1, · · · , en engendrentE.

Ceci ach̀eve la d́emonstration du th́eor̀eme de la base incomplète.

Proposition 13 SoitE 6= {0} un espace vectoriel engendré par un nombre fini de vecteurs. AlorsE admet une
base.

Pour d́emontrer ce ŕesultat, il suffit d’appliquer le th́eor̀eme de la base incomplèteà un vecteur non nulf1

quelconque deE, qui forme bien entendu une famille de vecteurs linéairemnt ind́ependants.



Chapitre 9

Dérivabilit é

On consid̀ere une fonctionf : I → R définie au voisinage du pointa, c’est à dire queI =]c, b[ avec
−∞ ≤ c < a < b ≤ +∞. Par conśequentf est d́efinie ena.

9.1 Définitions et propri étésélémentaires

Définition 23 On dit quef est d́erivable au pointa s’il existe un nombre ŕeelL et une fonctionε telles que

f(x) = f(a) + L(x− a) + (x− a)ε(x), et lim
x→a

ε(x) = 0.

Autrement dit le nombre réelL est la limite quandx tend versa du taux d’accroissementf(x)−f(a)
x−a .

Par unicit́e de la limite, le nombreL est unique. On l’appelle la dérivée def au pointa et on le note
L = f ′(a). Ainsi

f ′(a) = lim
x→a,x6=a

f(x)− f(a)
x− a

.

Théorème 19 (Oṕerations alǵebriques sur les fonctions d́erivables). Si f et g sont d́erivables ena alors
f + g etfg le sont aussi. Si, de plus,g(a) 6= 0, alors f

g est d́erivables ena.

ExerciceDémontrer ce th́eor̀eme.

Définition 24 On dit quef est d́erivable surI si elle est d́erivable en tout pointx deI.

Proposition 14 Sif est d́erivable ena et admet un extremum ena alorsf ′(a) = 0.

9.2 Fonctions d́erivables sur[a, b]

Théorème 20 (Th́eorème de Rolle). Sif est continue sur[a, b], et d́erivable sur]a, b[ telle quef(a) = f(b),
alors il existec ∈]a, b[ tel quef ′(c) = 0.

Corollaire 2 (Théorème des accroissements finis). Sif est continue sur[a, b], et d́erivable sur]a, b[, alors il
existec ∈]a, b[ tel quef(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

ExerciceDémontrer le th́eor̀eme et son corollaire.
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Chapitre 10

Applications lin éaires

10.1 Sommes directes

Définition 25 On dit qu’un espace vectorielE est la somme directe de deux sous-espaces vectorielsF etG de
E et on noteE = F ⊕G si F ∩G = {0} et si pour toutx ∈ E il existey ∈ F etz ∈ G tels quex = y + z.

Notons que siE est de dimension finie etE = F ⊕G alors on adimE = dimF + dimG.

Théorème 21 (Supplementaire d’un sous-espace vectoriel)SoitE un espace vectoriel de dimension finie et
soitF un sous-espace vectoriel deE, alors il existe un sous-espace vectorielG deE tel queE = F ⊕G. On
dit queG est un suppĺementaire deF dansE.

Pour d́emontrer ce th́eor̀eme, il suffit de consid́erer une basef1, · · · , fp deF et de la compĺeter (en utilisant
le théor̀eme de la base incomplète) en une basef1, · · · , fp, fp+1, · · · , fn deE, oùn ≥ p est la dimension deE.
Le sous-espace vectorielG deE engendŕe par les vecteursfp+1, · · · , fn vérifie alors (montrer le)E = F ⊕G.

10.2 Isomorphisme d’espace vectoriel

SoientE etF des espaces vectoriels sur le corpsK.

Définition 26 On dit qu’une applicationf : E → F est lińeaire si pour tousx, y ∈ E et tous scalairesλ,
µ ∈ K on af(λx+ µy) = λf(x) + µf(y).
Si de plusf est bijective on dit quef est un isomorphisme deE dansF .

Exercice
Montrer que sif est un isomorphisme deE dansF , alorsf−1 est aussi lińeaire. C’est donc un isomorphisme
deF dansE. Montrer que siE est de dimension finie etf est un isomorphisme deE dansF , alorsE etF sont
de m̂eme dimension.

Théorème 22 Soitf : E → F une application lińeaire. SoitH un sous-espace vectoriel deE, alors f(H)
est un sous-espace vectoriel deF . SoitK un sous-espace vectoriel deF , alors f−1(K) est un sous-espace
vectoriel deE.

Dans les cas particuliersH = E etK = {0}, on obtient les sous-espaces vectoriels image et noyau.

Définition 27 (Noyau et Image d’une application lińeaire). Soitf : E → F une application lińeaire. On
appelle image def le sous-espace vectorielImf = f(E) deF et noyau def le sous-espace vectorielKerf =
f−1({0}) deE.

ExerciceSoit f : E → F une application lińeaire. Montrer quef est injective si et seulement siKerf = {0}.
Montrer quef est surjective si et seulement siImf = F .
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10.3 Formule des dimensions

Théorème 23 Soit f : E → F une application lińeaire. On suppose queE est de dimension finie. Alors
dimE = dimKerf + dimImf .

Pour d́emontrer ce th́eor̀eme on consid̀ere un suppĺementaireS deKerf dansE et l’applicationg : S →
Imf définie parg(x) = f(x) pour toutx ∈ S. Alors f est un isomorphisme deS dansImf (montrer le). Donc
dimS = dimImf . Comme on adimE = dimKerf + dimS, on en d́eduit la formule des dimensions.



Chapitre 11

Formules de Taylor

11.1 Formules de Taylor globales

Soitf : I → R une fonction d́efinie et de classeCn+1 sur un intervalleI deR. Soita et b dansI.

Théorème 24 (Formule de Taylor avec reste de Lagrange). Il existec compris entrea et b tel que

f(b) = f(a) +
f
′
(a)
1!

(b− a) + · · ·+ f (n)(a)
n!

(b− a)n +
f (n+1)(c)
(n+ 1)!

(b− a)n+1

=
n∑
k=0

f (k)(a)
k!

(b− a)k +
f (n+1)(c)
(n+ 1)!

(b− a)n+1.

Noter que pourn = 0 on retrouve la formule des accroissements finis

f(b) = f(a) + (b− a)f ′(c).

Pour d́emontrer ce ce th́eor̀eme, on applique le théorèeme de Rollèa la fonction

g(x) = f(b)−
n∑
k=0

f (k)(x)
k!

(b− x)k −

[
f(b)−

n∑
k=0

f (k)(a)
k!

(b− a)k
]

(b− x)n+1

(b− a)n+1
.

On constate queg(a) = 0 = g(b). Commeg est d́erivable, il existec tel queg′(c) = 0. Or on a

g(x) =
n∑
k=1

[
k(b− x)k−1 f

(k)(x)
k!

− f (k+1)(x)
k!

(b− x)k
]

+ (n+ 1)
(b− x)n

(b− a)n+1

[
f(b)−

n∑
k=0

f (k)(a)
k!

(b− a)k
]

= −f
(n+1)(x)
n!

(b− x)n + (n+ 1)
(b− x)n

(b− a)n+1

[
f(b)−

n∑
k=0

f (k)(a)
k!

(b− a)k
]
.

Deg′(c) = 0 on d́eduit

f(b)−
n∑
k=0

f (k)(a)
k!

(b− a)k =
f (n+1)(c)
(n+ 1)!

(b− a)n+1

qui est la formule de Taylor avec reste de Lagrange.

Théorème 25 (Formule de Taylor avec reste int́egral). On a

f(b) = f(a) +
f
′
(a)
1!

(b− a) + · · ·+ f (n)(a)
n!

(b− a)n +
∫ b

a

(b− t)n

n!
f (n+1)(t)dt

=
n∑
k=0

f (k)(a)
k!

(b− a)k +
∫ b

a

(b− t)n

n!
f (n+1)(t)dt.
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Pour d́emontrer ce th́eor̀eme on fait une ŕecurrence surn. Pourn = 0 on a

f(b) = f(a) +
∫ b

a
f ′(t)dt,

qui est vrai. Supposons alors la formule vraie au rangn. En utilisant une int́egration par parties on montre que
le reste s’́ecrit∫ b

a

(b− t)n

n!
f (n+1)(t)dt =

[
−(b− t)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(t)

]b
a

+
∫ b

a

(b− t)n+1

(n+ 1)!
f (n+2)(t)dt

=
(b− a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(a) +

∫ b

a

(b− t)n+1

(n+ 1)!
f (n+2)(t)dt.

11.2 Formule de Taylor locale

Soit f : I → R une fonction d́efinie sur un intervalleI de R. Soit x ∈ I. On suppose quef admet des
dérivées jusqu’̀a l’ordren au pointx, c’està dire que leśerivéesf ′,f ′′,...,f (n−1) existent dans un voisinage de
x etf (n)(x) existe aussi.

Théorème 26 (Formule de Taylor avec reste de Young). Il existe une fonctionε définie au voisinage de0
vérifiant limh→0 ε(h) = 0 et telle que

f(x+ h) = f(x) +
f
′
(x)
1!

h+ · · ·+ f (n)(x)
n!

hn + +hnε(h).

Pour d́emontrer ce th́eor̀eme on fait une ŕecurrence surn. Pourn = 0 on a

f(x+ h) = f(x) + ε(h).

C’est la continuit́e def au pointx. Supposons alors la formule vraie au rangn. Soitf une fonction admettant
des d́erivées jusqu’̀a l’ordren + 1 au pointx. Alors sa d́erivéeg = f ′ admet des d́erivées jusqùa l’ordren.
Donc

g(x+ h) =
n∑
k=0

g(k)(x)
k!

hk + hnε(h) =
n∑
k=0

f (k+1)(x)
k!

hk + hnε(h).

En int́egrant de 0̀ah termeà terme ce d́eveloppement limit́e on obtient

f(x+ h)− f(x) =
n∑
k=0

f (k+1)(x)
k!

hk+1

k + 1
+ hn+1ε1(h).

C’està dire

f(x+ h) =
n+1∑
k=0

f (k)(x)
k!

hk + hn+1ε1(h).



Chapitre 12

Int égration

12.1 Intégrale de Riemann des fonctions en escalier

Soit [a, b] un intervalle ferḿe et borńe deR. Une subdivision de[a, b] et une suite fine et strictement
croissante de points de[a, b] telle que :

a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

Définition 28 Soit f : [a, b] → R. On dit quef est une fonction en escalier, s’il exitse un subdivisionσ =
{x0, x1, · · · , xn} de [a, b], telle quef soit constante sur chacun des intervalles ouverts]xi, xi+1[, pour 0 ≤
i ≤ n− 1. Une telle subdivision est dite associéeà f .

Définition 29 Soitf : [a, b] → R une fonction en escalier. Soitσ = {x0, x1, · · · , xn} une subdivision associée
à f et soitci = f|]xi,xi+1[

. On appelle int́egrale def sur [a, b] la somme not́ee

∫ b

a
f(x)dx =

n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)ci. (12.1)

ExerciceMontrer que l’int́egrale d’une fonction en escalierf ne d́epend pas de la subdivisionσ assocíeeà f
qui est utiliśee pour la calculer par la formule (12.1).

Proposition 15 (Propriétés de l’intégrale)Notons parE([a, b]) l’ensemble des fonctions en escalier sur[a, b].
Relation de Chasles.Pour toutf ∈ E([a, b]) et toutc ∈ [a, b] on af ∈ E([a, c]) etf ∈ E([c, b]) et∫ b

a
f(x)dx =

∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx.

Lin éarité.Pour tousf etg dansE([a, b]) et tous ŕeelsλ etµ on aλf + µg ∈ E([a, b]) et∫ b

a
(λf + µg)(x)dx = λ

∫ b

a
f(x)dx+ µ

∫ b

a
g(x)dx.

Croissance.Soientf etg dansE([a, b]). Si pour toutx ∈ [a, b], f(x) ≤ g(x) alors∫ b

a
f(x)dx ≤

∫ b

a
g(x)dx.

Par conśequent, sif ≥ 0 sur [a, b] alors
∫ b
a f(x)dx ≥ 0.

Majoration. Pour toutf ∈ E([a, b]) on a|f | ∈ E([a, b]) et∣∣∣∣∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f(x)|dx.

23
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In égalité de Cauchy-Schwartz.Pour tousf etg dansE([a, b]) on afg ∈ E([a, b]) et∣∣∣∣∫ b

a
f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ (∫ b

a
|f(x)|2dx

)1/2(∫ b

a
|g(x)|2dx

)1/2

.

ExerciceDémontrer les ŕesultats de cette proposition.

12.2 Fonctions int́egrables au sens de Riemann

Dans la section préćedente on a montré comment int́egrer les fonctions en escalier, qui sont des cas parti-
culiers de fonctions borńees. Dans cette section nous allons intégrer des fonctions bornées plus ǵeńerales en les
encadrant par des fonctions en escalier. Soitf : [a, b] → R une fonction borńee.

ExerciceDémontrer que, commef est borńee, l’ensembleE+(f) des fonctions en escalier sur[a, b] qui ma-
jorentf sur[a, b] est non vide, ainsi que l’ensembleE−(f) des fonctions en escalier sur[a, b] qui sont majoŕees
parf sur[a, b].

Soientϕ etψ des fonctions en escalier telles queψ ≤ f ≤ ϕ sur [a, b]. On a
∫ b
a ψ(x)dx ≤

∫ b
a ϕ(x)dx. Par

conśequent, l’ensemble {∫ b

a
ϕ(x)dx : ϕ ∈ E+(f)

}
est minoŕe. De m̂eme l’ensemble {∫ b

a
ψ(x)dx : ψ ∈ E−(f)

}
est majoŕe. Par conśequent on peut d́efinir les nombres

Infϕ∈E+(f)

∫ b

a
ϕ(x)dx etSupψ∈E−(f)

∫ b

a
ψ(x)dx

ExerciceDémontrer que les nombresInfϕ∈E+(f)

∫ b
a ϕ(x)dx etSupψ∈E−(f)

∫ b
a ψ(x)dx existent et qu’il v́erifient

l’in égalit́e

Infϕ∈E+(f)

∫ b

a
ϕ(x)dx ≤ Supψ∈E−(f)

∫ b

a
ψ(x)dx.

Ces deux nombres peuvent vérifier l’inégalit́e stricte

Infϕ∈E+(f)

∫ b

a
ϕ(x)dx < Supψ∈E−(f)

∫ b

a
ψ(x)dx

comme le montre l’exemple de la fonction

f(x) =
{

0 si x ∈ Q
1 si x /∈ Q

Définition 30 Soitf : [a, b] → R une fonction borńee. On dit quef est int́egralble au sens de Riemann sur
[a, b] si les nombresInfϕ∈E+(f)

∫ b
a ϕ(x)dx etSupψ∈E−(f)

∫ b
a ψ(x)dx sontégaux et on note alors∫ b

a
f(x)dx := Infϕ∈E+(f)

∫ b

a
ϕ(x)dx = Supψ∈E−(f)

∫ b

a
ψ(x)dx.

qu’on appelle l’int́egrale def sur [a, b]. On note parR([a, b]) l’ensemble des fonctions intégrables sur[a, b].
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Proposition 16 Une fonctionf : [a, b] → R est int́egrable au sens de Riemann sur[a, b], si et seulement si pour
pour toutε > 0 il existe des fonctions en escalierψ etϕ telles queψ ≤ f ≤ ϕ sur[a, b] et

∫ b
a (ϕ(x)−ψ(x))dx <

ε.

ExerciceDémontrer cette proposition.

Proposition 17 (Propriétés de l’intégrale)NotonsR([a, b]) l’ensemble des fonctions intégrables sur[a, b].
Relation de Chasles.Pour toutf ∈ R([a, b]) et toutc ∈ [a, b] on af ∈ R([a, c]) etf ∈ R([c, b]) et∫ b

a
f(x)dx =

∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx.

Lin éarité de l’intégrale.Pour tousf, g ∈ R([a, b]) et tous ŕeelsλ etµ on aλf + µg ∈ R([a, b]) et∫ b

a
(λf + µg)(x)dx = λ

∫ b

a
f(x)dx+ µ

∫ b

a
g(x)dx.

Croissance.Pour tousf, g ∈ R([a, b]), si pour toutx ∈ [a, b], f(x) ≤ g(x) alors∫ b

a
f(x)dx ≤

∫ b

a
g(x)dx.

Par conśequent, sif ≥ 0 sur [a, b] alors
∫ b
a f(x)dx ≥ 0.

Majoration. Pour toutf ∈ R([a, b]) on a|f | ∈ R([a, b]) et∣∣∣∣∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f(x)|dx.

In égalité de Cauchy-Schwartz.Pour tousf, g ∈ R([a, b]) on afg ∈ R([a, b]) et∣∣∣∣∫ b

a
f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ (∫ b

a
|f(x)|2dx

)1/2(∫ b

a
|g(x)|2dx

)1/2

.

Par conśequentR([a, b]) est une alg̀ebre ŕeelle etf 7→
∫ b
a f(x)dx est une application lińeaire deR([a, b])

dansR.

ExerciceDémontrer cette proposition.

12.3 Classes de fonctions intégrables

Définition 31 Soit f : [a, b] → R. On dit quef est continue par morceaux, s’il exitse un subdivisionσ =
{x0, x1, · · · , xn} de[a, b], telle que la restriction def à chacun des intervalles ouverts]xi, xi+1[ soit continue
et quef admette des limites̀a droite aux points de discontinuité x0, · · · , xn−1 et des limites̀a gauche aux
points de discontinuitéx1, · · · , xn.

Théorème 27 1. Sif est continue sur[a, b], alorsf est int́egrable sur[a, b].
2. Sif est monotone sur[a, b], alorsf est int́egrable sur[a, b].
3. Sif est continue par morceaux sur[a, b], alorsf est int́egrable sur[a, b].

ExerciceDémontrer ce th́eor̀eme.

Proposition 18 Soitf continue sur[a, b] telle quef ≥ 0 sur [a, b]. Alors∫ b

a
f(x)dx = 0 ⇒ f = 0 sur [a, b].
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12.4 Somme de Riemann

Définition 32 Soitf : [a, b] → R une fonction borńee. Soita = x0 < x1 < · · · < xn = b, une subdivision de
[a, b] et soitξi ∈ [xi, xi+1], i = 0, · · · , n− 1, une suite de points. On appelle somme de Riemann def assocíee
à cette subdivision et̀a ces points la somme

n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)f(ξi).

Théorème 28 Si la fonctionf : [a, b] → R est int́egrable au sens de Riemann sur[a, b] alors

lim
h→0

n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)f(ξi) =
∫ b

a
f(x)dx

où h = max{|xi+1 − xi| : 0 ≤ i ≤ n− 1} est le pas de la subdivision.

ExerciceCalculerlimn→+∞ un avecun = 1
n+1 + 1

n+2 + · · ·+ 1
n+n . On a

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

1
n

(
1

1 + 1
n

+
1

1 + 2
n

+ · · ·+ 1
1 + n

n

)
=
∫ 1

0

dx

1 + x
= ln 2

.
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4.3 Groupes de syḿetrie du triangléequilat́eral et du carŕe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

5 Suites de nombres ŕeels 10
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