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L3 Chimie et Physique

Avertissement: ces notes sont la rédaction provisoire du cours de mathématiques pour les licences de chimie et de
physique. Dans les deux premiers chapitres on montre comment utiliser l’analyse de Fourier pour résoudre l’́equation de
la chaleur et l’́equation des ondes. Certains problèmes líesà ces deux́equations conduisentà la ŕesolution d’́equations

diff érentielles lińeaires̀a coefficients non constants, dont les solutions ne s’expriment pasà l’aide des fonctions
élémentaires. Les solutions de ceséquations sont appelées desfonctions sṕeciales. On enétudie un specimen, les
fonctions de Bessel, dans le chapitre trois. Le dernier chapitre est consacré à une br̀eve introduction au calcul des

probabilit́es sur un ensemble fini.



Chapitre 1

Séries de Fourier

1.1 Śeries de Fourier ensinus

1.1.1 Propagation de la chaleur dans une tige de longueur finie

On se propose de résoudre le problème suivant




ut = a2uxx, t > 0, 0 < x < l
u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0
u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ l

(1.1)

qui mod́elise la propagation de la chaleur dans une tige de longueur finiel dont les extŕemit́es sont mainte-
nuesà la temṕerature 0. Iciu(x, t) désigne la temṕerature de la tige au pointx à l’instantt. Les relations de
compatibilit́e entre les conditions initialesu(0, t) = u(l, t) = 0 et la condition initialeu(x, 0) = ϕ(x) sont
ϕ(0) = ϕ(l) = 0.

Méthode de śeparation des variables

On oublie momentańement la condition initialeu(x, 0) = ϕ(x) et on cherche les solutions du problème
{
ut = a2uxx, t > 0, 0 < x < l
u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0

(1.2)

qui se mettent sous la formeu(x, t) = X(x)T (t). On obtient :

ut = a2uxx ⇐⇒ XT ′ = a2X ′′T ⇐⇒ T ′

a2T
=
X ′′

X
= −λ ∈ R.

u(0, t) = 0 ⇐⇒ X(0) = 0, u(l, t) = 0 ⇐⇒ X(l) = 0.

Par conśequent le probl̀eme (1.2) est́equivalent aux deux problèmes suivants
{
X ′′ + λX = 0, 0 < x < l
X(0) = X(l) = 0.

(1.3)

T ′ + a2λT = 0, t > 0 (1.4)

où λ est un param̀etre ŕeel. Le probl̀eme (1.3) est appelé un probl̀eme de Sturm-Liouville : Il s’agit de trouver
les valeurs deλ qui seront appelées lesvaleurs proprespour lesquelles le problème (1.3) admet des solution
non triviales (c’est̀a dire non identiquement nulles), qui seront appelées lesfonctions propres. On a le ŕesultat
suivant

Théorème 1 Les solutions du problème de Sturm Liouville (1.3) sont

λk =
(
kπ

l

)2

, Xk(x) = sin
kπx

l
, avec k = 1, 2, 3, · · · .

2
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Les solutions du problème (1.4) correspondant aux valeurs propresλ = λk sont

Tk(t) = Ake
−( kπa

l )2
t, avec Ak ∈ R.

Par conśequent, les solutions de la formeu(x, t) = T (t)X(x) du probl̀eme (1.2) sont

uk(x, t) = Ake
−( kπa

l )2
t sin

kπx

l
, avec k = 1, 2, 3, · · · . (1.5)

Principe de superposition

Comme le probl̀eme (1.2) est lińeaire on a le ŕesultat suivant

Proposition 1 Siu1 etu2 sont des solutions du problème (1.2) alors leur sommeu1 +u2 est aussi une solution
de ce probl̀eme. Plus ǵeńeralement siuk, k = 1, 2, · · · sont des solutions alors la série

u =
+∞∑

k=1

uk = u1 + u2 + · · ·+ uk + · · ·

est une solution (pourvu qu’elle converge comme il faut).

Comme on connait les solutions (1.5) du problème (1.2), on en d́eduit que les śeries

u(x, t) =
+∞∑

k=1

Ake
−( kπa

l )2
t sin

kπx

l
(1.6)

sont des solutions du problème (1.2). Une telle fonction vérifie aussi la condition initialeu(x, 0) = ϕ(x) si et
seulement si on a

ϕ(x) = u(x, 0) =
+∞∑

k=1

Ak sin
kπx

l
.

Développements en śeries de Fourier ensinus

Soitϕ : [0, l] → R une fonction continue et de classeC1. Alors, pour toutx ∈]0, l[, on a

ϕ(x) =
+∞∑

k=1

Ak sin
kπx

l
, (1.7)

avec

Ak =
2
l

∫ l

0
ϕ(x) sin

kπx

l
dx, k = 1, 2, · · · . (1.8)

Si la fonctionϕ est seulement de classeC1 par morceaux, alors en un point de discontinuitéx on a

+∞∑

k=1

Ak sin
kπx

l
=
ϕ(x+ 0) + ϕ(x− 0)

2
,

oùϕ(x+ 0) etϕ(x− 0) désignent les limites̀a droite et̀a gauche de la fonctionϕ au pointx. Les formules qui
donnent les constantesAk s’obtiennent imḿediatement en utilisant lesrelations d’orthogonalit́esuivantes

2
l

∫ l

0
sin

kπx

l
sin

nπx

l
dx =

{
0 si k 6= n
1 si k = n.

Il suffit de multiplier les deux membres de l’égalit́e (1.7) parsin nπx
l puis d’int́egrer entre 0 etl. En effet on a

∫ l

0
ϕ(x) sin

nπx

l
dx =

∫ l

0

+∞∑

k=1

Ak sin
kπx

l
sin

nπx

l
dx =

+∞∑

k=1

Ak

∫ l

0
sin

kπx

l
sin

nπx

l
dx =

l

2
An.

En conclusion on a le résultat suivant (̀a ne pas apprendre par coeur !)

Proposition 2 La solution du probl̀eme (1.1) est donnée par (1.6) òu les constantesAk sont d́efinies par les
formules (1.8)
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1.1.2 Propagation des ondes dans une corde de longueur finie

On se propose de résoudre le problème suivant




utt = a2uxx, t > 0, 0 < x < l
u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0
u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x) 0 ≤ x ≤ l

(1.9)

qui mod́elise la propagation d’une onde dans corde de longueur finiel dont les extŕemit́es sont maintenues
immobiles. Iciu(x, t) désigne l’́ecart par rapport̀a la position au repos de la corde au pointx à l’instantt.

Méthode de śeparation des variables

On oublie momentańement les conditions initialesu(x, 0) = ϕ(x) et ut(x, 0) = ψ(x) et on cherche les
solutions du probl̀eme {

utt = a2uxx, t > 0, 0 < x < l
u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0

(1.10)

qui se mettent sous la formeu(x, t) = X(x)T (t). On obtient :

utt = a2uxx ⇐⇒ XT ′′ = a2X ′′T ⇐⇒ T ′′

a2T
=
X ′′

X
= −λ ∈ R.

u(0, t) = 0 ⇐⇒ X(0) = 0, u(l, t) = 0 ⇐⇒ X(l) = 0.

Par conśequent le probl̀eme (1.10) est́equivalent aux deux problèmes suivants
{
X ′′ + λX = 0, 0 < x < l
X(0) = X(l) = 0.

(1.11)

T ′′ + a2λT = 0, t > 0 (1.12)

où λ est un param̀etre ŕeel. On sait (Th́eor̀eme 1) que les solutions du problème de Sturm Liouville (1.11) sont

λk =
(
kπ

l

)2

, Xk(x) = sin
kπx

l
, avec k = 1, 2, 3, · · ·

Les solutions du problème (1.12) correspondant aux valeurs propresλk sont

Tk(t) = Ak cos
kπat

l
+Bk sin

kπat

l
, avec Ak, Bk ∈ R.

Par conśequent, les solutions de la formeu(x, t) = T (t)X(x) du probl̀eme (1.10) sont

uk(x, t) =
(
Ak cos

kπat

l
+Bk sin

kπat

l

)
sin

kπx

l
, k = 1, 2, 3, · · · . (1.13)

Principe de superposition

Comme le probl̀eme (1.10) est lińeaire et que l’on dispose de ses solutions (1.13), les séries

u(x, t) =
+∞∑

k=1

(
Ak cos

kπat

l
+Bk sin

kπat

l

)
sin

kπx

l
(1.14)

sont des solutions du problème (1.10). Une telle fonction vérifie aussi les conditions initialesu(x, 0) = ϕ(x)
etut(x, 0) = ψ(x) si et seulement si on a

ϕ(x) = u(x, 0) =
+∞∑

k=1

Ak sin
kπx

l
et ψ(x) = ut(x, 0) =

+∞∑

k=1

kπa

l
Bk sin

kπx

l
.
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En écrivant les d́eveloppements en séries de Fourier des fonctionϕ etψ on obtient

Ak =
2
l

∫ l

0
ϕ(x) sin

kπx

l
dx, Bk =

2
kπa

∫ l

0
ψ(x) sin

kπx

l
dx (1.15)

En conclusion on a le résultat suivant (̀a ne pas apprendre par coeur !)

Proposition 3 La solution du probl̀eme (1.9) est donnée par (1.14) òu les constantesAk etBk sont d́efinies
par les formules (1.15).

1.1.3 Unicit́e des solutions des problèmes (1.1) et (1.9)

Unicit é des solutions du probl̀eme (1.1)

Dans cette section nous allons montrer que le problème (1.1) n’a qu’une solution, de sorte que la solution
obtenue dans la proposition 2 est bien l’unique solution de ce problème. Soientu1 et u2 des solutions du
probl̀eme (1.1). Alorsu = u1 − u2 est solution du problème





ut = a2uxx, t > 0, 0 < x < l
u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0
u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l

Montrons que l’unique solution de ce problème est la solution nulleu(x, t) ≡ 0. Multiplions l’équationut =
a2uxx paru on obtient

uut = a2uuxx.

Une int́egration par parties par rapportàx entre 0 etl nous donne

∫ l

0
uutdx = a2

∫ l

0
uuxxdx = a2[uux]x=l

x=0 − a2

∫ l

0
u2

xdx.

Des conditions aux limitesu(0, t) = u(l, t) = 0 on d́eduit que[uux]x=l
x=0 = 0. Posons

G(t) =
1
2

∫ l

0
u2(x, t)dx

Commeu(x, 0) = 0 on aG(0) = 0. De plus, pour toutt ≥ 0,G(t) ≥ 0 et

G′(t) =
∫ l

0
uutdx = −a2

∫ l

0
u2

xdx ≤ 0.

Par conśequentG(t) = 0 pour toutt ≥ 0 et doncu(x, t) = 0 pour toutt ≥ 0 et toutx ∈ [0, l].

Unicit é des solutions du probl̀eme (1.1)

Nous allons montrer que le problème (1.9) n’a qu’une solution, de sorte que la solution obtenue dans la
proposition 3 est bien l’unique solution de ce problème. Soientu1 etu2 des solutions du problème (1.9). Alors
u = u1 − u2 est solution du problème





utt = a2uxx, t > 0, 0 < x < l
u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l

Montrons que l’unique solution de ce problème est la solution nulleu(x, t) ≡ 0. Consid́erons la fonction

E(t) =
1
2

∫ l

0

[
u2

t + a2u2
x

]
dx.



6 CHAPITRE 1. ŚERIES DE FOURIER

Une int́egration par parties par rapportàx nous donne

E′(t) =
∫ l

0

[
ututt + a2uxuxt

]
dx =

∫ l

0
ututtdx+ a2[uxut]x=l

x=0 − a2

∫ l

0
utuxxdx

=
∫ l

0
ut[utt − a2uxx]dx+ a2[uxut]x=l

x=0 = a2[uxut]x=l
x=0 = 0.

La dernìereégalit́e provient des conditions aux limitesu(0, t) = u(l, t) = 0 qui impliquentut(0, t) = ut(l, t) =
0. AinsiE(t) reste constant pour toutt ≥ 0. Or

E(0) =
1
2

∫ l

0

[
u2

t (x, 0) + a2u2
x(x, 0)

]
dx = 0,

carut(x, 0) = 0 pourx ∈ [0, l] et u(x, 0) = 0 pourx ∈ [0, l] impliqueux(x, 0) = 0 pourx ∈ [0, l]. Par
conśequentE(t) = 0 pour toutt > 0. On en d́eduit que pour toutt > 0 et toutx ∈ [0, l] on aut(x, t) = 0,
ux(x, t) = 0, c’està dire queu(x, t) reste constante. Commeu(x, 0) = 0 on a bienu(x, t) = 0 pour toutt ≥ 0
et toutx ∈ [0, l].

1.2 Śeries de Fourier

1.2.1 Śeries de Fourier encosinus

On se propose de résoudre le problème suivant




ut = a2uxx, t > 0, 0 < x < l
ux(0, t) = ux(l, t) = 0, t ≥ 0
u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ l

(1.16)

qui mod́elise la propagation de la chaleur dans une tige de longueur finiel dont les extŕemit́es sont isoĺees.

Méthode de śeparation des variables

On oublie momentańement la condition initialeu(x, 0) = ϕ(x) et on cherche les solutions du problème
{
ut = a2uxx, t > 0, 0 < x < l
ux(0, t) = ux(l, t) = 0, t ≥ 0

(1.17)

qui se mettent sous la formeu(x, t) = X(x)T (t). On obtient :

ut = a2uxx ⇐⇒ XT ′ = a2X ′′T ⇐⇒ T ′

a2T
=
X ′′

X
= −λ ∈ R.

ux(0, t) = 0 ⇐⇒ X ′(0) = 0, ux(l, t) = 0 ⇐⇒ X ′(l) = 0,

Par conśequent le probl̀eme (1.17) est́equivalent aux deux problèmes suivants
{
X ′′ + λX = 0, 0 < x < l
X ′(0) = X ′(l) = 0.

(1.18)

T ′ + a2λT = 0, t > 0 (1.19)

où λ est un param̀etre ŕeel. On ne peut pas appliquer le résultat du th́eor̀eme 1 car les conditions aux limites du
probl̀eme de Sturm Liouville (1.18) sont différentes des conditions aux limites du problème de Sturm Liouville
(1.3). On a le ŕesultat suivant

Théorème 2 Les solutions du problème de Sturm Liouville (1.18) sont

λk =
(
kπ

l

)2

, Xk(x) = cos
kπx

l
, avec k = 0, 1, 2, · · ·
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Les solutions du problème (1.19) correspondant aux valeurs propresλ = λk sont

Tk(t) = Ake
−( kπa

l )2
t, avec Ak ∈ R.

Par conśequent, les solutions de la formeu(x, t) = T (t)X(x) du probl̀eme (1.17) sont

uk(x, t) = Ake
−( kπa

l )2
t cos

kπx

l
, avec k = 0, 1, 2, · · · (1.20)

Principe de superposition

Comme le probl̀eme (1.17) est lińeaire et que l’on connait ses solutions (1.20), les séries

u(x, t) =
+∞∑

k=0

Ake
−( kπa

l )2
t cos

kπx

l
(1.21)

sont des solutions du problème (1.17). Une telle fonction vérifie aussi la condition initialeu(x, 0) = ϕ(x) si et
seulement si on a

ϕ(x) = u(x, 0) =
+∞∑

k=0

Ak cos
kπx

l
.

Développements en śeries de Fourier encosinus

Soitϕ : [0, l] → R une fonction continue et de classeC1. Alors, pour toutx ∈]0, l[, on a

ϕ(x) =
+∞∑

k=0

Ak cos
kπx

l
(1.22)

avec

A0 =
1
l

∫ l

0
ϕ(x)dx, Ak =

2
l

∫ l

0
ϕ(x) cos

kπx

l
dx, k = 1, 2, · · · (1.23)

Si la fonctionϕ est seulement de classeC1 par morceaux, alors en un point de discontinuitéx on a

+∞∑

k=0

Ak cos
kπx

l
=
ϕ(x+ 0) + ϕ(x− 0)

2
.

Les formules qui donnent les constantesAk s’obtiennent imḿediatement en utilisant lesrelations d’orthogo-
nalitésuivantes

2
l

∫ l

0
cos

kπx

l
cos

nπx

l
dx =

{
0 si k 6= n
1 si k = n 6= 0.

Il suffit de multiplier les deux membres de l’égalit́e (1.22) parcos nπx
l puis d’int́egrer entre 0 etl. En effet pour

n ≥ 1 on a
∫ l

0
ϕ(x) cos

nπx

l
dx =

∫ l

0

+∞∑

k=0

Ak cos
kπx

l
cos

nπx

l
dx

=
+∞∑

k=0

Ak

∫ l

0
cos

kπx

l
cos

nπx

l
dx =

l

2
An.

Et pourn = 0 on a
∫ l

0
ϕ(x)dx =

∫ l

0

+∞∑

k=0

Ak cos
kπx

l
dx =

+∞∑

k=0

Ak

∫ l

0
cos

kπx

l
dx = lA0.

En conclusion on a le résultat suivant (̀a ne pas apprendre par coeur !)

Proposition 4 La solution du probl̀eme (1.16) est donnée par (1.21) òu les constantesAk sont d́efinies par les
formules (1.23).
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1.2.2 Śeries de Fourier

Coefficients de Fourier

Soit cn une suite de nombres complexes. On note par
∑

n∈Z
cne

int la śerie

∑

n∈Z
cne

int = c0 +
∑

n≥1

(
cne

int + c−ne
−int

)
.

Comme on a
eint = cos(nt) + i sin(nt), e−int = cos(nt)− i sin(nt),

on peutécrire aussi ∑

n∈Z
cne

int =
a0

2
+

∑

n≥1

(an cos(nt) + bn sin(nt))

avec
an = cn + c−n, bn = i(cn − c−n) pour toutn ≥ 0.

Ces dernìereséquations sont́equivalentes̀a

cn =
an − ibn

2
, c−n =

an + ibn
2

pour toutn ≥ 0.

Proposition 5 Supposons que la série
∑

n∈Z cne
int soit uniforḿement convergente. Soitf(t) =

+∞∑
n=−∞

cne
int

sa somme. Alors on a

cn =
1
2π

∫ 2π

0
f(t)e−intdt.

En notation trigonoḿetrique on a : sif(t) est la somme d’une série uniforḿement convergente

f(t) =
a0

2
+

∑

n≥1

(an cos(nt) + bn sin(nt)) ,

alors on a

an =
1
π

∫ 2π

0
f(t) cos(nt)dt, bn =

1
π

∫ 2π

0
f(t) sin(nt)dt.

Pour la d́emonstration on pose

f(t)eimt =
+∞∑

n=−∞
cne

i(n−m)t.

Comme la śerie converge uniforḿement on peut intégrer termèa terme. On obtient

∫ 2π

0
f(t)eimtdt =

+∞∑
n=−∞

cn

∫ 2π

0
ei(n−m)tdt = 2πcm.

Définition 1 Soitf : R→ C une fonction2π-péridoique et continue par morceaux. On appelle coefficients de
Fourier def les nombres complexes

cn(f) =
1
2π

∫ 2π

0
f(t)e−intdt, n ∈ Z,

ou bien les nombres complexes

an(f) =
1
π

∫ 2π

0
f(t) cos(nt)dt, bn(f) =

1
π

∫ 2π

0
f(t) sin(nt)dt, n ∈ N.
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La śerie de Fourier de la fonctionf est la śerie

∑

n∈Z
cn(f)eint =

a0(f)
2

+
∑

n≥1

(an(f) cos(nt) + bn(f) sin(nt)) .

ExercicesDémontrer les propriét́es suivantes
1. Sif : R→ R alorsan(f) et bn(f) sont ŕeels etc−n(f) = cn(f).
2. Lesan, bn et cn sont lińeaires enf :

an(λf + µg) = λan(f) + µan(g), bn(λf + µg) = λbn(f) + µbn(g),

cn(λf + µg) = λcn(f) + µcn(g).

3. On peut remplacer l’intervalle d’intégration[0, 2π] par n’importe quel intervalle de longueur2π, par
exemple par l’intervalle[−π, π].

4. Sif est paire alorsan(f) = 2
π

∫ π
0 f(t) cos(nt)dt et bn(f) = 0.

5. Sif est impaire alorsan(f) = 0 et bn(f) = 2
π

∫ π
0 f(t) sin(nt)dt.

Convergence de la śerie de Fourier

La śerie de Fourier
∑

n∈Z
cn(f)eint d’une fonctionf est-elle convergente ? Si oui, sa somme est-elleégaleà

la fonctionf . La réponse est donnée par le th́eor̀eme suivant

Théorème 3 [Th́eorème de Dirichlet].Si f est de classeC1 par morceaux alors la śerie de Fourier def est
simplement convergente et on a

+∞∑
n=−∞

cn(f)eint =
{
f(t) si f est continue ent
f(t+0)+f(t−0)

2 si f n’est pas est continue ent

Si de plusf est continue alors la śerie de Fourier
∑

n∈Z
cn(f)eint est normalement, donc uniformément conver-

gente et sa somme estégaleà f(t).

On a aussi le ŕesultat suivant qui est vrai m̂eme si la fonctionf est seulement continue par morceaux.

Théorème 4 [Formule de Parseval].Sif est continue par morceaux on a

+∞∑
n=−∞

|cn(f)|2 =
|a0(f)|2

4
+

1
2

+∞∑

n=1

(
|an(f)|2 + |bn(f)|2

)
=

1
2π

∫ π

−π
|f(t)|2dt.

FonctionsT -périodiques

Définition 2 Soitf : R → C une fonctionT -péridoique et continue par morceaux. On appelle coefficients de
Fourier def les nombres complexes

cn(f) =
1
T

∫ T

0
f(t)e−i 2πnt

T dt, n ∈ Z,

ou bien les nombres complexes

an(f) =
2
T

∫ T

0
f(t) cos

2πnt
T

dt, bn(f) =
2
T

∫ T

0
f(t) sin

2πnt
T

dt, n ∈ N.

La śerie de Fourier de la fonctionf est la śerie

∑

n∈Z
cn(f)ei

2πnt
T =

a0(f)
2

+
∑

n≥1

(
an(f) cos

2πnt
T

+ bn(f) sin
2πnt
T

)
. (1.24)
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On d́emontre facilement que Sif est impaire alors

an(f) = 0 et bn(f) =
4
T

∫ T/2

0
f(t) sin

2πnt
T

dt. (1.25)

Si f est paire alors

an(f) =
4
T

∫ T/2

0
f(t) cos

2πnt
T

dt, et bn(f) = 0. (1.26)

Proposition 6 Le th́eor̀eme de Dirichlet est vrai. La formule de Parseval devient

+∞∑
n=−∞

|cn(f)|2 =
|a0(f)|2

4
+

1
2

+∞∑

n=1

(
|an(f)|2 + |bn(f)|2

)
=

1
T

∫ T

0
|f(t)|2dt,

Retour sur les śeries de Fourier ensinusou encosinus

Soit l > 0 et soitϕ : [0, l] → R une fonction de classeC1. On peut l’́etendre en une fonction, notée encore
ϕ : R→ R, qui est2l-périodique et impaire. En utilisant les formules (1.24) et (1.25), ainsi que la proposition
6 (théor̀eme de Dirichlet), pour toutt ∈]0, l[, on a

ϕ(t) =
+∞∑

n=1

bn(ϕ) sin
nπt

l
, avec bn(ϕ) =

2
l

∫ l

0
ϕ(t) sin

nπt

l
dt.

On retouve ainsi les formules (1.7) et (1.8).
On peut l’́etendre aussi en une fonction, notée encoreϕ : R → R, qui est2l-périodique et paire. D’après

les formules (1.24) et (1.26), et en utilisant la proposition 6, pour toutt ∈]0, l[, on a

ϕ(t) =
a0(ϕ)

2
+

+∞∑

n=1

an(ϕ) cos
nπt

l
, avec an(ϕ) =

2
l

∫ l

0
ϕ(t) cos

nπt

l
dt.

On retouve ainsi les formules (1.22) et (1.23).



Chapitre 2

Transformée de Fourier

2.1 Définitions et propri étés

2.1.1 Motivations physiques

On se propose de résoudre le problème suivant




ut = a2uxx, t > 0, x > 0
u(0, t) = 0, t ≥ 0
u(x, 0) = ϕ(x), x > 0

(2.1)

qui mod́elise la propagation de la chaleur dans une tige de longueur infinie dont l’une des extrémit́es est main-
tenueà la temṕerature 0. Iciu(x, t) désigne la temṕerature de la tige au pointx à l’instantt.

Méthode de śeparation des variables

On oublie momentańement la condition initialeu(x, 0) = ϕ(x) et on cherche les solutions du problème
{
ut = a2uxx, t > 0, x > 0, |u(x, t)| < +∞
u(0, t) = 0, t ≥ 0

(2.2)

qui se mettent sous la formeu(x, t) = X(x)T (t). On obtient :

ut = a2uxx ⇐⇒ XT ′ = a2X ′′T ⇐⇒ T ′

a2T
=
X ′′

X
= −λ ∈ R.

u(0, t) = 0 =⇒ X(0) = 0, |u(x, t)| < +∞ =⇒ |X(x)| < +∞.

Problème de Sturm-Liouville

La fonctionX(x) est solution du problème suivant
{
X ′′ + λX = 0, x > 0
X(0) = 0 |X(x)| < +∞ (2.3)

où λ est un param̀etre ŕeel.

Théorème 5 Les solutions du problème de Sturm Liouville (2.3) sont

λ = ξ2, Xξ(x) = A(ξ) sin(ξx), avec ξ > 0 etA(ξ) ∈ R.
Les solutions de l’́equationT ′ + a2λT = 0 correspondant aux valeurs propresλ = ξ2 sont

Tξ(t) = C(ξ)e−a2ξ2t, avec C(ξ) ∈ R.
Par conśequent, les solutions de la formeu(x, t) = T (t)X(x) du probl̀eme (2.2) sont

uξ(x, t) = B(ξ)e−a2ξ2t sin(ξx), avec ξ > 0 etB(ξ) ∈ R (2.4)

11
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Principe de superposition

Comme le probl̀eme (2.2) est lińeaire et que l’on dispose des solutions (2.4) du problème (2.2), on en d́eduit
que les intt́egrales

u(x, t) =
∫ +∞

0
B(ξ)e−a2ξ2t sin(ξx)dξ (2.5)

sont des solutions du problème (2.2). Une telle fonction vérifie aussi la condition initialeu(x, 0) = ϕ(x) si et
seulement si on a

ϕ(x) = u(x, 0) =
∫ +∞

0
B(ξ) sin(ξx)dξ.

Une telleécriture existe pour toute fonctionϕ (voir section suivante). La fonctionB(ξ) est la transforḿee de
Fourier deϕ (à un facteur multiplicatif pr̀es) et est donńee par

B(ξ) =
2
π

∫ +∞

0
ϕ(x) sin(ξx)dx. (2.6)

En conclusion on a le résultat suivant (̀a ne pas apprendre par coeur !)

Proposition 7 La solution du probl̀eme (2.1) est donnée par (2.5) òu la fonctionB(ξ) est d́efinie par la formule
(2.6)

2.1.2 D́efinitions

Soitf : R→ R une fonction absolument intégrable, c’est̀a dire

∫ +∞

−∞
|f(x)|dx < +∞.

On d́efinit la fonction

F (ξ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(x)e−iξxdx.

Cette int́egrale est uniforḿement convergente car|f(x)e−iξx| = |f(x)|. Elle d́efinit donc une fonction d́erivable
F (ξ) appeĺee la transforḿee de Fourier def(x) et que l’on note

F (ξ) = F [f(x)] ou bienF = F [f ].

On montre (admis sans démonstration) que l’on a

f = F−1[F ] avec f(x) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
F (ξ)eiξxdξ

Exemple. Soitα > 0 alors

f(x) = e−αx2
=⇒ F (ξ) =

1√
2α
e−

ξ2

4α . (2.7)

En effet, une d́erivation sous le signe intégral, suivie par une intégration par parties, nous donne

F ′(ξ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−αx2

e−iξx(−ix)dx = − ξ

2α
F (ξ).

Donc

F (ξ) = F (0)e−
ξ2

4α ,

avec

F (0) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−αx2

dx =
1√
2α
.
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2.1.3 Propriétés

Fonctions paires et fonctions impaires

Si f est une fonction paire alors

F (ξ) =

√
2
π

∫ +∞

0
f(x) cos(ξx)dx et f(x) =

√
2
π

∫ +∞

0
F (ξ) cos(ξx)dξ.

Si f est une fonction impaire alors

F (ξ) = −i

√
2
π

∫ +∞

0
f(x) sin(ξx)dx et f(x) = i

√
2
π

∫ +∞

0
F (ξ) sin(ξx)dξ.

On retrouve la formule (2.6) de la manière suivante. Soitϕ : [0,+∞[→ R une fonction absolument intégrable.

On la compl̀ete en une fonction impaire, notée encoreϕ : R→ R. Notons parB(ξ) = i
√

2
πF [ϕ(x)]. Alors

B(ξ) =
2
π

∫ +∞

0
ϕ(x) sin(ξx)dx et ϕ(x) =

∫ +∞

0
B(ξ) sin(ξx)dξ.

Lin éarité

Soientf etg des fonctions absolument intégrables. On a

F [αf + βg] = αF [f ] + βF [g]

Dérivation de f

Soitf une fonction absolument intégrable telle quef(±∞) = 0 alors

F [f ′] = iξF [f ]. (2.8)

En effet, soitF (ξ) = F [f(x)]. Une int́egration par parties nous donne

F [f ′](ξ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f ′(x)e−iξxdx

=
1√
2π

[
f ′(x)e−iξx

]x=+∞

x=−∞
+

iξ√
2π

∫ +∞

−∞
f(x)e−iξxdx = iξF (ξ).

Produit de convolution

Soientf etg des fonctions absolument intégrables. On d́efinit leur produit de convolutionf ∗ g par

f ∗ g(x) =
∫ +∞

−∞
f(u)g(x− u)du.

On a
F [f ∗ g] =

√
2πF [f ]F [g]. (2.9)

En effet on a

F [f ]F [g](ξ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(u)e−iξudu

1√
2π

∫ +∞

−∞
g(v)e−iξvdv

=
1
2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(u)g(v)e−iξ(u+v)dudv

=
1
2π

∫ +∞

−∞

[∫ +∞

−∞
f(u)g(x− u)du

]
e−iξxdv =

1√
2π
F [f ∗ g](ξ).
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Transaltions

Si F (ξ) = F [f(x)] alors
F [f(x− a)] = e−iξaF (ξ) (2.10)

ExerciceSi F (ξ) = F [f(x)] . Montrer que pour touta > 0, on a

F [f(ax)] =
1
a
F

(
ξ

a

)
.

2.2 Applications

2.2.1 Equation de la chaleur

On se propose de résoudre le problème suivant
{
ut = a2uxx, t > 0, −∞ < x < +∞
u(x, 0) = ϕ(x), −∞ < x < +∞ (2.11)

qui mod́elise la propagation de la chaleur dans une tige de longueur infinie. Iciu(x, t) désigne la temṕerature
de la tige au pointx à l’instantt. On pose

U(ξ, t) = F [u(x, t)], Φ(ξ) = F [ϕ(x)].

Comme on a

F [ut(x, t)] =
dU

dt
(ξ, t) et F [uxx(x, t)] = −ξ2U(ξ, t),

le probl̀eme (2.11)́equivautà {
dU
dt + a2ξ2U = 0, t > 0
U(ξ, 0) = Φ(ξ),

dont la solution est donnée par
U(ξ, t) = Φ(ξ)e−a2ξ2t.

D’après la formule (2.7) on a

F [g(x, t)] = e−a2ξ2t, avec g(x, t) =
1

a
√

2t
e−

x2

4a2t

Ainsi U(ξ, t) est le produit des deux transformées de FourierΦ(ξ) = F [ϕ(x)] etF [g(x, t)]. Par conśequent,
d’apr̀es (2.9),u(x, t) = F−1[U(ξ, t)] estégale au produit de convolution

u(x, t) =
1√
2π
ϕ ∗ g(x, t) =

1
2a
√
πt

∫ +∞

−∞
ϕ(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ (2.12)

ExerciceMontrer que pour tout réelξ, la fonction

u(x, t, ξ) =
1

2a
√
πt
e−

(x−ξ)2

4a2t

est une solution de l’équation de la chaleurut = a2uxx. La solution (2.12), que l’on peutécrire

u(x, t) =
∫ +∞

−∞
ϕ(ξ)u(x, t, ξ)dξ

est obtenue par superposition de ces solutionsu(x, t, ξ). Pour montrer qu’elle v́erifie la condition initiale
u(x, 0) = ϕ(x) is suffit de faire le changement de variable

z =
x− ξ

2a
√
t
.

On obtient alors

u(x, t) =
1√
π

∫ +∞

−∞
ϕ(x− 2az

√
t)e−z2

dz =⇒ u(x, 0) = ϕ(x)
1√
π

∫ +∞

−∞
e−z2

dz = ϕ(x).
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Proposition 8 La solution du probl̀eme (2.11) est donnée, pour totx ∈ R et toutt > 0 par

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∫ +∞

−∞
ϕ(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ =
1√
π

∫ +∞

−∞
ϕ(x− 2az

√
t)e−z2

dz.

2.2.2 Equation des ondes

On se propose de résoudre le problème suivant
{
utt = a2uxx, t > 0, −∞ < x < +∞
u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), −∞ < x < +∞ (2.13)

qui mod́elise la propagation des ondes dans une corde de longueur infinie. Iciu(x, t) désigne l’́ecart par rapport
à la position au repos de la corde au pointx à l’instantt. On pose

U(ξ, t) = F [u(x, t)], Φ(ξ) = F [ϕ(x)], Ψ(ξ) = F [ψ(x)].

Comme on a

F [utt(x, t)] =
d2U

dt2
(ξ, t) et F [uxx(x, t)] = −ξ2U(ξ, t),

le probl̀eme (2.13)́equivautà
{

d2U
dt2

+ a2ξ2U = 0, t > 0
U(ξ, 0) = Φ(ξ), dU

dt (ξ, 0) = Ψ(ξ)

dont la solution est donnée par

U(ξ, t) = Φ(ξ) cos(aξt) +
Ψ(ξ)
aξ

sin(aξt).

= Φ(ξ)
eiaξt + e−iaξt

2
+

Ψ(ξ)
iξ

eiaξt − e−iaξt

2a

D’après la formule (2.10) on a

Φ(ξ)eiaξt = F [ϕ(x+ at)], Φ(ξ)e−iaξt = F [ϕ(x− at)].

D’après les formules (2.8) et (2.10) on a

Ψ(ξ)
iξ

eiaξt = F
[∫ x+at

0
ψ(s)ds

]
,

Ψ(ξ)
iξ

e−iaξt = F
[∫ x−at

0
ψ(s)ds

]
.

Par conśequent on a

U(ξ, t) =
F [ϕ(x+ at)] + F [ϕ(x− at)]

2
+
F

[∫ x+at
0 ψ(s)ds

]
+ F

[∫ x−at
0 ψ(s)ds

]

2a
.

Par lińealit́e de la transforḿee de Fourier, on en déduit que

u(x, t) =
ϕ(x+ at) + ϕ(x− at)

2
+

1
2a

∫ x+at

x−at
ψ(s)ds. (2.14)

ExerciceMontrer que l’́equation des ondesutt = a2uxx estéquivalentèa l’équation

∂2u

∂ξ∂η
= 0, avec ξ = x− at, η = x+ at.

En d́eduire alors que la solution géńerale de l’́equation des ondes s’écrit

u(x, t) = v(x+ at) + w(x− at),

avecv etw des fonctions arbitraires. Retrouver alors la solution (2.14) en considérant les conditions initiales
u(x, 0) = φ(x) etut(x, 0) = ψ(x).

Proposition 9 La solution du probl̀eme (2.13) est donnée par (2.14).



Chapitre 3

Fonctions de Bessel

Les fonctions de Bessel sont des solutions de l’équation diff́erentielle, dite de Bessel :

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0, (3.1)

où ν ≥ 0 est un param̀etre ŕeel. Notons tout de suite le

Lemme 1 Une fonctiony(x) est solution de l’́equation de Bessel (3.1) si et seulement si la fonctionz(x) =
y(λx) est solution de l’́equation

x2z′′ + xz′ + (λ2x2 − ν2)z = 0. (3.2)

En effet on az′(x) = λy′(λx), z′′(x) = λ2y′′(λx) et donc

x2z′′(x) + xz′(x) + (λ2x2 − ν2)z(x) = (λx)2y′′(λx) + (λx)y′(λx) + ((λx)2 − ν2)y(λx) = 0.

3.1 La fonction de BesselJ0

3.1.1 Motivations

Nous allons montrer pourquoi l’équation (3.2) pŕesente un int́er̂et pour les applications. L’équation des
ondes s’́ecrit

utt = a2∆u

où ∆u est le Laplacien de la fonctionu. En dimension2 on a, en coordonńees cart́esiennes et en coordonnées
polaires :

∆u = uxx + uyy = urr +
1
r
ur +

1
r2
uϕϕ.

On se propose de résoudre le problème suivant





utt = a2
(
urr + 1

rur

)
, t > 0, r < r0

u(r0, t) = 0, |u(0, t)| < +∞ t ≥ 0
u(r, 0) = f(r), ut(r, 0) = 0, r ≤ r0

(3.3)

qui mod́elise les vibrations ayant une symétrie circulaire (c’est̀a dire ne d́ependant pas de l’angleϕ) d’une
membrane circulaire de rayonr0, fixée sur son bord. Iciu(r, t) désigne l’́ecart par rapport̀a la position au repos
de la membrane en un pointà distancer de l’origine età l’instantt. La conditionut(r, 0) = 0 signifie que
la membrane est déplaćee initialement enf(r) puis qu’elle est relach́ee, sans lui imprimer de vitesse initiale.
Noter que la condition|u(0, t)| < +∞ est pŕeciśee car l’́equation aux d́erivées partielles n’est pas définie pour
r = 0 et ses solutions peuvent exploser en l’infini lorsquer tend vers 0.

16
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Méthode de śeparation des variables

On oublie momentańement les conditions initialesu(r, 0) = f(r), ut(r, 0) = 0 et on cherche les solutions
du probl̀eme {

utt = a2
(
urr + 1

rur

)
, t > 0, r < r0

u(r0, t) = 0, |u(0, t)| < +∞ t ≥ 0
(3.4)

qui se mettent sous la formeu(r, t) = R(r)T (t). On obtient :

utt = a2

(
urr +

1
r
ur

)
⇐⇒ RT ′′ = a2

(
R′′T +

1
r
R′T

)
⇐⇒ T ′′

a2T
=
R′′ + 1

rR
′

R
= −λ ∈ R.

u(r0, t) = 0 =⇒ R(r0) = 0, |u(0, t)| < +∞ =⇒ |R(0)| < +∞.

Problème de Sturm-Liouville

Par conśequent la fonctionR(r) est solution du problème suivant
{
R′′ + 1

rR
′ + λR = 0, 0 < r < r0

R(r0) = 0, |R(0)| < +∞ (3.5)

où λ est un param̀etre ŕeel. On retrouve le cas particulier de l’équation (3.2) obtenu en posantν = 0. Nous
allons commencer par l’étude de l’́equation

xy′′ + y′ + xy = 0, (3.6)

obtenue en en posantν = 0 dans l’́equation (3.1).

3.1.2 Solutions d́eveloppables en śeries entìeres de l’́equation (3.6)

On cherche les solutions de l’équation (3.6) qui se mettent sous la forme

y =
+∞∑

k=0

akx
k. (3.7)

Les coefficientsak sont d́etermińes par identification, en dérivant (3.7) et en remplaçant dans (3.6). On a

y′ =
+∞∑

k=1

kakx
k−1, y′′ =

+∞∑

k=2

k(k − 1)akx
k−2.

En portant ces expressions dans (3.6) on obtient

+∞∑

k=2

[k(k − 1) + k] akx
k−1 + a1 +

+∞∑

k=0

akx
k+1 = 0.

Ce qui donne alors

a1 +
+∞∑

k=2

[
k2ak + ak−2

]
xk−1 = 0.

Cette śerie n’est identiquement nulle que si tous les coefficients s’annulent. On a alors

a1 = 0

k2ak + ak−2 = 0, k ≥ 2.

La deuxìemeéquation nous donne

ak = −ak−2

k2
, pour toutk ≥ 2.
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FIG. 3.1 – Les fonctions de BesselJ0(x) (à gauche) et de NeumannN0(x) (à droite)

n 1 2 3 4 5 6
µn 2.4048 5.5201 8.6537 11.7915 14.9309 18.0711

TAB . 3.1 – Les premiers zéros de la fonction de BesselJ0(x)

Par conśequent
a1 = 0, a3 = 0, a5 = 0, a2m+1 = 0.

a2 = −a0

22
, a4 = −a2

42
=

a0

2242
, a6 = −a4

62
= − a0

224262
, a2m = (−1)m a0

22m(m!)2
.

On obtient ainsi la solutiony(x) = J0(x) et appeĺee la fonction de BesselJ0, définie par

J0(x) =
+∞∑

m=0

(−1)m

(m!)2
(x

2

)2m
. (3.8)

Le rayon de convergence de cette série est infinie (montrer le). La solutionJ0 de l’équation de Bessel (3.6)
est d́efinie sur toutR. La fonction de BesselJ0 est repŕesent́ee sur la figure 3.1 (à gauche). On d́emontre que
l’ équation de Bessel (3.6) possède une deuxième solution, appelée la fonction de NeumannN0 et qui tend vers
l’infini quandx tend vers 0 (voir figure 3.1̀a droite). Comme l’́equation (3.6) est lińeaire, la solution ǵeńerale
s’écrit

y(x) = AJ0(x) +BN0(x), A,B ∈ R.

Retour sur le problème de Sturm-Liouville (3.5)

D’après le Lemme 1, la solutionR(r) du probl̀eme (3.5) s’́ecrit

R(r) = AJ0(
√
λr) +BN0(

√
λr), A,B ∈ R.

Comme la solution est réelle et pas complexe, on doit prendreλ > 0. La condition|R(0)| < +∞ implique
B = 0. La conditionR(r0) = 0 nous donne

J0(
√
λr0) = 0.

Ainsi
√
λr0 est une racine de la fonction de BesselJ0. La fonction de BesselJ0 poss̀ede une infinit́e de źeros

0 < µ1 < µ2 < · · · < µn < · · ·
La table 3.1 donne la liste des premiers zéros positifs deJ0. Par conśequent on a

Théorème 6 Les solutions du problème de Sturm Liouville (3.5) sont

λk =
(
µk

r0

)2

, Rk(r) = J0

(
µk

r0
r

)
, avec k = 1, 2, 3, · · · .
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Equation enT

Maintenant on consière l’équation
T ′′ + λka

2T = 0.

Elle admet pour solutions

Tk(t) = Ak cos
aµkt

r0
+Bk sin

aµkt

r0
, avec Ak, Bk ∈ R.

Par conśequent, les solutions de la formeu(r, t) = R(r)T (t) du probl̀eme (3.4) sont

uk(r, t) =
(
Ak cos

aµkt

r0
+Bk sin

aµkt

r0

)
J0

(
µk

r0
r

)
, k = 1, 2, 3, · · · . (3.9)

Principe de superposition

Comme le probl̀eme (3.4) est lińeaire et que l’on dispose de ses solutions (3.9), les séries

u(r, t) =
+∞∑

k=1

(
Ak cos

aµkt

r0
+Bk sin

aµkt

r0

)
J0

(
µk

r0
r

)
(3.10)

sont des solutions du problème (3.4). Une telle fonction vérifie aussi les conditions initialesu(r, 0) = f(r) et
ut(r, 0) = 0 si et seulement si on a

f(r) =
+∞∑

k=1

AkJ0

(
µk

r0
r

)
.

0 =
+∞∑

k=1

aµk

r0
BkJ0

(
µk

r0
r

)
=⇒ Bk = 0 k = 1, 2, · · · .

Donc on doit d́evelopper la condition initialef(r) en śerie suivant les fonctions de Bessel, comme on l’avait
fait pour les śeries de Fourier. On a besoin pour cela de relations d’orthogonalité.

Lemme 2 (Relations d’orthogonalit́e) Pour toutn 6= k on a
∫ 1

0
xJ0(µnx)J0(µkx)dx = 0 (3.11)

En effet, comme la fonctionJ0 est une solution de l’équation de Bessel (3.6) on sait, voir Lemme 1, que la
fonctiony(x) = J0(µx) est solution de l’́equation

xy′′ + y′ + µ2xy = 0

Notonsy1(x) = J0(µnx) ety2(x) = J0(µkx). On a

xy′′1 + y′1 + µ2
nxy1 = 0, xy′′2 + y′2 + µ2

kxy2 = 0.

En multipliant la premìereéquation pary2 et la deuxìemeéquation pary1 et en soustrayant on obtient :

x(y′′1y2 − y1y
′′
2) + y′1y2 − y1y

′
2 + (µ2

n − µ2
k)xy1y2 = 0.

Par consequent on a
d

dx
[x(y′1y2 − y1y

′
2)] = (µ2

k − µ2
n)xy1y2.

Intégrons entre 0 et 1. On trouve

[
x(y′1y2 − y1y

′
2)

]x=1

x=0
= (µ2

k − µ2
n)

∫ 1

0
xy1(x)y2(x)dx.

D’où

0 = µnJ
′
0(µn)J0(µk)− µkJ

′
0(µk)J0(µn) = (µ2

k − µ2
n)

∫ 1

0
xJ0(µnx)J0(µkx)dx

carJ0(µn) = J0(µk) = 0.
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3.1.3 D́eveloppements en śeries de fontions de Bessel

Des relations d’orthogonalité (3.11) on d́eduit que
∫ r0

0
rJ0

(
µn

r0
r

)
J0

(
µk

r0
r

)
dr = 0. (3.12)

Soitf : [0, r0] → R une fonction continue et de classeC1. Alors, pour toutr ∈]0, r0[, on a

f(r) =
+∞∑

k=1

AkJ0

(
µk

r0
r

)
, (3.13)

avec

Ak =

∫ r0

0 rf(r)J0

(
µk
r0
r
)
dr

∫ r0

0 rJ2
0

(
µk
r0
r
)
dr

, k = 1, 2, · · · . (3.14)

Si la fonctionf est seulement de classeC1 par morceaux, alors en un point de discontinuité r on a

+∞∑

k=1

AkJ0

(
µk

r0
r

)
=
f(r + 0) + f(r − 0)

2
,

où f(r+0) etf(r−0) désignent les limites̀a droite et̀a gauche de la fonctionf au pointf . Les formules (3.14)
qui donnent les constantesAk s’obtiennent imḿediatement en utilisant les relations d’orthogonalité (3.12). Il

suffit de multiplier les deux membres de l’égalit́e (3.13) parrJ0

(
µn

r0
r
)

puis d’int́egrer entre 0 etr0. En effet
on a

∫ r0

0
rf(r)J0

(
µn

r0
r

)
dr =

∫ r0

0

+∞∑

k=1

AkrJ0

(
µn

r0
r

)
J0

(
µk

r0
r

)
dr

=
+∞∑

k=1

Ak

∫ r0

0
rJ0

(
µn

r0
r

)
J0

(
µk

r0
r

)
dr = An

∫ r0

0
rJ2

0

(
µn

r0
r

)
dr.

En conclusion on a le résultat suivant (̀a ne pas apprendre par coeur !)

Proposition 10 La solution du probl̀eme (3.3) est donnée par

u(r, t) =
+∞∑

k=1

Ak cos
aµkt

r0
J0

(
µk

r0
r

)

où les constantesAk etBk sont d́efinies par les formules (3.14).

3.2 Fonctions de BesselJν

3.2.1 Méthode de Frobenius de ŕesolution de l’́equation (3.1)

On cherche les solutions de l’équation (3.1) qui se mettent sous la forme

y(x) = xσ
+∞∑

k=0

akx
k, a0 6= 0. (3.15)

L’exposantσ, ainsi que les coefficientsak sont d́etermińes, par identification en dérivant (3.15) et en remplaçant
dans (3.1). On a

y =
+∞∑

k=0

akx
k+σ, y′ =

+∞∑

k=0

(k + σ)akx
k+σ−1, y′′ =

+∞∑

k=0

(k + σ)(k + σ − 1)akx
k+σ−2.
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En portant ces expressions dans (3.1) on obtient

+∞∑

k=0

[
(k + σ)(k + σ − 1) + (k + σ)− ν2

]
akx

k+σ +
+∞∑

k=0

akx
k+σ+2 = 0.

Ce qui donne alors
+∞∑

k=0

[
(k + σ)2 − ν2

]
akx

k+σ +
+∞∑

k=2

ak−2x
k+σ = 0.

Cette śerie n’est identiquement nulle que si tous les coefficients s’annulent. On a alors

(σ2 − ν2)a0 = 0
[
(σ + 1)2 − ν2

]
a1 = 0

[
(k + σ)2 − ν2

]
ak + ak−2 = 0, k ≥ 2.

Commea0 6= 0, la premìere équation, appelée équation indiciaire, nous donneσ = ±ν. De la deuxìeme
équation on d́eduit alors quea1 = 0. Consid́erons le casσ = ν ≥ 0. La troisìemeéquation nous donne

ak = − ak−2

(ν + k)2 − ν2
= − ak−2

2k(k + 2ν)
, pour toutk ≥ 2.

Par conśequent

a2m+1 = 0, a2m = (−1)m a0

22mm!(ν + 1)(ν + 2) · · · (ν +m)
, m = 1, 2, · · · .

On obtient ainsi la solution

yν(x) = a0x
ν

[
1 +

+∞∑

m=1

(−1)mx2m

22mm!(ν + 1)(ν + 2) · · · (ν +m)

]
. (3.16)

Consid́erons maintenant le casσ = −ν. On obtient la solution (d́efinie seulement siν n’est pas entier)

y−ν(x) = a0x
−ν

[
1 +

+∞∑

m=1

(−1)mx2m

22mm!(−ν + 1)(−ν + 2) · · · (−ν +m)

]
. (3.17)

3.2.2 Expression des fonctions de Bessel avec la fonctionΓ d’Euler

On consid̀ere la fonction

Γ(x) =
∫ +∞

0
tx−1e−tdt

Cette int́egrale est convergente pour toutx > 0. Elle diverge pourx = 0. En int́egrant par parties on obtient

Γ(x) =
[
txe−t

x

]t=+∞

t=0

+
1
x

∫ +∞

0
txe−tdt =

1
x

Γ(x+ 1).

On obtient donc

Γ(x) =
Γ(x+ 1)

x
. (3.18)

Cette formule permet d’étendre la fonctionΓ auxx < 0. En effet, pourx ∈] − 1, 0[ elle permet de d́efinir
Γ(x), carx + 1 ∈]0, 1[. On constate queΓ(x) tend vers−∞ quandx tend vers 0 ou vers−1. Ensuite, pour
x ∈] − 2,−1[ elle permet de d́efinir Γ(x), carx + 1 ∈] − 1, 0[. On constate queΓ(x) tend vers+∞ quandx
tend vers−1 ou vers−2. Et ainsi de suite... On obtient une fonction définie en dehors des entiers négatifs ou
nuls et dont le graphe est représent́e sur le figure 3.2. CommeΓ(1) =

∫ +∞
0 e−tdt = 1, de la relation (3.18) on
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déduit que

Γ(n+ 1) = n!, pourn = 0, 1, 2, · · ·
On a aussi

Γ(x+m+ 1) = (x+ 1)(x+ 2) · · · (x+m)Γ(x+ 1), pour tout entierm et tout ŕeelx.

En choisissanta0 = 1
2νΓ(ν+1) dans les solutions (3.16) et (3.17) on obtient les solutions particulières de

l’ équation de Bessel (3.1) notées par

Jν(x) =
+∞∑

m=0

(−1)m

Γ(m+ 1)Γ(ν +m+ 1)

(x
2

)2m+ν
. (3.19)

Consid́erons maintenant le casσ = −ν. On obtient la solution

J−ν(x) =
+∞∑

m=0

(−1)m

Γ(m+ 1)Γ(−ν +m+ 1)

(x
2

)2m−ν
. (3.20)

Comme l’́equation (3.1) est lińeaire, la solution ǵeńerale s’́ecrit, dans le cas òu ν n’est pas entier

y(x) = AJν(x) +BJ−ν(x), A,B ∈ R.

Dans le cas òuµ = n ≥ 0 est un entier positif ou nul, la solutionJ−n(x) n’est pas lińeairement ind́ependante de
la solutionJn(x) car on aJ−n(x) = Jn(−x) pour toutx. On montre l’existence d’une autre solution, appelée
fonction de Neumann et notéeNn(x). La fonctionNn(x) tend vers l’infini quandx tend vers 0. Par lińearit́e la
solution ǵeńerale de l’́equation

x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y = 0

s’écrit

y(x) = AJn(x) +BNn(x), A,B ∈ R.
En utilisant le lemme 1 on en déduit :

Proposition 11 La solution ǵeńerale de l’́equation

x2y′′ + xy′ + (λ2x2 − n2)y = 0

s’écrit

y(x) = AJn(λx) +BNn(λx), A,B ∈ R.
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Relations d’orthogonalité

La fonction de Bessel admet une infinité de racines

0 < µν1 < µν2 < · · · < µνk < · · ·

Soientµνn etµνk des racines distinctes de l’équationJν(x) = 0. Alors

∫ 1

0
xJν(µνnx)Jν(µνkx)dx = 0

En effet, comme la fonctionJν est une solution de l’équation de Bessel (3.1) on sait, voir Lemme 1, que la
fonctiony(x) = J0(λx) est solution de l’́equation (3.2). Notonsy1(x) = Jν(µνnx) et y2(x) = Jν(µνkx). On
a

xy′′1 + y′1 +
(
µ2

νnx−
ν2

x

)
y1 = 0, xy′′2 + y′2 +

(
µ2

νkx−
ν2

x

)
y2 = 0.

En multipliant la premìereéquation pary2 et la deuxìemeéquation pary1 et en soustrayant on obtient :

x(y′′1y2 − y1y
′′
2) + y′1y2 − y1y

′
2 + (µ2

νn − µ2
νk)xy1y2 = 0.

Par consequent on a
d

dx
[x(y′1y2 − y1y

′
2)] = (µ2

νk − µ2
νn)xy1y2.

Intégrons entre 0 et 1. On trouve

[
x(y′1y2 − y1y

′
2)

]x=1

x=0
= (µ2

νk − µ2
νn)

∫ 1

0
xy1(x)y2(x)dx

D’où

0 = µ1J
′
ν(µνn)Jν(µνk)− µ2J

′
ν(µνk)Jν(µνn) = (µ2

νk − µ2
νn)

∫ 1

0
xJν(µνnx)Jν(µνkx)dx

carJν(µνn) = Jν(µνn) = 0.

Développements en śeries de fonctions de Bessel

En utilisant les relations d’orthogonalité établies pŕećedemment, on peut développer toute fonctionf(r)
définie sur[0, r0] en śeries de fonctions de BesselJν

(
µνk
r0
r
)

où lesµνk sont les źeros de la fonction de Bessel

Jν . On a

f(r) =
+∞∑

k=1

AkJν

(
µνk

r0
r

)
, avec Ak =

∫ r0

0 rf(r)Jν

(
µνk
r0
r
)
dr

∫ r0

0 rJ2
ν

(
µνk
r0
r
)
dr

, k = 1, 2, · · · . (3.21)

3.3 Applications

3.3.1 Equation de la chaleur

L’ équation de la chaleur s’écrit
ut = a2∆u

où ∆u est le Laplacien de la fonctionu. En dimension3 on a en coordonńees cart́esiennes et en coordonnées
cylindriques :

∆u = uxx + uyy + uzz = urr +
1
r
ur +

1
r2
uϕϕ + uzz.
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On se propose de résoudre le problème suivant




ut = a2
(
urr + 1

rur + uzz

)
, t > 0, r < r0, 0 < z < z0

u(r0, z, t) = 0, t ≥ 0, 0 < z < z0
u(r, 0, t) = u(r, z0, t) = 0 t ≥ 0, r < r0
|u(0, z, t)| < +∞ t ≥ 0, 0 < z < z0
u(r, z, 0) = f(r, z), r ≤ r0, 0 < z < z0

(3.22)

qui mod́elise la propagation de la chaleur dans un cylindre de rayonr0 et de hauteurz0, dont la surface extérieure
est maintenuèa la temṕerature 0. Comme la condition initiale ne dépend pas de la variable angulaireϕ, la
solution n’en d́ependra pas pourt > 0. C’est la raison pour laquelle le terme enuϕϕ du Laplacien n’est pas pris
en consid́eration. Iciu(r, z, t) désigne la temṕerature en un point de coordonnées(r, z) et à l’instantt.

Méthode de śeparation des variables

On oublie momentańement les conditions initialesu(r, z, 0) = f(r, z) et on cherche les solutions du
probl̀eme 




ut = a2
(
urr + 1

rur + uzz

)
, t > 0, r < r0, 0 < z < z0,

u(r0, z, t) = 0, |u(0, z, t)| < +∞ t ≥ 0, 0 < z < z0,
u(r, 0, t) = u(r, z0, t) = 0 t ≥ 0, r < r0.

(3.23)

qui se mettent sous la formeu(r, z, t) = R(r)Z(z)T (t). On obtient :

RZT ′ = a2

(
R′′ZT +

1
r
R′ZT +RZ ′′T

)
⇔ T ′

a2T
=
R′′

R
+

1
r

R′

R
+
Z ′′

Z
= −α ∈ R.

Par conśequent on a
T ′ + αa2T = 0 (3.24)

et
R′′

R
+

1
r

R′

R
+ α = −Z

′′

Z
= β ∈ R

Cette dernìereéquatiońequivautà

Z ′′ + βZ = 0 et R′′ +
1
r
R′ + (α− β)R = 0.

Problèmes de Sturm-Liouville

On a
u(r0, z, t) = 0 =⇒ R(r0) = 0, |u(0, z, t)| < +∞ =⇒ |R(0)| < +∞.

u(r, 0, t) = u(r, z0, t) = 0 =⇒ Z(0) = Z(z0) = 0.

On en d́eduit deux probl̀emes de Sturm-Liouville. Le premier concerne la fonctionZ.
{
Z ′′ + βZ = 0,
Z(0) = Z(z0) = 0

(3.25)

D’après le th́eor̀eme 1 les solutions du problème de Sturm Liouville (3.25) sont

βn =
(
nπ

z0

)2

, Zn(z) = sin
nπz

z0
, avec n = 1, 2, · · · .

Le deuxìeme probl̀eme de Sturm Liouville concerne la fonctionR. On le ŕesoud pour les valeursβn =
(

nπ
z0

)2
.

On a : {
rR′′ +R′ + λrR = 0, 0 < r < r0
R(r0) = 0, |R(0)| < +∞ (3.26)
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avecλ = α− βn. D’après le th́eor̀eme 6 les solutions du problème de Sturm Liouville (3.34) sont

λk =
(
µk

r0

)2

, Rk(r) = J0

(
µk

r0
r

)
, avec k = 1, 2, 3, · · · .

Par conśequent on a

α = αnk = βn + λk =
(
nπ

z0

)2

+
(
µk

r0

)2

Equation enT

Maintenant on consière l’équation (3.32) avecα = αnk :

T ′ + αnka
2T = 0.

Elle admet pour solutions

Tnk(t) = Anke
−a2αnkt, avec Ank ∈ R.

Par conśequent, les solutions de la formeu(r, z, t) = R(r)Z(z)T (t) du probl̀eme (3.23) sont

unk(r, z, t) = Anke
−a2

ůş
nπ
z0

ť2
+

ş
µk
r0

ť2
ÿ
t
J0

(
µk

r0
r

)
sin

nπz

z0
, n, k = 1, 2, 3, · · · (3.27)

Principe de superposition

Comme le probl̀eme (3.23) est lińeaire et que l’on dispose de ses solutions (3.27), les séries

u(r, z, t) =
∞∑

n=1

∞∑

k=1

Anke
−a2

ůş
nπ
z0

ť2
+

ş
µk
r0

ť2
ÿ
t
J0

(
µk

r0
r

)
sin

nπz

z0
, (3.28)

sont des solutions du problème (3.23). Une telle fonction vérifie aussi la condition initialeu(r, z, 0) = f(r, z)
si et seulement si on a

f(r, z) =
∞∑

n=1

∞∑

k=1

AnkJ0

(
µk

r0
r

)
sin

nπz

z0
=

∞∑

n=1

An(r) sin
nπz

z0
(3.29)

avec

An(r) =
∞∑

k=1

AnkJ0

(
µk

r0
r

)

Ces expressions sont des développement en séries de fonctions de Bessel des fonctionAn(r). D’après les
formules (3.13) et (3.14), on a :

Ank =

∫ r0

0 rAn(r)J0

(
µk
r0
r
)
dr

∫ r0

0 rJ2
0

(
µ0k
r0
r
)
dr

, k = 1, 2, · · ·

Par ailleurs, la formule (3.29) est un développement en série de Fourier ensinusde la fonctionf(r, z) par
rapportà la variablez. D’après les formules (1.7) et (1.8) on a

An(r) =
2
z0

∫ z0

0
f(r, z) sin

nπz

z0
dz, n = 1, 2, 3, · · ·

Par conśequent on a d́emontŕe le ŕesultat suivant (̀a ne pas apprendre par coeur !)

Proposition 12 La solution du probl̀eme (3.22) est donnée par la formule (3.28) òu les constantesAnk sont
définies par les formules

Ank =
2
z0

∫ r0

0

∫ z0

0 rf(r, z) sin nπz
z0
J0

(
µk
r0
r
)
drdz

∫ r0

0 rJ2
0

(
µk
r0
r
)
dr

, n, k = 1, 2, · · ·



26 CHAPITRE 3. FONCTIONS DE BESSEL

3.3.2 Equation des ondes

On se propose de résoudre le problème suivant





utt = a2
(
urr + 1

rur + 1
r2uϕϕ

)
, t > 0, r < r0, 0 ≤ ϕ ≤ 2π

u(r0, ϕ, t) = 0, |u(0, ϕ, t)| < +∞ t ≥ 0, 0 ≤ ϕ ≤ 2π
u(r, ϕ, 0) = f(r, ϕ), ut(r, ϕ, 0) = 0, r ≤ r0, 0 ≤ ϕ ≤ 2π

(3.30)

qui mod́elise les vibrations d’une membrane circulaire de rayonr0, fixée sur son bord. Iciu(r, ϕ, t) désigne
l’ écart par rapport̀a la position au repos de la membrane en un point de coordonnées(r, ϕ) et à l’instantt. La
conditionut(r, ϕ, 0) = 0 signifie que la membrane est déplaćee initialement enf(r, ϕ) puis qu’elle est relach́ee,
sans lui imprimer de vitesse initiale. Comme la condition initiale dépend aussi de la variable angulaire, le terme
uϕϕ du laplacien doit̂etre pris en consid́eration (comparer avec le problème (3.3)).

Méthode de śeparation des variables

On oublie momentańement les conditions initialesu(r, ϕ, 0) = f(r, ϕ), ut(r, ϕ, 0) = 0 et on cherche les
solutions du probl̀eme

{
utt = a2

(
urr + 1

rur + 1
r2uϕϕ

)
, t > 0, r < r0, 0 ≤ ϕ ≤ 2π

u(r0, ϕ, t) = 0, |u(0, ϕ, t)| < +∞ t ≥ 0, 0 ≤ ϕ ≤ 2π
(3.31)

qui se mettent sous la formeu(r, ϕ, t) = R(r)Φ(ϕ)T (t) avecΦ une fonction2π-périodique. On obtient :

RΦT ′′ = a2

(
R′′ΦT +

1
r
R′ΦT +

1
r2
RΦ′′T

)

qui équivautà
T ′′

a2T
=
R′′

R
+

1
r

R′

R
+

1
r2

Φ′′

Φ
= −α ∈ R.

Par conśequent on a

T ′′ + αa2T = 0 (3.32)

et

r2
R′′

R
+ r

R′

R
+ αr2 = −Φ′′

Φ
= β ∈ R

Cette dernìereéquatiońequivautà

Φ′′ + βΦ = 0 et r2R′′ + rR′ + (αr2 − β)R = 0.

Problèmes de Sturm-Liouville

On a

u(r0, ϕ, t) = 0 =⇒ R(r0) = 0, |u(0, ϕ, t)| < +∞ =⇒ |R(0)| < +∞.

On en d́eduit deux probl̀emes de Sturm-Liouville. Le premier concerne la fonctionΦ.

{
Φ′′ + βΦ = 0,
Φ(ϕ) = Φ(ϕ+ 2π)

(3.33)

Théorème 7 Les solutions du problème de Sturm Liouville (3.33) sont

βn = n2, Φn(ϕ) = An cos(nϕ) +Bn sin(nϕ), avec n = 0, 1, 2, · · · .
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Le deuxìeme probl̀eme de Sturm Liouville concerne la fonctionR. On le ŕesoud pour les valeursβn = n2

{
r2R′′ + rR′ + (αr2 − n2)R = 0, 0 < r < r0
R(r0) = 0, |R(0)| < +∞ (3.34)

D’après la proposition 11 la solution géńerale de cettéequation s’́ecrit

R(r) = CnJn(
√
αr) +DnNn(

√
αr) avecCn, Dn ∈ R.

Comme|R(0)| < +∞ on aDn = 0. CommeR(r0) = 0 on a
√
αr0 = µnk avec

0 < µn1 < µn2 < · · · < µnk < · · ·

sont les źeros de la fonction de BesselJn. Ainsi

Théorème 8 Les solutions du problème de Sturm Liouville (3.34) sont

αnk =
(
µnk

r0

)2

, Rnk(r) = Jn

(
µnk

r0
r

)
, avec n = 0, 1, 2, · · · k = 1, 2, 3, · · ·

Equation enT

Maintenant on consière l’équation (3.32) avecα = αnk :

T ′′ + αnka
2T = 0.

Elle admet pour solutions

Tnk(t) = Cnk cos
aµnkt

r0
+Dnk sin

aµnkt

r0
, avec Cnk, Dnk ∈ R.

Par conśequent, les solutions de la formeu(r, ϕ, t) = R(r)Φ(ϕ)T (t) du probl̀eme (3.31) sont

unk(r, ϕ, t) = Jn

(
µnk

r0
r

)
(An cos(nϕ) +Bn sin(nϕ))

(
Cnk cos

aµnkt

r0
+Dnk sin

aµnkt

r0

)
(3.35)

avecn = 0, 1, 2, ... etk = 1, 2, 3, ...

Principe de superposition

Comme le probl̀eme (3.31) est lińeaire et que l’on dispose de ses solutions (3.35), les séries

u(r, ϕ, t) =
∞∑

n=0

∞∑

k=1

Jn

(
µnk

r0
r

)
(An cos(nϕ) +Bn sin(nϕ))

(
Cnk cos

aµnkt

r0
+Dnk sin

aµnkt

r0

)
(3.36)

sont des solutions du problème (3.31). Une telle fonction vérifie aussi les conditions initialesu(r, ϕ, 0) =
f(r, ϕ) etut(r, ϕ, 0) = 0 si et seulement si on a

f(r, ϕ) =
∞∑

n=0

∞∑

k=1

Jn

(
µnk

r0
r

)
(An cos(nϕ) +Bn sin(nϕ))Cnk.

0 =
∞∑

n=0

∞∑

k=1

Jn

(
µnk

r0
r

)
(An cos(nϕ) +Bn sin(nϕ))

aµnk

r0
Dnk =⇒ Dnk = 0.

Par conśequent la solution s’écrit

u(r, ϕ, t) =
∞∑

n=0

∞∑

k=1

Jn

(
µnk

r0
r

)
(Ank cos(nϕ) +Bnk sin(nϕ)) cos

aµnkt

r0
(3.37)
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où on a not́eAnk = AnCnk etBnk = BnCnk. Donc on doit d́evelopper la condition initialef(r, ϕ) en śerie
double suivant suivant les fonctions de Bessel et les fonctionsinus. On a :

f(r, ϕ) =
∞∑

n=0

∞∑

k=1

Jn

(
µnk

r0
r

)
(Ank cos(nϕ) +Bnk sin(nϕ))

=
∞∑

n=0

(An(r) cos(nϕ) +Bn(r) sin(nϕ)) (3.38)

avec

An(r) =
∞∑

k=1

AnkJn

(
µnk

r0
r

)
, Bn(r) =

∞∑

k=1

BnkJn

(
µnk

r0
r

)
.

Comme ces expressions sont des développement en séries de fonctions de Bessel des fonctionsAn(r) etBn(r).
D’après les formules (3.21), on a :

Ank =

∫ r0

0 rAn(r)Jn

(
µnk
r0
r
)
dr

∫ r0

0 rJ2
n

(
µnk
r0
r
)
dr

, k = 1, 2, · · · .

et

Bnk =

∫ r0

0 rBn(r)J2
n

(
µnk
r0
r
)
dr

∫ r0

0 rJ2
n

(
µnk
r0
r
)
dr

, k = 1, 2, · · · .

Par ailleurs la formule (3.38) est un développement en série de Fourier de la fonctionf(r, ϕ) par rapport̀a la
variableϕ. D’après la proposition 5 on a

A0(r) =
1
2π

∫ 2π

0
f(r, ϕ)dϕ, An(r) =

1
π

∫ 2π

0
f(r, ϕ) cos(nϕ)dϕ, n = 1, 2, 3, · · ·

Bn(r) =
1
π

∫ 2π

0
f(r, ϕ) sin(nϕ)dϕ, n = 1, 2, 3, · · ·

Par conśequent on a d́emontŕe le ŕesultat suivant (̀a ne pas apprendre par coeur !)

Proposition 13 La solution du probl̀eme (3.30) est donnée par (3.37) òu les constantesAnk etBnk sont d́efinies
par les formules

A0k =
1
2π

∫ r0

0

∫ 2π
0 rf(r, ϕ)J0

(
µ0k
r0
r
)
drdϕ

∫ r0

0 rJ2
0

(
µ0k
r0
r
)
dr

, k = 1, 2, · · · .

Ank =
1
π

∫ r0

0

∫ 2π
0 rf(r, ϕ) cos(nϕ)Jn

(
µnk
r0
r
)
drdϕ

∫ r0

0 rJ2
n

(
µnk
r0
r
)
dr

, n, k = 1, 2, · · · .

Bnk =
1
π

∫ r0

0

∫ 2π
0 rf(r, ϕ) sin(nϕ)Jn

(
µnk
r0
r
)
drdϕ

∫ r0

0 rJ2
n

(
µnk
r0
r
)
dr

, n, k = 1, 2, · · · .

Ce ŕesultat est la ǵeńeralisation du ŕesultat obtenu dans la proposition 10, lorsqu’on avait supposé que la
condition initiale ne d́ependait que du rayonr et pas de l’angleϕ.



Chapitre 4

Probabilit és

4.1 Le langage du calcul des probabilit́es

4.1.1 Equiprobabilité, épreuves,́evénements

Le but du Calcul des Probabiltés est de mod́eliser etétudier un ph́enom̀ene dont le ŕesultat d́epend du
hasard. Par exemple si on lance un dé nuḿerot́e de 1à 6 et si le d́e n’est pas piṕe, laprobabilité d’obtenir un
6 estégaleà 1

6 . De m̂eme, si on tire,̀a la roulette, un nuḿero compris entre 1 et 36, et si la roulette n’est pas
truqúee, laprobabilitéd’obtenir un 11 est́egaleà 1

36 .
Dans ce chapitre tous les mots faisant partie du langage des probabilités que nous allons définir seront

écrits en carractère gras (lorsqu’on les rencontre pour la première fois). On appelléepreuvel’un des ŕesultats
possible. L’ensemble de toutes lesépreuves est appelé l’espace deśepreuvesou l’univers. On le noteraΩ.
Dans le premier exemple (lancé du d́e) on a

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Dans le deuxìeme exemple (tirage de la roulette) on a

Ω = {1, 2, 3, · · · , 34, 35, 36}.

On ne consid̀ere que des ph́enom̀enes pour lesquelsΩ est fini.
Toutes leśepreuvesΩ sont suppośeeséquiprobables. Un événementest une partie deΩ. SoitA un évé-

nement, on appellecardinal deA et on noteCardA le nombre d’́eléments de l’ensembleA. Par d́efinition, la
probabilt éd’un événementA est le nombre ŕeel

P (A) =
CardA
CardΩ

. (4.1)

Dans le premier exemple (lancé du d́e), l’événementA “on a obtenu un nombre paire” est

A = {2, 4, 6},

sa probabilit́e estP (A) = 3
6 = 1

2 . Dans le deuxìeme exemple (tirage de la roulette), l’événementB “on a tiré
un nombre premier” est

B = {1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31},
sa probabilit́e estP (B) = 12

36 = 1
3 .

La proposition suivante est imḿediate

Proposition 14 La probabilit́e d́efinie par la formule (4.1) est une fonctionP : P(Ω) → [0, 1], définie sur
l’ensemble des partiesP(Ω) deΩ et qui v́erifie les propríet́es suivantes :

1.P (Ω) = 1
2. Pour touśev́enementsA etB siA ∩B = ∅ alorsP (A ∪B) = P (A) + P (B).

29
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On d́eduit de cette proposition que la probabilité vérifie aussi les propriét́es suivantes

P (Ac) = 1− P (A), P (∅) = 0,

oùAc = ΩrA est le compĺementaire de l’́evénementA et

P (A1 ∪ · · · ∪An) = P (A1) + · · ·+ P (An) si Ai ∩Aj pour tous i 6= j.

4.1.2 Probabilités avec poids

Dans les livres on trouve la définition plus ǵeńerale suivante d’une probabilité : on appelle probabilité sur
un ensemble finiΩ toute applicationP : P(Ω) → [0, 1] vérifiant les propríet́es 1 et 2 de la proposition 14. Cette
définition englobe le cas où toutes leśepreuves ne sont pas néćessairement́equiprobables ; on donne un poids
pω à chaquéepreuveω de l’espaceΩ, vérifiant

∑

ω∈Ω

pω = 1. La formule (4.1) d́efinissant la probabilté doitêtre

remplaćee par
P (A) =

∑

ω∈A

pω. (4.2)

S’il y a équiprobabilit́e, alorspω = 1
CardΩ pour chaquéepreuveω ∈ Ω et on retrouve la formule (4.1). La

probabilit́e d́efinie par la formule (4.2) v́erifie aussi les propriét́es 1 et 2 de la proposition 14. Inversement, toute
applicationP : P(Ω) → [0, 1] vérifiant les propríet́es 1 et 2 de la proposition 14 sera de la forme (4.2) ; il suffit
de poser pour celapω = P ({ω}).

4.1.3 Les difficult́es de la mod́elisation

Les exemples préćedents (lanće de d́e et tirage de la roulette) sont simples et ne posent aucun problème
de mod́elisation : le choix de l’espace desépreuvesΩ est imḿediat. Ce n’est pas toujours le cas, et l’art du
probabiliste est de bien identifier l’espace desépreuves.

Consid́erons par exemple le problème de la distribution au hasard de trois boules dans deux boites. Il y a 8
répartitions possibles de trois boules numérot́ees 1, 2, 3 dans deux boites :

1g 2g 3g 1g 2g 3g (4.3)

1g 3g2g 1g 2g3g 2g 1g3g (4.4)

2g1g 3g 1g2g 3g 1g3g 2g (4.5)

Si on supprime les nuḿeros sur les boules, on ne peut plus distinguer entre elles les répartitions (4.4) ni les
répartitions (4.5), et on ne considère plus que les 4 répartitions :

ω1 = g g g ω2 = g g g (4.6)

ω3 = g gg ω4 = gg g (4.7)

Pour les boules sans marques, l’espace desépreuves est-il forḿe des huits ŕepartitions (4.3-4.5), ou des quatres
répartitions (4.6-4.7) ? La réponse d́epend de la nature des boules. S’il s’agit de boules macroscopiques obéissant
à la Mécanique classique, c’est la première ŕeponse qui convient, car les trois boules sont discernables, qu’elles
soient nuḿerot́ees ou non ; s’il s’agit de particules quantiques obéissant̀a la statistique de Bose-Einstein, par
exemple des photons, et les boites desétats quantiques, c’est la deuxième ŕeponse qui convient car les trois parti-
cules ne sont pas discernables, seul compte leurétat quantique. On pourrait, pour ces deux situations, considérer
que l’espace deśepreuves est l’ensembleà quatréelémentsΩ = {ω1, ω2, ω3, ω4} définis par (4.6-4.7). Dans la
statistique de Bose-Einstein les quatresépreuves sont́equiprobables. Dans la Ḿecanique classiques les quatre
épreuves ne sont paséquiprobables ; leurs poids respectifs sont

pω1 = pω2 =
1
8
, pω3 = pω4 =

3
8
.
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4.2 Dénombrement

Le calcul des probabilités consistèa mod́eliser une situation sous la forme d’un ensemble fini d’épreuves
équiprobables, puis de calculer la probabilité desévénements, ce qui reveient en vertu de (4.1)à calculer leur
nombre d’́elément. Dans la pratique il est difficile de lister toutes lesépreuves d’uńevénement comme nous
l’avions fait dans les exemplesélémentaires du “lanće du d́e” du “jeu de la roulette” ou bien de la “répartition
de trois boules dans deux boites”. Il faut savoir compter le nombre d’éléments d’un ensemble.

4.2.1 Suites avec ŕepétition ou tirages avec remise

Le nombre de mots den lettres forḿes avec un alphabet der lettres est́egalà

rn (4.8)

puisqu’il y a r possibilit́es pour choisir la première lettre, de nouveaur possibilt́es pour choisir la deuxième
lettre et ainsi de suite jusqu’à lan-ième lettre. Ce nombre (4.8) est aussi :

– le nombre de ŕepartitions diff́erentes den boules nuḿerot́ees dansr boites,
– le nombre de tirages, avec remise, den boules d’une urne contenantr boules de couleurs différentes.

4.2.2 Suites sans ŕepétition ou tirages sans remise

Le nombre de mots den lettres, toutes diff́erentes, forḿes avec un alphabet der lettres, avecr ≥ n, est
égalà

r(r − 1) · · · (r − n+ 1) (4.9)

puisqu’il y ar possibilit́es pour choisir la première lettre,r − 1 possibilt́es pour choisir la deuxième lettre et
ainsi de suite,r − n+ 1 possibilit́es pour choisir lan-ième lettre. Ce nombre (4.9) est aussi :

– le nombre de ŕepartitions diff́erentes den boules nuḿerot́ees dansr ≥ n boites de telle sorte qu’une
boite ne puisse contenir qu’une boule au plus,

– le nombre de tirages, sans remise, den boules d’une urne contenantr ≥ n boules de couleurs différentes.
Lorsquen = r, le nombre (4.9) est noté r!

r! = 1 · 2 · · · r
Il représente le nombre de manières diff́erentes d’ordonnerr objets (appeĺees les permutations des objets).

Problème. On tire 5 chiffres au hasard. Quelle est la probabilité qu’ils soient tous diff́erents ? IciΩ est l’en-
semble de toutes les suites, avec réṕetition, den = 5 chiffres pris dans l’alphabet{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} à
r = 10 lettres. Ainsi

CardΩ = 105 = 100000

L’ événementA qui nous int́eresse est l’ensemble de toutes les suites de 5 chiffres, tous différents. Son cardinal
est

CardA = 10 · 9 · 8 · 7 · 6 = 30240

Par conśequentP (A) = 0.3024.

Problème. On prend au hasard un groupe de 20 personnes. Quelle est la probabilité pour que deux au moins
aient leur anniversaire le m̂eme jour ? IciΩ est l’ensemble de toutes les listes den = 20 dates parmi lesr = 365
jours de l’anńee (on oublie le 29 f́evrier des anńees bissextiles, et on suppose que tous les jours de l’année sont
équiprobables pour les naissance, ce qui est faux). Ainsi

CardΩ = 36520.

L’ événementA “au moins deux sont ńes le m̂eme jour” est le complémentaire de l’́evénementB “toutes les
dates de naissance sont différentes”. Le cardinal deB est

CardB = 365 · 364 · · · 346.

Par conśequentP (B) = 364
365

363
365 · · · 346

365 ' 0.59. On en d́eduitP (A) = 1− P (B) ' 0.41.
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4.2.3 Combinaisons

Parmi les2n mots den lettres que l’on peut former avec un alphabet de 2 lettres, il y a

(
n
k

)
=

n!
k!(n− k)!

(4.10)

qui comporterontk fois la premìere lettre etn− k fois la deuxìeme lettre. Ce nombre (4.10) est aussi :
– le nombre de ŕepartitions diff́erentes den boules nuḿerot́ees dans2 boites de telle sorte qu’il y aitk

boules dans la première boite etn− k boules dans la deuxième boite,
– le nombre de sous-ensembles dek éléments parmin-éléments,

On retrouve ces nombres lorsqu’on développe le bin̂ome

(x+ y)n =
n∑

k=1

n!
k!(n− k)!

xkyn−k.

4.2.4 Partitions en groupes de taille donńee

Parmi lesmn mots den lettres que l’on peut former avec un alphabet dem lettres, il y a

n!
n1!n2! · · ·nm!

(4.11)

qui comporterontn1 fois la premìere lettre,n2 fois la deuxìeme lettre,... etnm fois la m-ième lettre, avec
n1 + n2 + · · ·+ nm = n. Ce nombre (4.11) est aussi :

– le nombre de ŕepartitions diff́erentes den boules nuḿerot́ees dansm boites de telle sorte qu’il y aitn1

boules dans la première boite,n2 boules dans la deuxième boite, ... etnm boules dans lam-ième boite.
– le nombre de partitions d’un ensembleàn-éléments enm sous-ensembles ayant respectivementn1, n2,

...,nm éléments.
On retrouve ces nombres lorsqu’on développe le polyn̂ome

(x1 + x2 + · · ·+ xm)n =
∑

n1+n2+···+nm=n

n!
n1!n2! · · ·nm!

xn1
1 xn2

2 · · ·xnm
m .

4.2.5 Subdivisions

Dans la formule pŕećedente, la somme estétenduèa toutes les familles de nombres positifs ou nulsn1, n2,
..., nm vérifiantn1 + n2 + · · · + nm = n. Combien y-a-t-il de telles d́ecompositions ? Il s’agit de répartirn
objets dansm boites. On peut représenter sch́ematiquement une telle décomposition en śeparant par une barre
verticale deux boites adjacentes. Considérons une ŕepartition den = 8 boules dansm = 6 boites :

© | ©©© | | | ©©©© | ©

On a ici 1 boule dans la première boite, 3 boules dans la deuxième, 0 boule dans les troisième et quatrìeme
boite, 4 boules dans la cinquième boite et 1 boule dans la sixième boite. Le problème, vu sous cet angle est
simplement la ŕepartition desm − 1 = 5 barres śeparant lesm = 6 boites, sur lesn + m − 1 = 8 + 6 − 1
places disponibles. Ainsi

Nombre de ŕepartitions den objets dansm boites=
(n+m− 1)!
n!(m− 1)!

Cette formule de d́enombrement est essentielle dans la statistique de Bose-Einstein : elle donne le nombre de
modes d’occupation dem états quantiques parn particules de Bose. En prenantn = 3 etm = 2 on retrouve
les 4épreuvesω1, ω2, ω3 etω4 de l’exemple consid́eŕe dans la section 4.1.3
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4.3 L’ind épendance stochastique

4.3.1 Ev́enements stochastiquement ind́ependants

Reprenons le problème de la ŕepartition de trois boules nuḿerot́ees dans deux boites considéŕe dans la
section 4.1.3. Considérons leśevénements

A : “la boule 1 est dans la boite de gauche”,
B : “la boule 2 est dans la boite de gauche”,

A ∩B : “les boules 1 et 2 sont dans la boite de gauche”.

LesévénementsA etB sontindépendantspuisque chaque bouleignorece qui arriveà l’autre. On aP (A) =
P (B) = 1

2 etP (A ∩B) = 1
4 . On constate donc que l’égalit́eP (A ∩B) = P (A)P (B) est v́erifiée.

Par contre si on considère l’événementC = A ∩B, alors leśevénementsA etC ne sont pas ind́ependants
puisqu’ils concernent tous les deux la boule 1. 0n aA ∩ C = C et l’égalit́eP (A ∩ C) = P (A)P (C) n’est pas
vérifiée.

On introduit alors la d́efinition math́ematique suivante : deux́evénementsA etB sont ditsstochastique-
ment indépendantssi

P (A ∩B) = P (A)P (B).

Plus ǵeńeralement, la famille d’événementsA1, A2,..., Am est ditestochastiquement ind́ependantede la
famille d’événementsB1,B2,...,Bm si

P (Ai ∩Bj) = P (Ai)P (Bj) pour tousi et j.

Si lesévénementsA1,A2,...,Am sont stochastiquement indépendants (entre eux) alors

P (A1 ∩A2 ∩ · · · ∩Am) = P (A1)P (A2) · · ·P (Am). (4.12)

4.3.2 Probabilités conditionnelles

SoientA etB deuxévénements tels queP (B) 6= 0. Le nombre

P (A|B) =
P (A ∩B)
P (B)

s’appelle laprobabilit é conditionnelledeA sachantB. Lorsque les deux́evénementsA etB sont stochasti-
quement ind́ependants, c’està dire lorsqueP (A∩B) = P (A)P (B), alors on aP (A|B) = P (A). En utilisant
la formule (4.1) on obtient

P (A|B) =
Card(A ∩B)

CardB
.

Cela revient̀a compter parmi toutes lesépreuveśequiprobables qui constituent l’événementB, celles qui ap-
partiennent en outrèa l’élémentA? Il s’agit donc de la probabilité pour queA se produise, mais dans l’espace
plus petit deśepreuves qui correspondentà la ŕealisation deB. L’application

A ∈ P(Ω) → P (A|B) ∈ [0, 1]

vérifie les propríet́es 1 et 2 de la proposition 14. C’est donc une probabilité. Les probabilit́es conditionnelle
sont tr̀es utiles car elles permettent plus facilement de calculer des probabilités. Illustrons cela dans le problème
suivant :

Problème. Une boite contientn = p+ q boules,p blanches etq noires. On effectue deux tirages (sans remise).
Consid́erons leśevénements

A1 : “la premìere boule tiŕee est blanche”,
A2 : “la deuxìeme boule tiŕee est blanche”.
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On a clairementP (A1) = p
n car il y ap boules blanches dans une boite contenantn boules etP (A2|A1) = p−1

n−1 ,
car la premìere boule tiŕeeétant blanche, il restep− 1 boules blanches dans une boite contenantn− 1 boules.
Par conśequent

P (A2 ∩A1) = P (A2|A1)P (A1) =
p(p− 1)
n(n− 1)

.

Le calcul direct aurait (heureusement) donné le m̂eme ŕesultat. En effet si on considère comme espace
d’épreuves l’ensembleΩ de tous les tirages (sans remise) de deux boules dans une une boite contenantn
boules alorsCardΩ = n(n− 1). L’ événementA2 ∩A1 correspond simplementà l’événement deΩ : “les deux
boules sont blanches”. Or le nombre de couples formés de deux boules blanches estp(p − 1). Par conśequent
P (A2 ∩A1) = p(p−1)

n(n−1) .
On se propose maintenant de calculer la probabilité de l’́evénementA2. Introduisons pour cela l’événement

Ac
1 : “la premìere boule tiŕee n’est pas blanche (elle est donc noire)”.

Alors on a
A2 = (A2 ∩A1) ∪ (A2 ∩Ac

1) .

On a bieńevidemmentP (Ac
1) = q

n car il y aq boules noires dans une boite contenantn boules etP (A2|Ac
1) =

p
n−1 , car la premìere boule tiŕeeétant noire, il restep boules blanches dans une boite contenantn − 1 boules.
Par conśequent

P (A2 ∩Ac
1) = P (A2|Ac

1)P (Ac
1) =

pq

n(n− 1)
.

Comme leśevénementsA2 ∩A1 etA2 ∩Ac
1 sont disjoints, on en d́eduit que

P (A2) = P (A2 ∩A1) + P (A2 ∩Ac
1) =

p(p− 1)
n(n− 1)

+
pq

n(n− 1)
=
p

n
.

Noter que ce ŕesultat n’est pas intuitivementévident. Bien entendu, on aurait pu calculer la probabilitéP (A2 ∩
Ac

1) directement. Dans l’espaceΩ de cardinaln(n− 1) consid́eŕe ci dessus, l’́evénementA2 ∩ Ac
1 correspond

simplement̀a l’événement deΩ : “la premìere boule est blanche et la second est noire”. Son cardinal estégalà
pq. Par conśequentP (A2 ∩Ac

1) = pq
n(n−1) .

Cette manìere de calculer des probabilités est tr̀es utile. Elle se ǵeńeralise de la manière suivante. Soit
A ∈ Ω un événement dont on veut calculer la probabilité. Soit

Ω = E1 ∪ E2 ∪ · · · ∪ En

une partition de lespace desépreuves eńevénements disjoints deux̀a deux. Comme leśevénementsA ∩ E1,
A ∩ E2, ...,A ∩ En sont disjoints deux̀a deux et que leur réunion est́egaleàA on a

P (A) = P (A ∩ E1) + P (A ∩ E2) + · · ·+ P (A ∩ En)
= P (A|E1)P (E1) + P (A|E2)P (E2) + · · ·+ P (A|En)P (En). (4.13)

4.3.3 Ŕeunion d’événements

SiA etB sont deśevénements disjoints alorsCard(A∪B) = CardA+CardB et on en d́eduit queP (A∪
B) = P (A) + P (B), comme il avait́et́e dit dans la proposition 14. Pour desévénements non ńećessairement
disjoints on utilise la formule de Poincaré

Card(A ∪B) = CardA+ CardB − Card(A ∩B).

On en d́eduit alors
P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).

Pour une ŕeunion de troiśevénements on a

Card(A ∪B ∪ C) = CardA+ CardB + CardC − Card(A ∩B)
− Card(A ∩ C)− Card(B ∩ C) + Card(A ∩B ∩ C).
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On en d́eduit que

P (A ∪B ∪ C) = P (A) + P (B) + P (C)− P (A ∩B)− P (A ∩ C)− P (B ∩ C) + P (A ∩B ∩ C).

Plus ǵeńeralement on a

Card(A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An) =
∑

1≤j≤n

Card(Aj)−
∑

1≤j<k≤n

Card(Aj ∩Ak)

+
∑

1≤j<k<l≤n

Card(Aj ∩Ak ∩Al)− · · ·+ (−1)n−1Card(A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An) (4.14)

On en d́eduit que

P (A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An) =
∑

1≤j≤n

P (Aj)−
∑

1≤j<k≤n

P (Aj ∩Ak)

+
∑

1≤j<k<l≤n

P (Aj ∩Ak ∩Al)− · · ·+ (−1)n−1P (A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An)

Nous allons appliquer cette formule pour résoudre le problème suivant :

Problème. On distribuen lettres au hasard entre leurn destinataires. Quelle est la probabilité pour qu’aucun
des destinataires ne recoive la lettre qui luiétait destińee.

Quel est l’espaceΩ desépreuves ? Chacune desépreuves est une permutation desn lettres. Par conśequent
CardΩ = n!. L’ événement consid́eŕe estB : “aucun destinataire ne reçoit sa lettre”. Son complémentaire est
A : “au moins un destinataire reçoit sa lettre”. Cetévénement est la réunionA = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An des
événements :

A1 : “le premier destinataire reçoit la lettre qui luiétait destińee”,
A2 : “le deuxìeme destinataire reçoit la lettre qui luiétait destińee”,

· · ·
An : “le n-ième destinataire reçoit la lettre qui luiétait destińee”.

Consid́erons la formule (4.14). Dans cette somme il y a
– n termes dans la première somme mettant en jeux les nombresCard(Aj). Le cardinal deAj est le nombre

de permutations desn− 1 lettres restantes, c’està dire(n− 1)!,
– (n

2 ) termes dans la deuxième somme mettant en jeux les nombresCard(Aj∩Ak). Le cardinal deAj∩Ak

est le nombre de permutations desn− 2 lettres restantes, c’està dire(n− 2)!,
– (n

3 ) termes dans la troisième somme mettant en jeux les nombresCard(Aj ∩ Ak ∩ Al). Le cardinal de
Aj ∩Ak ∩Al est le nombre de permutations desn− 3 lettres restantes, c’està dire(n− 3)!,

– et ainsi de suite...
Par conśequent

CardA = n(n− 1)!− (n
2 ) (n− 2)! + (−1)m−1 (n

m) (n−m)! · · ·+ (−1)n−1 = n!
n∑

m=1

(−1)m−1

m!
.

En divisiant parCardΩ = n! on obtient

P (A) =
n∑

m=1

(−1)m−1

m!
.

En passant au complémentaire on trouve

P (B) = 1− P (A) = 1−
n∑

m=1

(−1)m−1

m!
= 1− 1

1!
+

1
2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n 1

n!
.
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En faisant tendren vers l’infini on voit queP (A) tend verse−1.

RemarqueComme le compĺementaire d’une réunion est l’intersection des complémentaires, on a

B = B1 ∩B2 ∩ · · · ∩Bn,

où l’ événementBj est le compĺementaire de l’́evénementAj . On ne peut pas utiliser la formule (4.12) et poser

P (B) = P (B1)P (B2) · · ·P (Bn),

car lesévénementsBj ne sont pas stochatiquement indépendants. En effet,Bj est l’événement “le destinataire
j ne reçoit pas la lettre qui luíetait destińee” ; donc un autre destinaire la reçoit, alors qu’elle ne luiétait pas
destińee non plus. Ainsi, le fait d’appartenirà l’un desBj augmente la probabilité d’appartenir aussià l’un des
autres.

4.4 Variables aĺeatoires

4.4.1 Loi d’une variable aĺeatoire

Unevariable aléatoire est une fonction d́efinie sur l’espace deśepreuves,̀a valeurs ŕeelles. Une variable
aléatoireX : Ω → R prend une valeur nuḿerique d́etermińeeX(ω) pour chaquéepreuveω ∈ Ω. Ce n’est
pas la valeur nuḿeriqueX(ω) prise par la variable aléatoireX qui estchoisie au hasard, mais l’épreuveω.
Le choix deω parmi toutes leśepreuveśequiprobables deΩ détermine alors la valeurX(ω) que prendra la
variable aĺeatoireX.

Par exemple dans le “lancé de trois d̀es” on peut consid́erer comme variable aléatoire la somme des trois
chiffres obtenus. La variable aléatoire prend toutes les valeurs entières entre 3̀a 18. Ici l’espaceΩ a pour
cardinal63.

SoitX une variable aĺeatoire. Elle prend un nombre fini de valeurs dans l’ensemble

X(Ω) = {x1, · · · , xn}, n ≤ CardΩ.

Pour chaquexk ∈ X(Ω), soit
Ak = {ω ∈ Ω : X(ω) = xk}

l’ensemble deśepreuves pour lesquelles la variable aléatoireX prend la valeurxk. Notonspk = P (Ak). La loi
de la variable aĺeatoireX est la donńee des(xk, pk)1≤k≤n. On note plus simplement

pk = P (X = xk).

Problème : marche aĺeatoire (ou marche de l’ivrogne). Une marche aléatoireà une dimension est le mouve-
ment d’un point mat́eriel qui fait un pas vers l’avant ou un pas vers l’arrière sur un axe, chacune de ces deux
possibilit́esétant choisie au hasrad. Chaque mouvement d’une marche aléatoire den pas est d́etermińe par la
liste desn choix de sens de déplacement : on peut le représenter par une liste den signes+ ou−. L’espace des
épreuves pour une marche aléatoireàn pas est de cardinal2n. Soitx un nombre entier. Quelle est la probabilité
pour que la marche aléatoireà n pas , partie de 0, aboutisseà x. Soit p le nombre de signes+ (un pas vers
l’avant) etq le nombre de signes− (un pas vers l’arrìere), avecp+ q = n. La marche aĺeatoire aboutit enx si
et seulement si

p− q = x.

Par conśequent on doit avoirp = n+x
2 et q = n−x

2 . Il faut donc quen etx aient la m̂eme parit́e, sinon, il n’y a
aucune marche qui aboutit enx. Comme il y a en toutn!

p!q! possibilit́es de placer lesp signe+ et q signes− on
en d́eduit que la probabilit́e de l’́evénement

A : “la marche aĺeatoire den pas, partie de 0, aboutitàx”.
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est

P (A) =
{

2−n n!
p!q! si n etx ont la m̂eme parit́e,

0 si n etx n’ont pas la m̂eme parit́e.

Consid́erons maintenant la variable aléatoireX qui est l’abscisse atteinte par la marche aléatoire, partant de 0,
au pasn. Elle prend les valeurs−n,−n+ 1, ...,n− 1, n avec les probabilit́es suivantes

P (X = −n) = 2−n,
P (X = −n+ 1) = 0,
P (X = −n+ 2) = 2−n(n

1 ),
P (X = −n+ 3) = 0,
P (X = −n+ 4) = 2−n(n

2 ),
· · ·
P (X = n− 4) = 2−n(n

2 ),
P (X = n− 3) = 0,
P (X = n− 2) = 2−n(n

1 ),
P (X = n− 1) = 0,
P (X = n) = 2−n

4.4.2 Esṕerance et variance d’une variable aĺeatoire

Etant donńee une variable aléatoire qui prend les valeursx1, x2, ...,xn, avec les probabilités respectivesp1,
p2, ...,pn. On appellemoyenneouesṕerance math́ematiquedeX la grandeur

E(X) =
n∑

k=1

xkpk.

On appellevariancedeX la grandeur

V ar(X) = E(X −E(X))2 =
n∑

k=1

(xk −E(X))2 pk.

On appelléecart typedeX la racine carŕee de la varianceσ(X) =
√
V ar(X). La variance s’́ecrit aussi

V ar(X) =
n∑

k=1

x2
kpk − 2E(X)

n∑

k=1

xkpk + E(X)2
n∑

k=1

pk = E(X2)−E(X)2.

SoientX etY des variables aléatoires. On a

E(X + Y ) = E(X) + E(Y ).

4.4.3 Variables aĺeatoires stochastiquement ind́ependantes

On dit que deux variables aléatoiresX etY prenant respectivement les valeursx1, ...,xm ety1, ...,yn sont
stochastiquement ind́ependantessi la famille d’́evénementsAk : X = xk est stochastiquement indépendante
de la famille d’́evénementsBl : Y = yl, c’està dire si

P (X = xk etY = yl) = P (X = xk)P (Y = yl), pour tousk et l.

SoientX etY des variables aléatoires stochastiquement indépendantes, on a

E(XY ) = E(X)E(Y ), V ar(X + Y ) = V ar(X) + V ar(Y ).
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1.1.3 Unicit́e des solutions des problèmes (1.1) et (1.9) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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