Mathematiques pour les licences de chimie et de physique

Tewfik Sari

L3 Chimie et Physique

Avertissemerttces notes sont l@daction provisoire du cours de mathatiques pour les licences de chimie et de
physique. Dans les deux premiers chapitres on montre comment utiliser I'analyse de Fouriéspodre quation de
la chaleur et Equation des ondes. Certains pgohks lesa ces deuquations conduiseatla esolution déquations
différentielles liairesa coefficients non constants, dont les solutions ne s’exprimerit paisle des fonctions
élémentaires. Les solutions de @suations sont appsts degonctions spciales On enétudie un specimen, les
fonctions de Bessel, dans le chapitre trois. Le dernier chapitre est ceasawe béve introduction au calcul des
probabilies sur un ensemble fini.



Chapitre 1

Series de Fourier

1.1 Series de Fourier ensinus

1.1.1 Propagation de la chaleur dans une tige de longueur finie

On se propose désoudre le proime suivant

U = a*Ugy, t>00<x<l
w(0,t) =u(l,t) =0, t>0 (1.1)
u(z,0) = ¢(x), 0<z<lI

qui mocklise la propagation de la chaleur dans une tige de longueur! filoat les extemites sont mainte-
nuesa la temgrature 0. Iciu(x,t) désigne la temgrature de la tige au point a l'instantt. Les relations de
compatibilié entre les conditions initialeg0,¢) = u(l,t) = 0 et la condition initialeu(x,0) = ¢(x) sont
¢(0) = (1) = 0.

M éthode de &paration des variables

On oublie momentament la condition initiale:(x,0) = ¢(x) et on cherche les solutions du preivle

2
U = A Ugy, t>0,0<x<l
{ w(0,8) = u(l,t) =0, ¢>0 (1.2)
qui se mettent sous la formézx, t) = X (x)T'(t). On obtient :
T/ X//
_ 2 _ 2 _ _
U = a um<:>XT/—a X//T@ﬁ—?——AER
u(0,t) =0 < X (0) =0, u(l,t) =0« X(I) =0.
Par congquent le proliime (1.2) estquivalent aux deux probines suivants
X"+ AX =0, 0<z<l
{ X(0) = X(1) = 0. (1.3)
T 4+a?XT =0, t>0 (1.4)

ou A est un parargtre €el. Le probdme (1.3) est appelun probéme de Sturm-Liouville : Il s’agit de trouver
les valeurs de\ qui seront appéles lesvaleurs propregour lesquelles le probie (1.3) admet des solution
non triviales (c’est dire non identiguement nulles), qui seront appsllefonctions propresOn a le ésultat
suivant

Théeoreme 1 Les solutions du proBme de Sturm Liouville (1.3) sont

k2 . krnx
M=) Ml =semmoavee k=128



1.1. ERIES DE FOURIER ENSINUS 3

Les solutions du probme (1.4) correspondant aux valeurs propres \; sont

ma 2
Ti(t) = Ae=(57%) ¢ avec A, €R.
Par congquent, les solutions de la forméx, t) = T'(t) X (z) du probEme (1.2) sont
ra)? k
ug(z,t) = Akef(kT) tsin %x, avec k=1,2,3,---. (1.5)

Principe de superposition

Comme le prol#me (1.2) est lidaire on a le@sultat suivant

Proposition 1 Siu; etus sont des solutions du praihe (1.2) alors leur sommag + us st aussi une solution
de ce probdme. Plus gréralement sk, K = 1,2, - - - sont des solutions alors l&ge

“+o00
=3 wp = s
k=1

est une solution (pourvu gqu’elle converge comme il faut).
Comme on connait les solutions (1.5) du paghk (1.2), on en&Huit que les&ries

2 kmx

Z Ape=(5F) tgin 5 (1.6)

sont des solutions du prashe (1.2). Une telle fonctiorévifie aussi la condition initiale(z,0) = ¢(x) si et
seulement sion a

o(x) Z A sin —— k:7r:c

Développements enéries de Fourier ensinus

Soity : [0,1] — R une fonction continue et de clasée Alors, pour toutr €]0,1[, on a

+oo
- knx
o(z) = ZAk sin ——, (1.7)
k=1
avec .
2
A = l/ (z) sin ]er—:tdx, k=1,2,---. (1.8)
0

Si la fonctiony est seulement de clas§é par morceaux, alors en un point de disconti@uion a

+oo
ZAk sin k7lmc _ w(x +0) —;— o(x 0)’

ou p(x +0) etp(xz — 0) désignent les limitea droite et gauche de la fonctiop au pointz. Les formules qui
donnent les constantel, s'obtiennent imrédiatement en utilisant leslations d’orthogonalié suivantes

2 /l krx . nrmx 0 sik#n
- sin —— sin ——dz = .
L Jo l l 1 sik=n.

Il suffit de multiplier les deux membres dé&gali€ (1.7) pawsin “7* puis d'integrer entre 0 €t En effet on a

[ too

l
/Ogo(x)blnda:—/o ZAksmsmmdx—ZAk/ sm—smnlﬁd éAn.

k=1
En conclusion on a lesultat suivanty ne pas apprendre par coeur!)

Proposition 2 La solution du prok#me (1.1) est dorée par (1.6) @ les constantegl, sont cfinies par les
formules (1.8)



4 CHAPITRE 1. $RIES DE FOURIER

1.1.2 Propagation des ondes dans une corde de longueur finie

On se propose dé&soudre le proime suivant

U = A Ugy, t>0,0<z<l
u(0,t) = u(l,t) =0, t>0 (1.9)
u(a:,O) = 90(‘7:)7 ut(xao) = ¢($) 0<z<l

gui mocklise la propagation d’'une onde dans corde de longueur lffidant les extemites sont maintenues
immobiles. Iciu(x, t) désigne |ecart par rappo la position au repos de la corde au pairét I'instantt.
M éthode de &paration des variables

On oublie momenta&@ment les conditions initiales(x,0) = ¢(z) etus(x,0) = 1 (z) et on cherche les
solutions du proldme

2
Ut = A Uy, t>0,0<x<l
{ w(0,8) = u(l,t) =0, t>0 (1.10)
qui se mettent sous la formézx, t) = X (z)T'(t). On obtient :
T/l X//
2 "o 2N -
U = A Upy <—= X T —aXT<:>a2T X A eR.
u(0,t) =0 < X(0) =0, u(l,t) =0 <= X(I) =0.
Par congquent le prokiime (1.10) estquivalent aux deux probmes suivants
X"+ XX =0, 0<x<l
{ X(0) = X(I) = 0. (1.11)
T"+a? T =0, t>0 (1.12)

ou \ est un parargtre eel. On sait (TBoeme 1) que les solutions du prébie de Sturm Liouville (1.11) sont

k) 2 kmx
A\ = (l) , Xk(ac):sinT, avec  k=1,2,3,---

Les solutions du probme (1.12) correspondant aux valeurs propyesont

hrat + By sin kﬂé

Par congéquent, les solutions de la forméz, t) = T'(¢) X (x) du probEme (1.10) sont

Ti(t) = Ay cos avec A, B € R.

kmat kmat k
ug(z, t) = <Ak cos ¢ in % ) e

+ By sin SinT, k=1,2,3,---. (1.13)

Principe de superposition
Comme le prol#ime (1.10) est lipaire et que I'on dispose de ses solutions (1.13) d66S

+oo
kmat kmat k
u(z,t) = Z <Ak oS 7;a + By sin Za > sim%ng (1.14)
k=1

sont des solutions du prabhe (1.10). Une telle fonctiorévifie aussi les conditions initialegz, 0) = ¢(z)
etu.(z,0) = ¢(x) si et seulement sion a

k <k k
o(x) = u(zx,0) ZAk smﬂ et P(z) = w(x,0) = Z ?Bk sin ?
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Enécrivant les dveloppements ereges de Fourier des fonctiamet ) on obtient

2 [ k
Ak:/¢(nmmmm: l/w smlgm (1.15)
L Jo l " kra

En conclusion on a lesultat suivantd ne pas apprendre par coeur!)

Proposition 3 La solution du prok#me (1.9) est dorée par (1.14) & les constantesl;, et By, sont cfinies
par les formules (1.15).

1.1.3 Unicité des solutions des prol@mes (1.1) et (1.9)
Unicité des solutions du probeme (1.1)

Dans cette section nous allons montrer que le @mlel (1.1) n'a qu’une solution, de sorte que la solution
obtenue dans la proposition 2 est bien I'unique solution de ce gmahl Soientu; et uy des solutions du
probleme (1.1). Alora: = u; — uso est solution du progime

U = aPUgy, t>00<x<l
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0
u(z,0) =0, 0<z<l

Montrons que I'unique solution de ce préhie est la solution nulle(z, t) = 0. Multiplions I'équationu; =
a’u,, paru on obtient
UU = a2uum.

Une ing&gration par parties par rapp@rt entre O ef nous donne

l 1 l
/ wudr = a2/ Wippdr = a® [uuﬂiié — a2/ uidx.
0 0 0

Des conditions aux limiteg(0,¢) = u(l,t) = 0 on déduit quefuu,|*=, = 0. Posons

l
mw:;éf@@m

Commeu(z,0) = 0 on aG(0) = 0. De plus, pour tout > 0, G(t) > 0 et

l !
G'(t) = / wupdr = —a2/ uldz < 0.
0 0
Par congquentG(t) = 0 pour toutt > 0 et doncu(z, t) = 0 pour toutt > 0 et toutx € [0,1].

Unicité des solutions du probdme (1.1)

Nous allons montrer que le prahe (1.9) n'a qu’une solution, de sorte que la solution obtenue dans la
proposition 3 est bien I'unique solution de ce pgahk. Soient;; etus des solutions du probie (1.9). Alors
u = u1 — ug st solution du prokéime

Uy = a%Ugy, t>0,0<z<l
u(0,t) = u(l,t) =0, t>0
u(z,0) =0, u(z,0) =0, 0<z<]

Montrons que 'unique solution de ce prebie est la solution nulle(x, t) = 0. Consicerons la fonction

!
E(t) = 2/0 [ut + a2u2} dzx.
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Une inggration par parties par rapp@rt nous donne

l l l
E'(t) = / [ututt + a2uxum] da = / wpupdr + a® [umut]iié — a2/ Uty dT
0 0 0

!
= / utfure — a*useldz + a®ugwi=h = a’[ugur]i=) = 0.
0

La dernereégali€ provient des conditions aux limiteg0, t) = u(l,t) = 0 quiimpliquentu; (0, t) = u.(l,t) =
0. Ainsi E(t) reste constant pour tout> 0. Or

I
E(0) = ;/0 [uf (2,0) + a*uZ(x,0)] dv = 0,

carug(z,0) = 0 pourz € [0,{] etu(x,0) = 0 pourz € [0,!] implique u,(x,0) = 0 pourz € [0,l]. Par
congquentE(t) = 0 pour toutt > 0. On en @duit que pour tout > 0 et toutz € [0,1] on au(z,t) = 0,
ug(z,t) = 0, c'esta dire queu(z, t) reste constante. Commgz, 0) = 0 on a bienu(z, t) = 0 pour toutt > 0
et toutz € [0,1].

1.2 Series de Fourier

1.2.1 Series de Fourier encosinus

On se propose dé@&soudre le proime suivant

U = a%Ugy, t>0,0<z<l
uz(0,t) = ugy(l,t) =0, t>0 (1.16)
u(z,0) = ¢(z), 0<z<I

qui mocklise la propagation de la chaleur dans une tige de longueut filoiet les extemites sont is@es.

M éthode de &paration des variables

On oublie momentament la condition initiale:(x, 0) = ¢(x) et on cherche les solutions du preirle

2
U = A Ugy, t>0,0<x<l
{ e (0,8) = up(l,) = 0, £>0 (1.17)
qui se mettent sous la forméx, t) = X (z)T'(t). On obtient :
T/ Xl/
_ 2 /2N _ _
ut—aum<:>XT =a’X T@ﬁiyi_)\ER
u.(0,) = 0 < X'(0) = 0, ug(1,t) = 0+ X'(I) = 0,
Par congquent le proliime (1.17) estquivalent aux deux probes suivants
X"+ AX =0, 0<x<l
{ X'(0) = X'(1) = 0. (1.18)
T 4+a?XT =0, t>0 (1.19)

ou \ est un pararetre €el. On ne peut pas appliquer Esultat du teoeme 1 car les conditions aux limites du
probeme de Sturm Liouville (1.18) sont diffentes des conditions aux limites du peabk de Sturm Liouville
(1.3). On a le gsultat suivant

Théoreme 2 Les solutions du proBme de Sturm Liouville (1.18) sont

ke 2 krx
)\k: T ’ Xk-(fL') :COST’ avec k:031727"'
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Les solutions du proBme (1.19) correspondant aux valeurs propres \; sont

mTa 2
Ti(t) = Ape (57)t avec A, €R.
Par congquent, les solutions de la forméx, t) = T'(t) X (z) du probkme (1.17) sont
ma 2 k
ug(z,t) :Ake_(kT) tcos%, avec k=0,1,2,--- (2.20)

Principe de superposition
Comme le prol#me (1.17) est ligaire et que I'on connait ses solutions (1.20), ks

kra )2 kﬂ’ﬁ

t) = Z:Ake_(T) tcosT (2.22)

sont des solutions du prashe (1.17). Une telle fonctiorgvifie aussi la condition initiale(x, 0) = ¢(x) si et
seulement sion a

k
o(x) = u(z,0) ZAkcos =

Développements enéries de Fourier encosinus

Soity : [0,1] — R une fonction continue et de clasge Alors, pour toutr €]0,1[, on a

Z Aj cos — lmm (1.22)

avec

l 9 i k
AO = / go(x)dzm Ak) = l/ QD(CC) CoS ?dw k= 1727 e (123)
0 0

Si la fonctiony est seulement de clas§é par morceaux, alors en un point de disconti@uibn a

+oo
ZAkcos k7lm _ (p(:n—i—O)—;—(p(x—O).

Les formules qui donnent les constantgss’obtiennent imraédiatement en utilisant leslations d’orthogo-

nalité suivantes
2 ! kmx nnT 0 sik#n
0 )y T T T sik=n#0.

Il suffit de multiplier les deux membres dé&gali€ (1.22) parcos “7* puis d'integrer entre 0 gt En effet pour
n>1lona

l 1 oo
k
/ o(z) cos 2 e = / Z Ay, cos ﬂ cos 2 dg
0 ! 0= !

l
= ZAk/ cos—cosnlﬂdaj—izﬁln.

Etpourn =0o0na

! 1 +oo
/ da?—/ ZAkcosda:—ZAk/cosdx—le
0

En conclusion on a lesultat suivanty ne pas apprendre par coeur!)

Proposition 4 La solution du prol@#me (1.16) est doie par (1.21) @ les constanted;, sont cefinies par les
formules (1.23).
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1.2.2 Sries de Fourier
Coefficients de Fourier

Soite¢, une suite de nombres complexes. On noteE\rcnei”t la serie

neL
S e =co+ Y (ca™ +cone ™).
nez n>1
Comme on a . .
e = cos(nt) + isin(nt), e " = cos(nt) — isin(nt),

on peutécrire aussi
i G/O .
Z cne™ = 5t Z (ap, cos(nt) + by, sin(nt))
nez n>1
avec
Qp = Cp + C_n, by =i(cp —c—p) pour toutn > 0.

Ces derrgéreséquations sorgquivalentes

—ib ib
Cp = M7 Cp = m pour toutn 2 0.
2 2
Proposition 5 Supposons que l&ge ) ., c,e™ soit unifornément convergente. Sditt) = E cpe
n=—oo
sa somme. Alors on a
1
Cn = f( e~ dt.
o

En notation trigonoratrique on a : sif(¢) est la somme d’'uneesie uniforrement convergente

F(t) = % + 3 (an cos(nt) + by sin(nt)) ,

n>1

alors on a
1 2 1 27
an = — f(t) cos(nt)dt, b = — f(t) sin(nt)dt.

™ Jo ™ Jo

Pour la &monstration on pose

1mt § : Cne 1n m

n=—oo

Comme la &rie converge unifor@ment on peut igrer terme terme. On obtient

21 i +“) 27
f(t)e™dt = cn/ (n=m)t gt = 21e,,.

n=—oo

0

Définition 1 Soitf : R — C une fonctior2w-péridoique et continue par morceaux. On appelle coefficients de
Fourier de f les nombres complexes

21
en(f) = % [ jwea, nez,
ou bien les nombres complexes
1 2 1 2
an(f) = — f(t) cos(nt)dt, bo(f) = — f(t) sin(nt)dt, n € N.

™ Jo ™ Jo
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La strie de Fourier de la fonctiorf est la €rie

ch(f) e —|—Z an(f)cos(nt) + b, (f)sin(nt)) .

ne”Z n>1

ExercicesDémontrer les propgis suivantes
1.Sif : R — Ralorsa,(f) etb,(f) sont gels etc_,,(f) = c,(f).
2. Lesa,, b, etc, sont lincaires ery :

an(Mf 4 1g) = Aan(f) + pan(g),  bu(Mf + pg) = Aba(f) + pbn(yg),

cn(Af + 1g) = Aen(f) + pen(g)-
3. On peut remplacer l'intervalle d’iagration|0, 27| par n'importe quel intervalle de longuegf, par
exemple par l'intervallé—, 7r]
4. Si f est paire alora, (f) = 2 [, f(t) cos nt)dt etb (f) 0.
5. Si f est impaire aloran(f) =0 etb =2 [T f(t) sin(nt)dt.

Convergence de la&rie de Fourier

La serie de FourierZ: cn(f)e™ d’'une fonctionf est-elle convergente ? Si oui, sa somme estégjiea

nez
la fonction f. La reponse est doi@e par le ttoeme suivant

Théoréme 3 [Theoreme de Dirichlet]. Si f est de class€' par morceaux alors la&rie de Fourier def est
simplement convergente et on a

Jf (f) int f(t) si f est continue en
C e = _ . .
=" JUHOLIE0) - sjf nest pas est continue én

Si de plusf est continue alors laé&ie de Fourierz cn(f)e™ est normalement, donc unifoement conver-
neL
gente et sa somme égalea f(t).
On a aussi leésultat suivant qui est vrai@me si la fonctiory est seulement continue par morceaux.
Théoreme 4 [Formule de Parseval]Si f est continue par morceaux on a

-— |a0 1 (7
Y el = + Z( NI+ ba(f)] ) :%/ £ ()7 dt.

n=—oo -

FonctionsT-périodiques

Définition 2 Soitf : R — C une fonctioril'-péridoique et continue par morceaux. On appelle coefficients de
Fourier de f les nombres complexes

1 T _:27nt
—/ f(t)e T dt, n €7,
T Jo
ou bien les nombres complexes
2 (T 2mnt 2mnt
- / £(t) co 7T—ndt / £(t) L"dt, neN.
T Jo
La strie de Fourier de la fonctiorf est la €rie
27rnt 27T7”Lt 27T7”Lt
ch(f) = + Z (an cos —— + by (f) sin T > . (1.24)

neL n>1
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On demontre facilement que $iest impaire alors

4 [T/2 . 2mnt
an(f) =0 et  b,(f) = T J, f(t)sin T dt. (1.25)
Si f est paire alors
T/2
an(f) = % | @)cos 27;”tdt, et bu(f) =0. (1.26)

Proposition 6 Le theoreme de Dirichlet est vrai. La formule de Parseval devient

+oo a 2 +oo T
5l = DL IS (lonDE + u0R) = 7 [ 150 P

n=-—0oo n=1

Retour sur les €ries de Fourier ensinusou encosinus

Soit! > 0 et soity : [0,1] — R une fonction de class®'. On peut létendre en une fonction, réet encore
¢ : R — R, qui est2i-périodique et impaire. En utilisant les formules (1.24) et (1.25), ainsi que la proposition
6 (theoreme de Dirichlet), pour tout€]0, [, on a

+0oo l
. nwt 2 . nmt
o(t) = Z b () sin 5 avec  by(p) = l/o o(t) sin Tdt,
n=1

On retouve ainsi les formules (1.7) et (1.8).
On peut letendre aussi en une fonction, @etencorer : R — R, qui est2/-périodique et paire. D'ags
les formules (1.24) et (1.26), et en utilisant la proposition 6, pourttel, /[, on a

+o0 !
t 2 +
gﬁ(t) = CLO(QD) + E an(gp) CcoS ni7 avec an(gp> = / Sp(t) coSs nidt
2 n=1 ! l 0 [

On retouve ainsi les formules (1.22) et (1.23).



Chapitre 2

Transformeée de Fourier

2.1 Definitions et propriétés

2.1.1 Motivations physiques

On se propose dé@&soudre le progime suivant

ut:a2um, t>0, x>0
u(0,t) =0, t>0 (2.1)
u(z,0) = (), >0

qui mocklise la propagation de la chaleur dans une tige de longueur infinie dont 'une dasi®drest main-
tenuea la tem@rature 0. Iciu(z, t) désigne la temrature de la tige au pointa I'instantt.
M éthode de &paration des variables

On oublie momentament la condition initiale:(x, 0) = ¢(x) et on cherche les solutions du preivle

(2.2)

up = a®ugg, t>0, x>0, lu(z,t)] < +o0
w(0,t) =0, t>0

qui se mettent sous la forméz, t) = X (x)T'(t). On obtient :

T/ Xl/
Ut :CLQU.IJ; <:;>XT/ :GQX//T<:;> ﬁ = 7 =-XeR.

u(0,t) =0 = X(0) =0, lu(z,t)] < +oo = | X ()| < +o0.
Probléme de Sturm-Liouville

La fonctionX (z) est solution du proime suivant

{X”+)\X:O, x>0

X(0) = 0 X (2)] < +o0 (2:3)

ou \ est un pararitre eel.

Théoreme 5 Les solutions du proBme de Sturm Liouville (2.3) sont
A=¢€  Xe(x) = A(¢)sin(éx), avec  ¢£>0etA(l) eR.
Les solutions de &quation” + a?>\T = 0 correspondant aux valeurs proppes- £2 sont
Te(t) = C(€)e ¥, avec  C(¢) eR.
Par conéquent, les solutions de la forméz, t) = T'(¢) X (x) du probEme (2.2) sont

ue(z,t) = B(&)e ¥ Etsin(¢x),  avec  £>0etB(¢) eR (2.4)

11
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Principe de superposition

Comme le prol#me (2.2) est liaaire et que I'on dispose des solutions (2.4) du pnold (2.2), on en&buit
gue les intkgrales

_ oo —a%&2t _:
u(x,t) —/0 B(¢)e sin(&z)d¢ (2.5)

sont des solutions du prashe (2.2). Une telle fonctionévifie aussi la condition initiale(z, 0) = ¢(x) si et
seulement sion a

o) = u(w0) = [ ™ B(e) sin(ea)de.

Une telleécriture existe pour toute fonctignm (voir section suivante). La fonctioB (&) est la transforr@ée de
Fourier dep (a un facteur multiplicatif prs) et est dorge par

+oo
Be) =2 /O () sin(Ex)da. 2.6)

T
En conclusion on a leéssultat suivanty ne pas apprendre par coeur!)

Proposition 7 La solution du prol#me (2.1) est dor@e par (2.5) @ la fonctionB(&) est cefinie par la formule
(2.6)

2.1.2 Definitions

Soit f : R — R une fonction absolument iagrable, c’esh dire

+oo
/ | f(2)]dz < +o0.

On c&finit la fonction

+oo .
Fe) = jﬂ | e,

Cette inégrale est unifori@ment convergente cf(x)e~¢*| = | f(z)|. Elle définit donc une fonction&rivable
F (&) appeée la transforr@e de Fourier d¢(z) et que I'on note

F(¢) = F[f(x)] ou bienF = F[f].
On montre (admis san€thonstration) que l'on a
f=F1F] avec f(z)= L / o F(¢)el*®dg

Exemple Soita > 0 alors

2 1 &2
r)=¢e % —= F(§) = e da, 2.7
f(@) ©=7= (27)
En effet, une @rivation sous le signe iagral, suivie par une iggration par parties, nous donne
1 Foo 2 £
F'(¢) = / e~ TS (Lig)dy = —=F ().
©=—/_ (~ia)de = — = F(€)
Donc )
F(¢) = F(0)e i
avec
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2.1.3 Proprietés
Fonctions paires et fonctions impaires

Si f est une fonction paire alors

— \/2/0%o f(x)cos(Ex)dx et \[/%O ) cos(§x)d¢.

Si f est une fonction impaire alors

i\/z /0 = f(x)sin(éx)dz et f(x):i\/z /0 +OOF(§)sin(§x)d§.

On retrouve la formule (2.6) de la m&né suivante. Soip : [0, +oco[— R une fonction absolument iagrable.

On la compéte en une fonction impaire, rég encore : R — R. Notons patB(&) = 1[? |. Alors
2 [T : oo .
BEO =2 [ e et pla) = [ BEsin(ends
Lin éarité

Soientf etg des fonctions absolument égrables. On a
Flof + Bg] = oF[f] + BFg]

Dérivation de f
Soit f une fonction absolument iagrable telle qug (+oo) = 0 alors
Flf]=iEF[f]. (2.8)
En effet, soitF'(§) = F[f(z)]. Une inkgration par parties nous donne

+<>o
AN = o= [ r@e

1 =+<>0 i& +o0

= \/TTT [f/(@”)e_i@} —— oo \/7

f(:v)e_iﬁ’”dl‘ = i¢F(6).

Produit de convolution

Soientf et g des fonctions absolument égrables. On &finit leur produit de convolutiorf * g par

+00
fglx) = / f(w)g(x — u)du.

—00

Ona
FIf * g] = V2rF[f]Flg). (2.9)

En effeton a

+oo +oo .
FUIFIE = / e tdu— / e dy

1 “+00 —+o00 .
= — f(u)g(v)e_lg(“ﬂ)dudv

2m J_ oo
1 +oo|: +o0

—i€x _ 1
= flu)gle - u)du] ey = = F[f +4](6).

™
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Transaltions
SiF(&) = F[f(x)] alors ‘
Flf(x—a)] = e F(¢) (2.10)
ExerciceSi F(§) = F|[f(x)] . Montrer que pour tout > 0, on a

At =17 ().

a

2.2 Applications

2.2.1 Equation de la chaleur

On se propose désoudre le proime suivant

{ut:a2um, t>0, —co<ax <40

u(z,0) = p(x), —oco<x < +00 (211)

qui mocklise la propagation de la chaleur dans une tige de longueur infinie(alci) désigne la temgrature
de la tige au point a l'instantt. On pose

U t) = Flu(z,t)], (&) = Fle(z)].
Commeona
Flule,0) = €0 et Fluw(e,0)] = ~€UE D),
le probEme (2.11¢quivauta
{ Wy 22U =0, t>0

U(&,0) = @(8),
dont la solution est dorae par

U(&,1) = (e .
D’apres la formule (2.7) on a

22

e 4a2t

2¢2
Flg(z,t)] = e @, avec ) =
l9(z,t)] =€ g9(z,1) T

Ainsi U (¢, t) est le produit des deux transfoees de Fourie® (&) = Flp(x)] et Flg(z,t)]. Par condquent,
d'apres (2.9)u(z,t) = F1[U(¢,t)] estégale au produit de convolution

(@06) = prglat) =5 " pee e (2.12)
u(x,t) = —px*xg(x,t) = e 4a’t .
\/27rg0 g 2aV/ 7t J oo 4
Exercice Montrer que pour toutaelé, la fonction
1 _(@=9?
u(x,t,&) = e 4a?t
( 3 2a\/ 7t

est une solution de&quation de la chaleur; = a®u,.,.. La solution (2.12), que 'on peécrire

+o00
u(, 1) = / p(€ulz, t,€)de

—00
est obtenue par superposition de ces solutiofs ¢, £). Pour montrer gu’elle &rifie la condition initiale
u(z,0) = ¢(x) is suffit de faire le changement de variable

-8

z= .
2an\/t

On obtient alors

+00 +oo
u(x,t) = \/17? /_OO o(r — 2azx/i)e_22dz = u(z,0) = @(m)\/l% /_OO e dz = o(x).
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Proposition 8 La solution du protﬂme (2.11) est doie, pour totc € R et toutt > 0 par

_ (@=8)?

1 [tee
2a\r w2 d€ = NG /_OO oz — 2azVt)e * dz

2.2.2 Equation des ondes

u(x,t) =

On se propose dé@&soudre le progime suivant

{ Ut = a*Ugy, t>0, —co<x <40

u(z,0) = p(z), w(r,0) = Y(z), —00 <z < +00 (2.13)

qui mocklise la propagation des ondes dans une corde de longueur infiniéz)J¢j designe Iecart par rapport
a la position au repos de la corde au pairit I'instantt. On pose

U§t) = Flu(z,b)], (&) =Fle(@)], V() =Flp()].
Commeona

Flug(z,t)] =
le probEme (2.13fquivauta

ey e Flul.o] = -€UED,

{dg a*¢?U =0 t>0
U(&,0) = ()TU( 0) = ¥(¢)

dont la solution est dorae par

v()

pr: sin(a&t).

U, t) = D(&)cos(at) +

6ia{t 4 efiaft \I/(g) eiaft _ efiaét
2 i 2a

= 2(¢)
D’apres la formule (2.10) on a
®(§)e™ = Flp(w +at)],  (€)e”™ = Flp(z — at)].
D’apres les formules (2.8) et (2.10) on a
V(&) iaet vhat V() _iaer voat
Te t=F [/0 w(s)ds} , Te t=F {/0 ¢(5)ds] .

Par congquent on a

—u ]:- x+at s)ds f r—at s)ds
Ui = Pl o+ Flota —at) I w<>]; 5 wspas]

Par lirgalite de la transfori@e de Fourier, on erédluit que

oz +at)+ oz —at) 1 /“‘at
+ -
2 2a J,

u(z,t) =

W(s)ds. (2.14)

—at

Exercice Montrer que lequation des ondes; = a’u,, estéquivalentex I'équation
d%u
8§

En deduire alors que la solutioregérale de lequation des ondesé&rit

=0, avec £ =x—at, n =2+ at.

u(z,t) = v(zr + at) + w(x — at),

avecv etw des fonctions arbitraires. Retrouver alors la solution (2.14) en derasitlles conditions initiales
u(x,0) = ¢(x) etuy(x,0) = P(x).
Proposition 9 La solution du prol®#me (2.13) est do@e par (2.14).



Chapitre 3

Fonctions de Bessel

Les fonctions de Bessel sont des solutions éguation diferentielle, dite de Bessel :

:EQy" +axy + (ac — Vz)y 0, 3.1

ou v~ > 0 est un param@tre €el. Notons tout de suite le

Lemme 1 Une fonctiony(x) est solution de Bquation de Bessel (3.1) si et seulement si la fonctian =
y(Az) est solution de Bquation

222" 4 + (N2 - vh)z = 0. (3.2)
En effeton &’(z) = M\y/(A\x), 2" (z) = \2y”(A\z) et donc

22 (x) + x2 () + (222 — vH)z(2) = )2y (M) + M)y’ z) + (Az)? — v2)y(\z) =

3.1 Lafonction de Bessel

3.1.1 Motivations

Nous allons montrer pourquoiéluation (3.2) grsente un ir@rét pour les applications. &juation des
ondes crit

uy = a’Au

ou Au est le Laplacien de la fonctiom En dimensior2 on a, en coordoréres cagésiennes et en coordoees
polaires :

1 1
AU = Uy + Uyy = Upp + ;ur + T—2u¢¢.

On se propose dé&soudre le proBime suivant

Ut ( ), t>0,7r<mg
u(ro t): |(0t)\<+oo t>0 (3.3)

u(r,0) = () t(r,0) =0, r<ro

qui mocklise les vibrations ayant une sgtrie circulaire (c’est dire ne @pendant pas de I'anglg) d’'une
membrane circulaire de rayep, fixée sur son bord. lei(r, t) designe [ecart par rappo# la position au repos
de la membrane en un poiatdistance- de I'origine eta l'instant¢. La conditionu(r,0) = 0 signifie que
la membrane estapla&e initialement erf(r) puis qu’elle est reladkre, sans lui imprimer de vitesse initiale.
Noter que la conditionu(0, t)| < +oco est pécige car lequation aux @rivees partielles n’est pagfinie pour

r = 0 et ses solutions peuvent exploser en l'infini lorsgquend vers 0.

16
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M éthode de &paration des variables

On oublie momenteament les conditions initialesr,0) = f(r), u:(r,0) = 0 et on cherche les solutions
du probeme

Upp = a? (’UJM« + %Ur) R t>0,7r<mg (3 4)
u(ro,t) =0, |u(0,t)] <400 t>0 '
qui se mettent sous la formér, t) = R(r)T'(t). On obtient :
1 1 T R'+1lR
u = a® (upr + ~up | <= RT" =a®> (R'T + “R'T | — = I —=-XeR.
r T a?T R
u(ro,t) =0 = R(rg) =0, |u(0,t)| < +00 = |R(0)| < +00.
Probleme de Sturm-Liouville
Par congéquent la fonctior(r) est solution du proBime suivant
R'+ 1R +AR=0, 0<r<rg (3.5)
R(ro) =0, |R(0)| < +00 '

ou A est un pararmtre €el. On retrouve le cas particulier dédiuation (3.2) obtenu en posant= 0. Nous
allons commencer parétude de Equation

2"+ + 2y =0, (3.6)

obtenue en en posant= 0 dans lequation (3.1).

3.1.2 Solutions @veloppables enéaries entieres de Iequation (3.6)

On cherche les solutions dé&fuation (3.6) qui se mettent sous la forme
+o00
Y= Z apz®. (3.7)
k=0
Les coefficients:;, sont cetermirés par identification, enadivant (3.7) et en remplacant dans (3.6). On a
“+o0o +oo
y = Z kapzFL, Y’ = Z k(k — 1)apz*2
k=1 k=2

En portant ces expressions dans (3.6) on obtient

+00 +00
Z [k(k—1)+ Kk apz" ! + a1 + Zakka =0.
k=2 k=0
Ce qui donne alors
“+o0o
ai + Z [k‘Qak + ak_Q] F 1 =o.
k=2

Cette €rie n’est identiquement nulle que si tous les coefficients s’annulent. On a alors
a] = 0

kQak +ap_o =0, k> 2.
La deuxemeéquation nous donne

ap—2

%z pour toutk > 2.

ap = —
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FIG. 3.1 — Les fonctions de Bessé|(x) (& gauche) et de Neumarvy(z) (& droite)

n| 1 2 3 4 5 6
/in | 24048 55201 86537 11.7915 14.9309 18.0711

TAB. 3.1 — Les premiersé&ros de la fonction de Bessél(x)

Par congquent

a = 07 as = 07 as = 07 a2m+1 = 0.
_ao a2 Qg a4 ao . 1)™ ao
2= M= TpTap %S g ogpe = OV g
On obtient ainsi la solutiop(x) = Jy(x) et appede la fonction de Bessdl, définie par
+oo
Jo(z) = (5)" 3.8
m=0

Le rayon de convergence de cetégis est infinie (montrer le). La solutiofyy de I'equation de Bessel (3.6)
est cefinie sur toufR. La fonction de Bessel,, est repesenge sur la figure 3.1&(gauche). On&montre que
I’ équation de Bessel (3.6) péste une deurime solution, appée la fonction de NeumanN, et qui tend vers
l'infini quand x tend vers 0 (voir figure 3.4 droite). Comme &quation (3.6) est lizaire, la solution grérale

s’ecrit
y(x) = AJo(z) + BNo(x), A,BeR.

Retour sur le probleme de Sturm-Liouville (3.5)

D’apres le Lemme 1, la solutioR(r) du probEme (3.5) fcrit
R(r) = Al(VAr) + BNo(VAr),  A,BER.

Comme la solution eséelle et pas complexe, on doit prendre> 0. La condition| R(0)| < +oo implique
B = 0. La conditionR(ry) = 0 nous donne

Jo(VArg) = 0.
Ainsi v/\r( est une racine de la fonction de BesgglLa fonction de Bessel, pos®de une infin& de £ros
0< g < g <-or < flyy < +--
La table 3.1 donne la liste des premieesas positifs de/y. Par congquent on a

Théoreme 6 Les solutions du proBme de Sturm Liouville (3.5) sont

2
k= (Mk> ’ Rk(r) — :]O (Hk’r> ’ avec k= 172735 U
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EquationenT
Maintenant on consére I'equation
T" 4 \pa®T = 0.
Elle admet pour solutions
aput apt

+ By sin , avec A, B, € R.
0 To

Ty (t) = Ay cos

Par congquent, les solutions de la formér, t) = R(r)T'(t) du probbme (3.4) sont

t
wg(r, ) = <Ak. cos 5 1 B, sin ““’ft) Jo <“k’r> . k=1,2,3,-. (3.9)

7o To To

Principe de superposition

Comme le prol#me (3.4) est ligaire et que I'on dispose de ses solutions (3.9),8ess

+o0o
t t
u(r,t) = Z (Ak cos aﬁf + By sin a':f(f ) Jo ('Igjr) (3.10)
k=1

sont des solutions du prahe (3.4). Une telle fonctionévifie aussi les conditions initialegr, 0) = f(r) et
ut(r,0) = 0 si et seulement sion a
+00 "
_ 2k
1) =3 Ao (m ) |
k=1
+oo

0=> “"p.J <“’%~> — Br=0 k=12,
i1 'O To
Donc on doit @&velopper la condition initialg () en $rie suivant les fonctions de Bessel, comme on l'avait
fait pour les &ries de Fourier. On a besoin pour cela de relations d’orthogenalit

Lemme 2 (Relations d'orthogonali€) Pour toutn # k£ on a

1
/0 £Jo (i) Jolug)daz = 0 (3.11)

En effet, comme la fonctiod est une solution deé&quation de Bessel (3.6) on sait, voir Lemme 1, que la
fonctiony(z) = Jo(pz) est solution de Bquation

zy +y + pPry =0
Notonsy; (z) = Jo(unz) etys(x) = Jo(urx). Ona
oyl + oy + 2y =0, a4y + pdeys = 0.
En multipliant la prem&reéquation pai; et la deuxémeéquation pagy;, et en soustrayant on obtient :
2(yly2 — b)) + vhye — b + (U — p)zyrys = 0.
Par consequent on a
el — )] = (4}~ 12)ayioe.
Intégrons entre 0 et 1. On trouve

1
oW — 1)) =) = (2 — 1i2) /0 2y () (@)
D'ou .
0= pinJg(pn) Jo(pn) = g o () Jo(pin) = (i — 1) /0 xJo(pna) Jo(purw)d

carJo(pn) = Jo(uk) = 0.
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3.1.3 [eveloppements enéries de fontions de Bessel

Des relations d’orthogonadit(3.11) on éduit que

7o
/ rJo ('unr> Jo <Mkr) dr = 0. (3.12)
0 To To

Soit f : [0,79] — R une fonction continue et de clasék Alors, pour tout €]0, [, on a

+oo
=" Ao (’“"%) , (3.13)
70
k=1
avec
fOTO rf(r)Jo (ﬁf—(’fr) dr
= , k=1,2,---. (3.14)

Jolrds (ﬁf—gr) dr

Si la fonctionf est seulement de clas§é par morceaux, alors en un point de disconti@uibn a

+oo
pe \ _ f(r+0)+ f(r—0)
kZlAk%(TOT)— 5 ;

ou f(r+0) et f(r—0) désignent les limitea droite eta gauche de la fonctiofiau pointf. Les formules (3.14)
qui donnent les constantel; s’obtiennent imradiatement en utilisant les relations d’orthogo@a(®.12). Il

suffit de multiplier les deux membres dédialie (3.13) pan-Jy (“” ) puis d’integrer entre 0 ety. En effet

ona
/OTO rf(r)Jo (/;g >dr - /OioAero <0r> J0<r0 )dr
B ;Ak/oorjo< - >J°<T,O )dr—A /0 rJ2 <mr>dr

En conclusion on a lesultat suivantd ne pas apprendre par coeur!)

Proposition 10 La solution du prok#me (3.3) est dorée par

+o0o
t
rt) = ZAk CoS aﬁk Jo (TT)
1 0 0

ou les constanted, et B, sont cfinies par les formules (3.14).

3.2 Fonctions de Bessel,

3.2.1 Methode de Frobenius de &solution de I'équation (3.1)

On cherche les solutions dé&fuation (3.1) qui se mettent sous la forme

+o0
x) =a° Z apz®, ag # 0. (3.15)

L'exposanto, ainsi que les coefficients, sont cetermirés, par identification erédivant (3.15) et en remplacant
dans (3.1). Ona

—+00 “+00 “+oo

y:Zakkara, y/:Z(k_Fo.)akkarafl’ y”:Z(kvLU)(k—l-U—l)akxk*"*?
k=0 k=0 =0
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En portant ces expressions dans (3.1) on obtient

+00 +oo
Z [(k+o)(k+o—1)+ (k+0o)—1? apahto + Z apattot? = .
k=0 k=0

Ce qui donne alors

+o00 +oo
Z [(k+ 0)? - VQ] apztto + Z ap_ox"7 = 0.
k=0 k=2

Cette €rie n’est identiquement nulle que si tous les coefficients s’annulent. On a alors
(02 —1vHag =0
[(c+1)*=v?a1 =0
[(k: +0)% - 1/2} ap + ag—o =0, k> 2.

Commeay # 0, la premere équation, appék équation indiciaire nous donner = +v. De la deuxeme
équation on dduit alors quer; = 0. Considcrons le cag = v > 0. La troisemeéquation nous donne

Ak—2 _ k-2
(v+k)2—12 2k(k + 2v)’

ap = — pour toutk > 2.

Par congquent

ag
2mml(v+1)(v+2)---(v+m)’

a2m+1 = 0, agm = (—1)™ m=1,2,---.

On obtient ainsi la solution
- f (_1)mx2m
— 22mmlv+1)(v+2)--- (v+m)

(3.16)

yy(x) = agz”

Consicerons maintenant le cas= —v. On obtient la solution (gfinie seulement si n’est pas entier)

(_1)mm2m

+oo
1+mZ=1 22mml(—v + 1) (—v +2) - (—v +m) (3.17)

y_p(x) = apz™"

3.2.2 Expression des fonctions de Bessel avec la fonctiom’Euler
On consi@re la fonction N
['(x) :/ t*Le~tat
0

Cette ingégrale est convergente pour taut- 0. Elle diverge pour: = 0. En inegrant par parties on obtient

tTet t=+o00 1 +o0 1
[(z) = [ ¢ } +/ te~tdt = ~T(z + 1).
0 X

/A P T

On obtient donc r .
()= L@+ (3.18)
X

Cette formule permet étendre la fonctiod® auxz < 0. En effet, pourz €] — 1,0[ elle permet de &finir
I'(x), carz + 1 €]0, 1[. On constate quE(z) tend vers—oco quandz tend vers O ou vers-1. Ensuite, pour
x €] —2,—1] elle permet de é&finir I'(z), carz + 1 €] — 1,0[. On constate quE(x) tend verst-oo quandz
tend vers—1 ou vers—2. Et ainsi de suite... On obtient une fonctiogfiie en dehors des entierégatifs ou
nuls et dont le graphe est ré&sené sur le figure 3.2. Commig(1) = f0+°° e~'dt = 1, de la relation (3.18) on
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=

AL

FIG. 3.2 — La fonctionl’(z)

déduit que
F'(n+1)=nl, pourn =0,1,2,---
On a aussi
MNe4+m+1)=(x+1)(x+2) - (x+m)(z+1), pour tout entiern et tout eelx.

En choisissanty = m dans les solutions (3.16) et (3.17) on obtient les solutions pagieslide
I’ équation de Bessel (3.1) reats par

W)=Y - G (3.19)
T L T+ D +m + 1) \2 '
Consicerons maintenant le cas= —v. On obtient la solution
+oo
B (71)m T\ 2m—v
Toulz) = Z::()F(m+1)F(—V+m+1) (2) ’ (3.20)

Comme lequation (3.1) est ligaire, la solution grérale sécrit, dans le castor n'est pas entier
y(x) = AJ,(x) + BJ_,(x), A,B eR.

Dans le casoyu = n > 0 est un entier positif ou nul, la solutioh.,,(x) n’est pas li@airement indpendante de
la solutionJ,,(z) car on aJ_,(z) = J,(—=z) pour toutz. On montre I'existence d’une autre solution, ageel
fonction de Neumann et ne¢ V,,(x). La fonction N, (x) tend vers I'infini quand: tend vers 0. Par ligari€ la

solution gerérale de lequation

?y" +zy + (22 —n®)y =0

s'écrit
y(x) = AJy(z) + BNy (), A,B eR.

En utilisant le lemme 1 on eréduit :

Proposition 11 La solution grérale de [équation

2%y’ +zy + (N2 —n?)y =0

s'écrit
y(x) = AJy(Az) + BN, (Ax), A,BeR.
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Relations d’orthogonalité

La fonction de Bessel admet une infande racines
O</~LV1<MV2<"'<,U/1/k<"‘

Soienty,, et u, . des racines distinctes dé&fuations, () = 0. Alors

1
/ xJy () Sy (pprz)de =0
0

En effet, comme la fonctiod,, est une solution deé&quation de Bessel (3.1) on sait, voir Lemme 1, que la
fonctiony(z) = Jo(Ax) est solution de Bquation (3.2). Notong; (z) = J, (twn) etya(z) = Jy(pwrx). ON

2 2
1% 1%
zyl +yi + <u3nl‘ - x) y1=0,  ayh+yh+ <u§k$ - x) y2 = 0.

En multipliant la pren&reéquation par et la deuxémeéquation par; et en soustrayant on obtient :
(Y2 — 1195) + Yiyz — b + (i, — piog)zy1y2 = 0.
Par consequent on a
d
%[m(yin —yiy)] = (MZk - Mzn)ﬂf?/lyz
Intégrons entre 0 et 1. On trouve
=1 2 2 !
o2 = )15 = (s = ) | o (@aode
D'ou
1
0 = gy (pwn) T (k) — p2 T, (pn) o (ton) = (M?/k - N?/n)/ rJy (pwn@) Jy (prw)dz
0
carJ, (pwn) = Ju(twn) = 0.

Déeveloppements enéries de fonctions de Bessel

En utilisant les relations d’orthogondiétablies pecedemment, on peutédelopper toute fonctiorf (r)
définie sur|0, ro] en ries de fonctions de Bessgl (%’“r) ou lesyu,, sont les 2ros de la fonction de Bessel
J,.0Ona

Jolrfr)dy <“7%0’“7‘) dr
r

+o0
Mok
flr)= ApJy, < r) , avec A, = , k=1,2,---. (3.21)

; o OTO rJ2 (“7:;’“ 7") d

3.3 Applications

3.3.1 Equation de la chaleur

L’ équation de la chaleuré&rit
up = a’Au

ou Au est le Laplacien de la fonctiom En dimensior8 on a en coordorées caésiennes et en coordoees

cylindriques :
1 1
AU = Uy + Uyy + Uzz = Upr + ;ur + ﬁu‘ﬂ‘ﬂ + Uysy.
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On se propose dé&soudre le proBime suivant

ut:aQ(uW+%ur+uzz), t>0,r<7r9, 0<2< 2

u(ro, z,t) =0, t>0,0<2z<z2
w(r,0,t) =u(r,z0,t) =0 t>0, r<rg (3.22)
|u(0, z,t)| < +o0 t>0,0<2z<z
u(r, z,0) = f(r, 2), r<rgp, 0<z<z2

qui mocklise la propagation de la chaleur dans un cylindre de rayehde hauteut,, dont la surface egtieure
est maintenu& la temggrature 0. Comme la condition initiale némknd pas de la variable angulaisela
solution n’en @pendra pas pour> 0. C'est la raison pour laquelle le terme®p, du Laplacien n’est pas pris
en consié@ration. Iciu(r, z, t) désigne la tem@rature en un point de coordares(r, ) eta l'instantt.

M éthode de &paration des variables

On oublie momentégment les conditions initiales(r, z,0) = f(r,z) et on cherche les solutions du
probeme

ut:az(u,ﬂr+%ur+u%), t>0,r<ry 0<2z<z,
u(ro, z,t) = 0, |u(0,2,t)| <400 t>0,0< 2z < 2, (3.23)
u(r,0,t) = u(r, z0,t) =0 t>0, r<rg.

qui se mettent sous la formér, z,t) = R(r)Z(z)T'(t). On obtient :

1 T/ R// 1 RI Z/I
RZT' = a* <R”ZT + —R'ZT + RZ”T) CoF=gtoptz - <€k

Par congéquent on a

T + aa®T =0 (3.24)
et R// 1 R/ "
_— —_—— = —_—— = R
rRTrrRTOT 7 70F

Cette derméreéquationéquivauta
1 /! 1 /
7"+ 0672 =0 et R'+-R +(a—pB)R=0.
r

Problemes de Sturm-Liouville
Ona
u(ro, z,t) = 0= R(rg) =0, |u(0, z,t)| < +o00 = |R(0)| < 4o0.
u(r,0,t) = u(r, z0,t) =0 = Z(0) = Z(29) = 0.
On en @duit deux proldmes de Sturm-Liouville. Le premier concerne la fonction

{ 7"+ BZ =0,

2(0) = Z(z0) = 0 (3.25)

D’apres le tleoeme 1 les solutions du praiyhe de Sturm Liouville (3.25) sont

2
nm . nmz
n = (> , Zn(z):smz—, avec n=12,---.
0

2

Le deuxime probedme de Sturm Liouville concerne la fonctiéh On le i€soud pour les valeuf$, = (%) :
Ona:

{rR”—i—R’—i—)\rR—O, 0<r<ry

R(rg) =0, |R(0)| < 400 (3.26)
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avech = a — (3,. D’apres le tleoleme 6 les solutions du prabhe de Sturm Liouville (3.34) sont

2
Ap = (Mk> , Ry(r) = Jo (Mkr> , avec k=1,2,3,---.

EquationenT
Maintenant on consre I'equation (3.32) avee = o,y :
T + anka2T =0.
Elle admet pour solutions
Toui(t) = Appe™ 0 0nkt avec A, €R.

Par congéquent, les solutions de la formér, z,t) = R(r)Z(z)T'(t) du probkme (3.23) sont

2
nwz

—at ot
Unk(r, 2, 1) = Apre = I <r> sin—, n,k=1,2,3,--- (3.27)
To 20

Principe de superposition
Comme le prol#me (3.23) est li@aire et que I'on dispose de ses solutions (3.27) d68s

2 2
—q2 T T4 Mk t
u(r, z,t) E E Apre 0 o ('ukr) sin @’ (3.28)
20

n=1k=1 "o

sont des solutions du praishe (3.23). Une telle fonctiorévifie aussi la condition initiale(r, z,0) = f(r, 2)
si et seulement sion a

ZZA £Jo <7°) sin @ = ZA sin% (3.29)

n=1k=1
avec

=5 o (21
7o
k=1

Ces expressions sont desveloppement enésies de fonctions de Bessel des fonctidp(r). D’apres les
formules (3.13) et (3.14),0n a :

o T AR(r)Jo ( )d’r
JolrJd (’%’“T) dr

Par ailleurs, la formule (3.29) est urevkloppement enésie de Fourier ersinusde la fonctionf(r, z) par
rapporta la variablez. D’apres les formules (1.7) et (1.8) on a

Ank: k:1727

/ f(r, z) sm—dz n=12,3,---
ZO

Par conéquent on a@monté le esultat suivant{ ne pas apprendre par coeur!)

Proposition 12 La solution du proltme (3.22) est doiée par la formule (3.28) les constantesl,,, sont
définies par les formules

Zl 0S50 f(r, z) sin X2 = Jo ( > drdz

0
Ank = . )
OTO rJg ( ) dr

n k=12,
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3.3.2 Equation des ondes

On se propose désoudre le proime suivant

utt:aQ(uw+%ur+%u¢¢), t>0,r<ry, 0< <27
u(ro, p,t) =0, [u(0,¢,1)] <+oo  ¢t>0,0<p<2m (3.30)
U(T',Q0,0) :f(T,QO), Ut(’l”,gD,O) =0, r <y, OSSOSZF

qui mocklise les vibrations d’'une membrane circulaire de raygrfixée sur son bord. lai(r, ¢, t) désigne
I'écart par rappor la position au repos de la membrane en un point de cooegstin ) eta l'instantt. La
conditionu,(r, ¢, 0) = 0 signifie que la membrane e#tpla@&e initialement erf (r, ¢) puis qu’elle est relade,
sans lui imprimer de vitesse initiale. Comme la condition initid@pehd aussi de la variable angulaire, le terme
upp du laplacien doittre pris en consgtation (comparer avec le préohe (3.3)).

M éthode de &paration des variables

On oublie momentgment les conditions initiales(r, ¢, 0) = f(r, ), u(r, »,0) = 0 et on cherche les
solutions du prodme

92 1 1
{ u = a? (U + yur + 15Upp) , >0, 7 <710, 0< <27 (3.31)

u(ro, o,t) =0, |u(0,p,t)| < +oo t>0,0<p <27

qui se mettent sous la formér, ¢, t) = R(r)®(p)T(t) avecd une fonctior2r-périodique. On obtient :
/! 2 /! ]' / 1 "
RO®T" =a” | R"®T + —R'®T + 5 R®"'T
T T

qui équivauta
T// B R// 1 R/ 1 (I)//

= = ——=-a€R.
2T R rR 2o “€
Par congquent on a
T" + ad®T =0 (3.32)
et
/! R/ "
TQE‘FTE—FOH“Q:—EZQER

Cette derméreéquationéquivauta

"+ 3P =0 et r?R"+rR + (ar? — )R = 0.

Problémes de Sturm-Liouville

Ona
u(ro, p,t) =0 = R(rg) =0, |u(0, ¢, t)] < +00 = |R(0)| < 0.

On en cduit deux prol#mes de Sturm-Liouville. Le premier concerne la fonction

" + 3P =0,
{ P(p) = @(p + 2m) (3:33)

Théoreme 7 Les solutions du proBme de Sturm Liouville (3.33) sont

B = n?, ®,,(p) = Ay cos(np) + By sin(ny), avec n=0,1,2,---.
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Le deuxéme probéme de Sturm Liouville concerne la fonctidh On le &soud pour les valeurs, = n?

PR’ +rR + (ar? —n>)R=0, 0<r <rp
R(ro) =0, [R(0)] < +o0

(3.34)
D’apres la proposition 11 la solutioregerale de cettéquation crit
R(r) = CpJn(Var) + DNy (Var) avecC,, D,, € R.
Comme|R(0)| < +o00 onaD,, = 0. CommeR(rg) = 0 on a\/ary = ji, avec
0 <pim1 <2 <+ < fing <---

sont les 2ros de la fonction de Bessé|. Ainsi

Théeoreme 8 Les solutions du proBme de Sturm Liouville (3.34) sont

2
ank:<unk> ’ Rnk(r):‘]’n <,unkr>7 avec 77’2071727”' k:172737"'

To To
EquationenT
Maintenant on conere I'equation (3.32) avee = o,y :
T + anka2T =0.

Elle admet pour solutions

t t
Alink + an sin Ank 7

Tk (t) = Cpy cos
ro ro

avec Chok, Dnr € R.

Par congéquent, les solutions de la formér, p,t) = R(r)®(¢)T(t) du probbme (3.31) sont

Unk (T, 0, ) = Jy (Mr> (A, cos(np) + By sin(ng)) (an cos & it + Dy sin aunkt> (3.35)
7o 40

avecn =0,1,2,...ek=1,2,3, ...

Principe de superposition

Comme le prol#me (3.31) est lidaire et que I'on dispose de ses solutions (3.35) d68S

n n t . n t
u(r, @, t) ZZJ (,u k > (A, cos(ng) + By, sin(ngp)) <an. cos kY | D, sin Ahink ) (3.36)
n=0 k=1 "o i

sont des solutions du prabhe (3.31). Une telle fonctionévifie aussi les conditions initiales(r, ¢, 0) =
f(r, @) etus(r,¢,0) = 0 si et seulement si on a

i,i <“”’“ ) (A, cos(ng) + By, sin(ng)) Crup.

0= 35 () (hucostog) + Basining)) "2 Doy = Dy =0,
n=0 k=1 7o

Par congquent la solution &crit

t
Z Z JIn <'unk ) nk €08(nw) + By sin(ny)) cos Ank (3.37)
o

n=0 k=1
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ouonanot A, = A,Cy et B, = B,C,;. Donc on doit &@velopper la condition initialg (r, ¢) en rie
double suivant suivant les fonctions de Bessel et les fonstimms On a :

flrp) = Z Z In (Mnk > (A cos(neg) + By sin(ne))

n=0 k=1 o '
= > (An(r) cos(ne) + By(r) sin(ne)) (3.38)
n=0

avec

Comme ces expressions sont desedoppement eresies de fonctions de Bessel des fonctidngr) et B,, ().
D'apres les formules (3.21),on a:

OTO rAp(r)J, (’%"r) dr

" frOrJz(m r)dr ’

k=1,2,-.
et
OTO rBp(r)J?2 (%r) dr

JolrJd? (“"’“ > dr

Par ailleurs la formule (3.38) est u@wkloppement erésie de Fourier de la fonctiofi(r, ¢) par rappor& la
variablep. D’apres la proposition 5 on a

. k=12

nk —

1 21 1 21
AO(T) = % 0 f(ra gO)ng, An(r) = ; 0 f(ra 90) COS(”SD)dSDv n= 1’ 2’ 37 e
1 2w
Bn(r) = ; 0 f(ra 30) Sin(”@)d% n= 17 2a 3a e

Par congquent on a@montgé le ©sultat suivantd ne pas apprendre par coeur!)

Proposition 13 La solution du prol#me (3.30) est do@e par (3.37) @ les constanted,,;. et B,,;, sont cefinies
par les formules

o S 9) o (Keer) drdy

0k = , k=12,
o rJE (’%’“r) dr
% Oro f027r Tf(?", (,0) cos(n(p)Jn <M;7;k7“> de(P
Apg = , nk=12---
fTO fr-J2 (H’nk >d,r
L J5T A () sin(nig) Jy (Bair) drdg
nk = , njk‘:l’Q’...

To 2 Hnk
0 rJz ( o 7“) dr

Ce fesultat est la gréralisation du @sultat obtenu dans la proposition 10, lorsqu’on avait suppoe la
condition initiale ne @pendait que du rayonet pas de I'angle.



Chapitre 4

Probabilites

4.1 Lelangage du calcul des probabiliés

4.1.1 Equiprobabilité, épreuvesgvenements

Le but du Calcul des Probal@k est de magliser etétudier un penonene dont le &sultat @&pend du
hasard Par exemple si on lance u dunero€ de 1a 6 et si le & n’est pas pip, laprobabilite d’obtenir un
6 estégaleé%. De nméme, si on tirea la roulette, un nuéro compris entre 1 et 36, et si la roulette n’est pas
truguée, laprobabilité d’obtenir un 11 eségalea3—16.

Dans ce chapitre tous les mots faisant partie du langage des prd@sabii¢ nous allonséfinir seront
écrits en carraétre gras (lorsqu’on les rencontre pour la premifois). On appellépreuvel’'un des €sultats
possible. Lensemble de toutes legreuves est appel’espace de€preuvesou I'univers. On le noterd&?.
Dans le premier exemple (laddu &) on a

0 =1{1,2,3,4,5,6}.
Dans le deué@me exemple (tirage de la roulette) on a
0 =1{1,2,3,---,34,35,36}.

On ne considre que des @nonenes pour lesquels est fini.

Toutes lesepreuved) sont suppaoseséquiprobablesUn évenementest une partie d€. Soit A un éve-
nement, on appelleardinal de A et on noteCard A le nombre délements de I'ensemblé. Par dfinition, la
probabilt € d’'un évenementA est le nombreéel

B CardA

P(4) = CardQ’

4.1)
Dans le premier exemple (ladclu &), I'évenementd “on a obtenu un nombre paire” est
A ={2,4,6},

sa probabilié estP(A) = % = % Dans le deuxime exemple (tirage de la roulettegvenementB “on a tiré
un nombre premier” est

B =1{1,2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31},
sa probabilié estP(B) = 32 = 1.
La proposition suivante est inediate

Proposition 14 La probabilitt céfinie par la formule (4.1) est une fonctidh : P(Q2) — [0, 1], définie sur
'ensemble des partieB(2) de(2 et qui \érifie les proprétes suivantes :

1.P(Q)=1

2. Pour touse\venementsi et BsiAN B = alorsP(AU B) = P(A) + P(B).

29
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On céduit de cette proposition que la probalilgrifie aussi les propgtes suivantes
P(A°) =1-P(A), P(0) =0,
ou A¢ = Q . A estle comg@mentaire de évenement4 et

P(AyU---UA,)=P(A1)+---+P(A,) si A;NA; pourtous i j.

4.1.2 Probabilites avec poids

Dans les livres on trouve laéfinition plus @rérale suivante d'une probabdit on appelle probabibtsur
un ensemble fini) toute applicatior? : P(Q2) — [0, 1] vérifiant les prop@ts 1 et 2 de la proposition 14. Cette
définition englobe le castotoutes leepreuves ne sont pagessairementquiprobables; on donne un poids
P @ chaqueepreuvev de I'espace?, vérifiantz pe = 1. Laformule (4.1) éfinissant la probab#étdoitétre

we

PA) =Y p.. 42)

w€eA

rempla&e par

S’il y a équiprobabilié, alorsp, = ﬁ pour chaqueepreuvew € €2 et on retrouve la formule (4.1). La
probabilié cefinie par la formule (4.2)é&rifie aussi les propgiés 1 et 2 de la proposition 14. Inversement, toute
applicationP : P(2) — [0, 1] vérifiant les prop@ts 1 et 2 de la proposition 14 sera de la forme (4.2) ; il suffit
de poser pour cela, = P({w}).

4.1.3 Les difficultes de la mo@lisation

Les exemples j@edents (lang de @ et tirage de la roulette) sont simples et ne posent aucungpnebl
de modtlisation : le choix de I'espace dépreuved) est imnediat. Ce n’est pas toujours le cas, et I'art du
probabiliste est de bien identifier 'espace épseuves.

Consicerons par exemple le prabhe de la distribution au hasard de trois boules dans deux boites. Il y a 8
répartitions possibles de trois boules raroges 1, 2, 3 dans deux boites :

o2e| | YT @3
© e o | @ 6 @ | |2 e @ 4.4
o e 8 (e o e [ |o e @5)

Si on supprime les nuéros sur les boules, on ne peut plus distinguer entre ellegpestitions (4.4) ni les
répartitions (4.5), et on ne consie plus que les £partitions :

w1 ={000] | wy =| |00 0] (4.6)

w3=O O] O | wi=[ O |O O] (4.7)

Pour les boules sans marques, I'espaceegesuves est-il formdes huitsé&partitions (4.3-4.5), ou des quatres
répartitions (4.6-4.7) ? L&ponse @pend de la nature des boules. S'il s’agit de boules macroscopigeiesantit

a la Mécanique classique, c’est la préma €ponse qui convient, car les trois boules sont discernables, qu’elles
soient nungroges ou non; s'il s'agit de particules quantiquegisbanta la statistique de Bose-Einstein, par
exemple des photons, et les boitesélieds quantiques, c’'est la dearie Eponse qui convient car les trois parti-
cules ne sont pas discernables, seul compteiatiquantique. On pourrait, pour ces deux situations, ceresid

que I'espace despreuves est I'ensembdequatreclements) = {w;, we, w3, w4 } définis par (4.6-4.7). Dans la
statistique de Bose-Einstein les quatepseuves soriquiprobables. Dans la&d¢anique classiques les quatre
épreuves ne sont pasjuiprobables ; leurs poids respectifs sont

1

pwl :pwg — ga pwg :pLU4 - g
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4.2 Denombrement

Le calcul des probabikis consisté& mockliser une situation sous la forme d’'un ensemble fiepdeuves
équiprobables, puis de calculer la probabiliesevenements, ce qui reveient en vertu de (4 thlculer leur
nombre délement. Dans la pratique il est difficile de lister toutesépseuves d’'urevenement comme nous
I'avions fait dans les exemplédementaires du “lareedu c&” du “jeu de la roulette” ou bien de la&partition
de trois boules dans deux boites”. Il faut savoir compter le nomi&émdents d’un ensemble.

4.2.1 Suites avec@petition ou tirages avec remise
Le nombre de mots de lettres forngés avec un alphabet ddettres esegala
r" (4.8)

puisqu’il y ar possibiliés pour choisir la prerare lettre, de nouveaupossibiles pour choisir la deugme
lettre et ainsi de suite jusculan-ieme lettre. Ce nombre (4.8) est aussi :

— le nombre deépartitions diferentes dex boules nuréroges dans boites,

— le nombre de tirages, avec remise pdeoules d’'une urne contenanboules de couleurs défentes.

4.2.2 Suites sansapétition ou tirages sans remise

Le nombre de mots de lettres, toutes diffrentes, forras avec un alphabet ddettres, avea > n, est
égala
r(r—1)---(r—m+1) (4.9)
puisqu’il y ar possibilies pour choisir la prerare lettre;- — 1 possibiles pour choisir la deugme lettre et
ainsi de suitey — n + 1 possibilies pour choisir la-ieme lettre. Ce nombre (4.9) est aussi :
— le nombre deépartitions diferentes de: boules nuréroges dansg > n boites de telle sorte qu’une
boite ne puisse contenir qu'une boule au plus,
— le nombre de tirages, sans remisepd®ules d’une urne contenant> n boules de couleurs défentes.
Lorsquen = r, le nombre (4.9) est nét!
rl=1-2---r
Il représente le nombre de maneés diferentes d’ordonner objets (appéles les permutations des objets).
Probleme On tire 5 chiffres au hasard. Quelle est la probabiijt’ils soient tous difrents ? IcK2 est I'en-
semble de toutes les suites, avépétition, den = 5 chiffres pris dans l'alphabei0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9} &
r = 10 lettres. Ainsi
Card§2 = 10° = 100000

L' évenementd qui nous inéresse est I'ensemble de toutes les suites de 5 chiffres, toaiediff. Son cardinal
est
CardA =10-9-8-7-6 = 30240

Par congquentP(A) = 0.3024.

Probleme On prend au hasard un groupe de 20 personnes. Quelle est la préljadailitque deux au moins
aient leur anniversaire le@me jour ? Ick) est 'ensemble de toutes les listesde- 20 dates parmiles = 365
jours de I'aniee (on oublie le 29%vrier des anees bissextiles, et on suppose que tous les jours deckasunt
eéquiprobables pour les naissance, ce qui est faux). Ainsi

CardQ = 365%.

L' évenement4 “au moins deux sonté&s le néme jour” est le com@mentaire de 8venementB “toutes les
dates de naissance sont diffntes”. Le cardinal d8 est

CardB = 365 - 364 - - - 346.

Par congquentP(B) = 351363 ... 340 ~ (.59. On en @duitP(A) = 1 — P(B) ~ 0.41.
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4.2.3 Combinaisons

Parmi les2™ mots den lettres que I'on peut former avec un alphabet de 2 lettres, il y a

< Z ) - k:(nnik): (4.10)

qui comporteront: fois la premere lettre et — & fois la deuxéme lettre. Ce nombre (4.10) est aussi :
— le nombre deépartitions diferentes de: boules nuréroges dang boites de telle sorte qu'il y ait
boules dans la prermie boite et — k boules dans la deuxine boite,
— le nombre de sous-ensemblesidgdéments parmi-€lements,
On retrouve ces nombres lorsqu’oeveloppe le bibme

n __ - n! k, n—k
(@+y) _;k!(n—k)!xy ‘

4.2.4 Partitions en groupes de taille donae
Parmi lesn™ mots den lettres que I'on peut former avec un alphabetdéettres, il y a

" (4.11)
nl!TLQ! s -nm!
qui comporterontq; fois la premere lettre,ny fois la deuxeme lettre,... eh,, fois la m-iéme lettre, avec
ni+no + -+ + n, = n. Ce nombre (4.11) est aussi :
— le nombre deépartitions diferentes dex boules nuréro€es dansn boites de telle sorte qu'il y ait
boules dans la premie boitey; boules dans la deuxine boite, ... et,,, boules dans laz-iéme boite.
— le nombre de partitions d’'un ensemble-élements enn sous-ensembles ayant respectivemantu.,
..., Ny, €lements.
On retrouve ces nombres lorsqu’oevéloppe le polydme

n!
(l‘1+l’2+"‘+1’m)n: E ml‘?ll‘SZ"'l‘%n.
nitna+--+nm=n 1oz me

4.2.5 Subdivisions

Dans la formule prcedente, la somme estendue toutes les familles de nombres positifs ou nwlsno,
ooy Ny, VErifiantny + no + - - + ny,, = n. Combien y-a-t-il de telles@ompositions ? Il s’agit deépartirn
objets dansn boites. On peut repsenter scdmatiqguement une telleedomposition ené&parant par une barre
verticale deux boites adjacentes. Coasahs uneé&partition den = 8 boules dansn = 6 boites :

OlOOOIT10O0O0OI0O

On aici 1 boule dans la pregme boite, 3 boules dans la deexie, 0 boule dans les traésne et quatéme
boite, 4 boules dans la cingume boite et 1 boule dans la sixie boite. Le prol@me, vu sous cet angle est
simplement la &partition desn — 1 = 5 barres &parant lesn = 6 boites, surless + m —1 =8 +6 — 1
places disponibles. Ainsi

(n+m—1)!

Nombre de epartitions de: objets dansn boites=
nl(m —1)!

Cette formule de @nombrement est essentielle dans la statistique de Bose-Einstein : elle donne le nombre de
modes d’occupation de: états quantiques par particules de Bose. En prenant= 3 etm = 2 on retrouve
les 4épreuvesv, wo, w3 etw, de 'exemple consieré dans la section 4.1.3
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4.3 Lind épendance stochastique

4.3.1 Ewenements stochastiquement ingpendants

Reprenons le probme de la &partition de trois boules nwgrogées dans deux boites cornsigl dans la
section 4.1.3. Cons@ons le€venements

A :“la boule 1 est dans la boite de gauche”,
B :“la boule 2 est dans la boite de gauche”,
AN B :"lesboules 1 et 2 sont dans la boite de gauche”.

LesévenementsA et B sontindépendantpuisque chaque boulgnore ce qui arrivea l'autre. On aP(A) =
P(B) = } etP(AN B) = 1. On constate donc quetlalié P(A N B) = P(A)P(B) est \erifiee.

Par contre si on congide I'evenementC = A N B, alors lesevenementsi et C' ne sont pas ingbendants
puisgu’ils concernent tous les deux la boule 1. 0ha C' = C' et I'égalie P(AN C) = P(A)P(C) n’'est pas
vérifiee.

On introduit alors la éfinition mattfématique suivante : dewenementsA et B sont ditsstochastique-
ment indépendantssi

P(ANnB)=P(A)P(B).

Plus ¢gréralement, la famille &venementsd;, As,..., A, est ditestochastiguement inédpendantede la
famille d’évenements3;, Bs,..., B,, Si

P(A; N Bj) = P(A;)P(Bj) pour tousi et ;.
Silesévenementsi, A,,..., A,, sont stochastiquement iegendants (entre eux) alors

4.3.2 Probabilites conditionnelles

SoientA et B deuxévenements tels quB(B) # 0. Le nombre

P(AN B)

P(AIB) = =55

s’appelle laprobabilit & conditionnellede A sachantB. Lorsque les deukvenementsA et B sont stochasti-
quement in@pendants, c’est dire lorsqueP(AN B) = P(A)P(B), alorson aP(A|B) = P(A). En utilisant
la formule (4.1) on obtient
Card(AN B)

CardB

Cela revienta compter parmi toutes l&preuvefquiprobables qui constituenéleénementB, celles qui ap-
partiennent en outra I'élementA ? 1l s’agit donc de la probabiitpour queA se produise, mais dans I'espace
plus petit de€preuves qui correspondenta ealisation deB. L'application

P(A|B) =

AeP(Q)— P(AB) €[0,1]

vérifie les propetes 1 et 2 de la proposition 14. C’est donc une prob&bilies probabilés conditionnelle
sont tes utiles car elles permettent plus facilement de calculer des proeshiliistrons cela dans le préphe
suivant :

Probleme Une boite contient = p + ¢ boulesp blanches ef noires. On effectue deux tirages (sans remise).
Consicerons legvenements

Ay :“la premiere boule tiee est blanche”,
A, 1 “la deuxiéme boule tiee est blanche”.
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On aclairemenP(A;) = £ carily ap boules blanches dans une boite contenartules etP(A|A;) = %,
car la premére boule tieeétant blanche, il reste — 1 boules blanches dans une boite contemant1 boules.
Par congquent

p(p—1)

n(n—1)

Le calcul direct aurait (heureusement) dérle néme Esultat. En effet si on congide comme espace
d’épreuves I'ensembl@ de tous les tirages (sans remise) de deux boules dans une une boite contenant
boules alor€ard(2 = n(n — 1). L'évenementd, N A; correspond simplemeatl’@venement dé€ : “les deux
boules sont blanches”. Or le nombre de couples &srate deux boules blanches g&t — 1). Par conéquent

P(A2 N Al) — pp=l)

~ n(n-1)"

On se propose maintenant de calculer la probafikt 'evenementd,. Introduisons pour celadvenement

P(AQ N Al) = P(AQ‘Al)P(Al) =

A§ :“la premiere boule tiee n’est pas blanche (elle est donc noire)”.

Alors on a
Ay = (A2 ﬂAl) @] (A2 ﬂAi) .

On a bierévidemmeniP(A§) = 4 car il y ag boules noires dans une boite contenabbules etP(A;|Af) =
—L+, car la premére boule tieeétant noire, il reste boules blanches dans une boite contemant1 boules.
Par congquent

P(As N AS) = P(As|A)P(AS) = %

Comme levenementsis N A; et A, N Af sont disjoints, on en&@Huit que
(p—1) pq p

P(As) = P(As N Ay) + P(Ax N AS) = 5@ T = o

Noter que ceésultat n’est pas intuitivemeatvident. Bien entendu, on aurait pu calculer la proba&#titAs N

A$§) directement. Dans I'espaéede cardinah(n — 1) consiceré ci dessus, évenementd, N A§ correspond
simplement I'évenement de€ : “la premiere boule est blanche et la second est noire”. Son cardinedakt

pq. Par congquentP(Az N Af) = %.

Cette mar@re de calculer des probabig est tes utile. Elle se gréralise de la masre suivante. Soit
A € Q unévenement dont on veut calculer la probapili§oit

QO=F,UEyU---UEFE,

une partition de lespace dépreuves e@venements disjoints deuxdeux. Comme lesvenementsA N Ey,
AN E,, ...,AN E, sont disjoints deug deux et que leuéunion eségalea A on a

P(A) = P(ANE)+PANE;)+---+P(ANE,)
= P(A|E1)P(E\) + P(A|E2)P(Bs) + -+ + P(A|E,) P(Ey). (4.13)

4.3.3 Reunion d’evenements

Si A et B sont degvenements disjoints alofsard(AU B) = Card A+ Card B et on en @duit queP(AU
B) = P(A) + P(B), comme il avai&t dit dans la proposition 14. Pour deg&nements noné&téssairement
disjoints on utilise la formule de Poin@r

Card(AU B) = CardA + CardB — Card(A N B).

On en cduit alors
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Pour une &union de troi€venements on a

Card(AUBUC) = CardA+ CardB + CardC — Card(A N B)
— Card(ANC)—Card(BNC) + Card(ANBNC).
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On en aduit que
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-—P(ANB)—P(ANC)—-P(BNC)+P(ANBNC).
Plus geréralement on a

Card(AjUA;U---UAy) = Y Card(4;) — Y Card(4;N Ay)

1<j<n 1<j<k<n
+ Z Card(A; N AN A) — -+ (=1)" 'Card(A; N A3 N--- N A,) (4.14)
1<j<k<I<n
On en aduit que
P(AjUAU---UA,) = > P(A)— Y PANA)
1<j<n 1<j<k<n
+ > PANANA) -+ ()" P(A N AN -0 Ay)

1<j<k<l<n

Nous allons appliquer cette formule poésoudre le proBime suivant :

Probleme On distribuen lettres au hasard entre leurdestinataires. Quelle est la probalgliour qu’aucun
des destinataires ne recoive la lettre quiétdit destige.

Quel est I'espac€ desépreuves ? Chacune degreuves est une permutation addsttres. Par coresjuent
CardQ) = n!. L'é@vnement consité estB : “aucun destinataire ne recoit sa lettre”. Son canpntaire est
A : “au moins un destinataire recoit sa lettre”. @@€nement est laéunionA = A; U A, U--- U A, des
évenements :

Ay :“le premier destinataire recoit la lettre qui kefiait destiee”,
As : “le deuxieme destinataire recoit la lettre qui ktiit destige”,

A, : “le n-ieme destinataire recoit la lettre qui Btait destige”.

Consicerons la formule (4.14). Dans cette sommeiily a
— ntermes dans la pregrie somme mettant en jeux les nomitiesd(A;). Le cardinal ded; estle nombre
de permutations des— 1 lettres restantes, c’eatdire(n — 1)!,
— (3) termes dans la deuxine somme mettant en jeux les nomifasd(A; N Ax). Le cardinal ded; N A
est le nombre de permutations des- 2 lettres restantes, c'eatdire(n — 2)!,
— (3) termes dans la troiBme somme mettant en jeux les nomhbtesd(A; N Ax N 4;). Le cardinal de
A; N A, N A estle nombre de permutations des- 3 lettres restantes, c’eatdire(n — 3)!,
— etainsi de suite...
Par congquent

CardA = n(n — 1)l = (3) (0= 2)!+ (1)1 () (1= m)l-+ (~1)" 1 =l

m

!
el m:
En divisiant paiCard(2 = n! on obtient
n
-1 m—1
P(A) = (=1)
m!
m=1

En passant au comgshentaire on trouve

n

7 B (-pm-t 11 1 W1
P(B)y=1—-P(A)=1- - 1 ﬁ+§_§+ -+ (-1) E
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En faisant tendre vers l'infini on voit queP(A) tend vers:—1.

Remarque Comme le com@mentaire d’'une@union est I'intersection des congphentaires, on a
B=BiNByN---NB,,
ou I'évenementB; est le comptmentaire de évenementd ;. On ne peut pas utiliser la formule (4.12) et poser
P(B) = P(B1)P(By) - - P(By),

car lesevenements3; ne sont pas stochatiquement@pendants. En effef}; est 'évenement “le destinataire
j ne recoit pas la lettre qui l@tait destige”; donc un autre destinaire la recoit, alors qu’elle neetait pas
destirée non plus. Ainsi, le fait d’apparterir’'un desB; augmente la probabiétd appartenir aussi 'un des
autres.

4.4 \Variables akatoires

4.4.1 Loidune variable alatoire

Une variable aléatoire est une fonction &finie sur I'espace despreuvesa valeurs eelles. Une variable
aleatoireX : Q@ — R prend une valeur nuarique cétermiree X (w) pour chaqueéepreuvew € ). Ce n'est
pas la valeur nugrique X (w) prise par la variable @htoire X qui estchoisie au hasardmais I'epreuvew.
Le choix dew parmi toutes leg€preuvesquiprobables d€! détermine alors la valeuk (w) que prendra la
variable akatoireX.

Par exemple dans le “lagale trois @s” on peut consigrer comme variable @htoire la somme des trois
chiffres obtenus. La variable &dtoire prend toutes les valeurs engis entre & 18. Ici 'espace? a pour
cardinal6?.

Soit X une variable d@atoire. Elle prend un nombre fini de valeurs dans I'ensemble

X(Q) ={z1, - ,xn}, n < Card).

Pour chaque;, € X (1), soit
A ={w e Q: X(w) = 21}

I'ensemble degpreuves pour lesquelles la variableabire X prend la valeur. Notonsp, = P(Ay). Laloi
de la variable aleatoire X est la donge degxy, pr)1<k<n. On note plus simplement

Probleme : marche aéatoire (ou marche de I'ivrogne). Une marcheatoirea une dimension est le mouve-
ment d’'un point mariel qui fait un pas vers I'avant ou un pas vers l'are sur un axe, chacune de ces deux
possibiliesétant choisie au hasrad. Chague mouvement d’une marea®ik de: pas est dtermire par la
liste desn choix de sens degplacement : on peut le réggenter par une liste designest ou —. L'espace des
épreuves pour une marché&atoirean pas est de cardinal’. Soitz un nombre entier. Quelle est la probaléilit
pour que la marche @htoirea n pas , partie de 0, aboutisaer. Soit p le nombre de signes (un pas vers
I'avant) etq le nombre de signes (un pas vers l'arére), ave® + ¢ = n. La marche a@atoire aboutit en: si

et seulement si

p—qg=2x.
Par congéguent on doit avoip = % etq = "5*. Il faut donc quen et aient la néme parig, sinon, il n’y a

aucune marche qui aboutit enComme il y a en tou}tj}—é! possibilies de placer leg signe+ etq signes— on
en ceduit que la probabilé de l'evenement

A : “la marche adatoire den pas, partie de 0, aboutitz”.
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est

—n _n! ; ~ .
P(A) = { 27" sinetxontlanéme pari,

0 sin etx n'ont pas la éme parié.

Consicerons maintenant la variablegalktoireX qui est I'abscisse atteinte par la marcheaabire, partant de 0,
au pase. Elle prend les valeursn, —n + 1, ...,n — 1, n avec les probabilis suivantes

4.4.2 Esgrance et variance d’'une variable adatoire

Etant donie une variable @htoire qui prend les valeuts, x-, ..., z,, avec les probabilits respectives;,
D2, ..., Pn. ON appellanoyenneou esperance matlematiquede X la grandeur

E(X) =) wipk-
k=1
On appellevariance de X la grandeur

Var(X) = E(X - B(X))? = (a4 — E(X))* ..
k=1

On appelleacart type de X la racine care de la variance(X) = /Var(X). La variance €crit aussi
n n n
Var(X) =Y aipy —2B(X) Y aipr + B(X)* Y p = E(X?) = B(X)”.
k=1 k=1 k=1
SoientX etY des variables &htoires. On a
E(X+Y)=EX)+E(®Y).

4.4.3 Variables akatoires stochastiquement indpendantes

On dit que deux variables&dtoiresX etY prenant respectivement les valeuss ..., z,, etyi, ...,y, sont
stochastiquement inéépendantessi la famille dévenementsi;, : X = x;, est stochastiquement iegendante
de la famille dévenements3; : Y = y;, c’esta dire si

P(X =z ety =y)=P(X =z,)P(Y =y),  pourtousk etl.
SoientX etY des variables éhtoires stochastiquement émkndantes, on a

E(XY)=EX)E(Y), Var(X +Y) =Var(X)+ Var(Y).
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