Ecole CIMPA-INRIA-UNESCO-ALGERIE, Tlemcen 10-22 Mai 2008

L’'analyse a posteriori et ses applications
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L’'analyse a posteriori est en quelques années devenue |'outil de base
pour l'adaptation automatique de maillages en éléments et volumes
finis. Toutefois elle a bien d’autres applications.
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A propos des estimations a posteriori

Soit X un espace de Banach, et A une application continue de X dans X.
Pour un élément f de X, on s’intéresse a la discrétisation de I'’équation :

Trouver v dans X tel que

A(u) = f.

d - parametre positif
On considére le probleme :

Trouver us dans X; tel que

As(us) = fs,
ou X est un sous-espace de dimension finie de X, As; une approximation
de A et f; une approximation de f dans Xj.
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Estimations a priori

lu —usllx < F(6,u) + H(, f).

La quantité F'(6,u) est en général une puissance de § multipliée par une
certaine norme de u, elle fait donc appel a la régularité de « (la plupart
du temps inconnue).

=0 prouve la convergence de la méethode.

Estimations a posteriori

v —usl||x < G(9, fs,us) + K, f).

La quantite G(4, f5, us) peut se calculer explicitement une fois la solution
discrete ugs calculeée.

— Permet de vérifier des criteres de sécurité.
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Application de base : adaptation de maillages

|u — usl|x < G(6, f5,us) + K(6, f).

1
Si I’'on suppose que la quantitée G(6, fs,us) S'€crit c (Zk n,%)Q, ou les 7, sont
des quantités “locales” (liées a des sous-domaines de petites tailles),
les n,, forment une famille d’indicateurs d’erreur.

Critere d’optimalité : Une famille d’indicateurs d’erreur (7). est opti-
male s’il existe des constantes c; et ¢c» indépendantes de J telles que

1
lu = ugllx < ex (Dom7)% + K1(6, £),
k

e < c2 ||lu — ugllx, + K56, f),

ou X, deésigne I'espace des restrictions des fonctions de X aa un domaine
de petite talille.
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Lorsque la famille d’'indicateurs d’erreur est optimale, on peut penser
que les n, forment une bonne carte de I'erreur

Stratégie d’adaptation :

1 : moyenne des 7.
Lorsque un des 7, est supérieur a 7, on raffine le maillage dans le sous-

domaine correspondant a cet 7.

Sous des hypotheses convenables et pour un maillage initial fixé, on

peut prouver la convergence de la méthode.
W. Dorfler
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Autre application : discrétisations multi-étapes

Dans un grand nombre de cas, la discrétisation fait appel a un ou plu-
sieurs probleémes intermédiaires (non discrets) avant le probleme discret
final. On peut cependant calculer des indicateurs d’erreur ne dépendant
que de la solution discrete.

Le but de I’'analyse a posteriori est alors d’optimiser tous les parametres
liés a la discrétisation.
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Une application récente : couplage automatique de modeles

Dans un grand nombre de cas, la discrétisation du modele complet —
non linéaire ou tridimensionnel ou faisant intervenir plusieurs centaines
d’'inconnues — dans tout le domaine est trop complexe. L’analyse a
posteriori permet de déterminer les parties du domaine ou I'on peut

discrétiser un modéle simplifié sans augmenter I’'erreur globale.
M. Braack, A.Ern
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Plan du cours :

e Indicateurs d’erreur et adaptation de maillage

+» Les estimations de base

~ Un exemple de discréetisation non conforme

e Indicateurs d’erreur en discrétisation multi-étapes

+ Introduction a la discrétisation multi-étapes

~ Adaptation en temps et espace pour une équation parabolique
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Principales restrictions et limitations :

* Estimations en norme de I'énergie

*x Indicateurs essentiellement de type résidu

*x Discrétisations principalement par éléments finis

* Maillages isotropes
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Les estimations de base

. Indicateurs par résidu,

. Indicateurs par résidu et problemes locaux,

. Extension au probléme de Stokes.
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Indicateurs par résidu

€2 : polygone ou polyedre a frontiere lipschitzienne.
—Au=f dans €2,

u=2~0 sur 0€2,

Ce probleme admet la formulation variationnelle équivalente suivante

Trouver v dans HA(Q2) tel que

vo € HA(), alu,v) = /Q F(x)v(x) dx,

ou la forme a(-,-) est définie par

a(u,v) = /Q grad u - grad v dx.
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vo € H3(Q),  alu,v) = /Q F(x)v(x) dx.

Le lemme de Lax-Milgram entraine que

Le probleme variationnel admet une solution unique « dans H&(Q). En
outre, cette solution vérifie

HuHHl(Q) <c ||f||H—1(Q)7
ou c est la constante de Poincaré—Friedrichs, donc ne dépend que de
la géomeétrie de (.
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(7)), : famille réguliere de triangulations de 2 par des triangles ou des
tétraedres, au sens usuel que

e Pour tout h, Q2 est I'union des éléments de 7;,

e Pour tout A, l'intersection de deux éléments distincts de 7; est soit
vide soit un sommet soit un coté entier soit une face entiere de ces
deux élements,

e Le quotient hyx/pr du diametre hy, d’'un €élément K de 7; par le
diametre pj; de son cercle inscrit ou de sa sphere inscrite est inférieur
ou €égal a une constante ¢ qui ne dépend ni de K ni de h.

Xp = {v, € H5(Q); VK € Ty, vy i € Po(K)}.
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Le probleme discret est construit par la méthode de Galerkin.

Trouver v, dans X7 tel que

vop € Xf alup,vp) = [ FGIuA(0) dx,

Il admet une solution unique.

Estimations d’erreur a priori : Si la solution u» appartient a H5+1(§2),
0<s<Y,

ju — Uh|H1(Q) <ch’ ||U||Hs+1(g2)-
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Les indicateurs d’erreur par résidu
Er - ensemble des cotés (d = 2) ou faces (d = 3) d’'un €lément K de 7,
qui ne sont pas contenues dans 0¢f2.

hi : diametre d’un élément K de 7;,.
he : longueur ou diametre d’un éleément e de &p.

fn, + approximation de la donnée f dans

Zh = {gh - LQ(Q), VK € Th? ’Uh|K c Pm(K)}

Pour tout élément K de 7;, I'indicateur d’erreur ny est défini par

1 1
K = hic |fn & Dupll2y + 5 > hé [l Onup] ll12(e)-
eclk
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1 1
i = hie fn+ Aunllpzcgy + 5 20 el Onunl llp2(e)-
eclk

Indicateur par résidu : Si lI'on supprime les indices h dans cette définition,
tout s’annule.

L’indicateur d’erreur est tres facile a calculer une fois que la solution
discrete u; est connue.

1 1 1 1
Nk = hx mes(K)2 | fh x|+ 5 > h&é mes(e)?| [anuh]|e|-
eclk
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Pourquoi ?

Equation du résidu :

L’équation du résidu s’obtient en “appliquant” le probleme continu a
I’'erreur v — uy,.

Pour tous v dans Hi(Q2) et v, dans XP,

a(u —up,v) = alu — up, v — vp)

. ( /K F) (v — v7)(x) dx — /K eraduy, - grad (v — vp,) dx,

KETh

d’ou

a(u-upv) = Y ([ (A Bu) () -0 dx + [ (F= ) () (=0, (x) dx

KGTh

—2 % [0l (0w dr).

665
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La majoration de I'erreur a posteriori

L’ellipticité de a(-,-) entraine

CL(’LL — Up, ’U)

Ju —upllgig) <c  sup
(£2) verl(@) IVlgie)

D’apres I'équation du résidu, par inégalité de Cauchy—Schwarz,

a(u —up,v) < Z <(||fh + Auh”LQ(K) + |l f = fh||L2(K)> v — ’Uh||L2(K)
KeT,

1
52 ||[anuh]||L2(€)“U_UhHLQ(e))

ecli

On prend v;, €gal a I'image de v par I'opérateur de régularisation de
Clément.

Fatma Zohra Nouri | MA-Université Badii Mokhtar Annaba (Alaérie)



Ecole CIMPA-INRIA-UNESCO-ALGERIE, Tlemcen 10-22 Mai 2008

Outil de base : opérateur de Clément

Cet opérateur R;, est défini sur des fonctions non réguliéres (en par-
ticulier non continues) a valeurs dans X}? et possede des proprietés
d’approximation locale.

Pour toute fonction v de H} (),

lo = Ryoll 20y < e Ioll gy

1
lv = Rpvllr2¢ey < ché vl gica,ys

La constante ¢ est difficile a évaluer et dépend grandement du pa-
rametre de régularité o.
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a(u —up,v) <c ) (hK (”fh + Aupll 20y + IIf — fh”LQ(K))”U”Hl(AK)
KETh

1 1
+2 S h2 ||[8nuh]||L2(e)||v||H1(Ae)>'

eclk
plus encore une inégalité de Cauchy—Schwarz.

Théoreme. Il existe une constante c indépendante de h telle qu’on ait
la majoration d’erreur a posteriori suivante

N[

o= unllray < e X (& +h%1f ~ flZag)) )
KETh
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Une majoration pour chaque indicateur d’erreur

a(u—up,v) = 3 ([ (h+Bun)v)dx + [ (f = )60 v(x) dx

KeT,

_ = Z /[anuh] () v(7T) dT)

665}(

Pour tout K dans 7;, on choisit v égal a a vy, avec

VK = (fh_l_Auh)?va sur K v =0 SUI’Q\K.
ou Y désigne la fonction bulle sur K,

[(fh 4 Aup) ¢[§(H%2(K) < |u-— Uh|H1(K)|"UK‘H1(K) +If = fh||L2(K)||’UK||L2(K)-

On utilise alors des inégalités inverses sur chaque K.
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Outil de base : inégalités inverses
Soit » un entier > 0. Les inégalités inverses se démontrent par passage a
I’'’élément de référence, grace a I'équivalence de normes sur une espace

de dimension finie.

Pour tout polyndme v de P.(K),

1
cllvll ey < vz < < lvllpzys

—1
|’UHH1(K) < chy ||UHL2(K)-

La constante ¢ dépend encore du parametre de régularité o mais est
plus facile a évaluer.
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1
ICfh + Aup) %2(‘&2(}() < lu—wuplgrogolvrlgiey + 11 = fell 2o lvell g2 g

Puis on note que f, + Auy, appartient a Pp,y¢,, 001 (K), donc que vk
appartient a Pmax{m,€—2}+d—|—1(K)-

hic s + ADunll ey < e (lu —unlga ey + b 1 = full 2y )-
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Pour tout K dans 7;, et ¢ in &, si K’ désigne I'autre élément de 7; qui
contient ¢, on choisit v €égal a v., avec

ve = Lerx([Onup)e) surk e {K,K'} ve=0 surQ\ (KUK").

ou Y. désigne la fonction bulle sur e.

Lex - Opérateur de relévement des polynomes de P,_;4(e) s’annulant
sur Je en des polynomes sur  s’annulant sur 0k \ e, construit par trans-

AN

formation affine a partir d’un opérateur £ similaire sur le triangle de
référence.

1
| ([Onup] ¢§|I%z(e) < lu—up|g1urnyvel oy I = el 2ceorny lvell L2 U

+ 1fn + Bunll 2o llvell L2(xurry-
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Outil de base : inégalités inverses (bis) plus

Les résultats suivants se démontrent encore et toujours par passage a
I'’élément de référence,

Pour tout polyndome v de P,(e),
1
cllvllizecey < lvvellpzeey < € vl
pour tout polyndome v de P,(e) s’annulant sur e,

1
[Lervllp2(,) T+ he [Lewvl ey < ché (vl 12,

1
hée ||[anuh]||[,2(e) < C(|U—uh|H1(KuK/)+hK ||f—fh||L2(KuK/)‘|‘hK ||fh+Auh||L2(KuK/
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Théoreme. L’estimation suivante est vérifiée pour chaque indicateur
nig, K € 7;, et pour une constante c indépendante de K et de h :

m < e(l—unlpign + 3 Anllf = falli2gn )

KCWEK
ou wyg deésigne I'union soit des triangles partageant au moins un cote
avec K (d = 2), soit des tétraedres partageant au moins une face avec
K (d = 3).
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Conclusions

e Aux termes portant sur la donnée pres, l'erreur est équivalente a la

1
quantité (Y xc7, n% )2, avec des constantes d’équivalence indépendantes
de h.

1
et (( > (nk)2 —nllf - fh||L2(Q)) < v = unll g1(e)
KeT,

<2 (X ()2 411 fall ey )

KEeT,

Estimations parfaitement optimales.

e Les indicateurs d’erreur sont faciles a calculer des que I'on connait
la solution discrete.

e La derniere estimation est locale.
Permet une stratégie d’adaptativité tres simple.
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Cas de conditions aux limites de Dirichlet non homogenes

Ce probleme admet la formulation variationnelle équivalente suivante

Trouver v dans H(Q) tel que

u=g Sur oS,
et que

vo € H3(Q), a(u,v) = /Q F(x)v(x) dx.
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X, = {fvh € HY(Q); VK € Ty, vy, | € PE(K)}.

Le probleme discret s’écrit

Trouver u; dans X; tel que

et que
vop € Xf, alup,vp) = [ FGuA(0) dx,

ou g;, appartient a I'espace des traces de X; sur 0f2 et est en général
€gal a l'interpolé de Lagrange de g.
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Les indicateurs d’erreur sont définis exactement comme précédemment :

1 1
NK — hK mes(K) |fh|K| -+ 5 Z h§ mes(e) | [8nuh]|e|.
eclk

L’analogue des estimations précedentes s’écrit maintenant

N =

2 2 2 /
= wnllraay < (K%h(nK F RS = FulFagaey) )+ Nl —anll g

mc < e (lu= g+ X hellf = fillzg)

KCWEK

Fatma Zohra Nouri | MA-Université Badii Mokhtar Annaba (Alaérie)



Ecole CIMPA-INRIA-UNESCO-ALGERIE, Tlemcen 10-22 Mai 2008
Cas de conditions aux limites de Neumann

—Au=Ff dans €,

On suppose que
/Q F(x) dx + /({m k(7) dr = 0.

Ce probleme admet la formulation variationnelle équivalente suivante

Trouver u dans H1(Q) N L3(2) tel que

vo e HY(Q) N L3(), alu,v) = /Q F(x)v(x) dx + /m k(r)o(r) dr,

ol L3(R2) désigne I’espace

£3(Q) = {v € LA(); /Qv(x) dx = 0}.
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Le probleme discret s’écrit

Trouver u;, dans X, N L3(S2) tel que

Vo € XpNL3(),  alup,vn) = [ FIup( dx + | k(r)o(r) dr,

8}’( : ensemble des cotés (d = 2) ou faces (d = 3) d’'un €lément K de 7,
qui sont contenues dans 0¢2.

k;, : approximation de la donnée k£ qui appartient a P, (e) pour tout e
dans &, K € T;,.

Pour tout élément K de 7;, I'indicateur d’erreur n est défini par

1 ! 3
i = hic | fn + Bunllpey + 5 20 bl Onunl 2oy + 22 hé [T kn = Onunllp2(e)-
e€€y ecEl.
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Pourquoi ?

Equation du résidu :

/ (it Bup) () (v=v) () dx + [ (F=F)(0) (v=vp) (x) dx

a(u—up,v) = (
KeT,

> [ Brunl(r) (v = ) (1) dr

€€5K

+ > ( / (kp — Onup) (1) (v —vp)(7) d7T + / (k — kp)(T) (v —vp) (7) df)).

, e
eEEK

N~

u—unlligey < e 3 (0 A+ WS~ fullagey + X hellk—kall3ag))”
KeTy, 6656

1
NK §c<|u—uh|H1(wK)‘|‘ Z h/in_thLQ(,i)"‘ Z hg ||k_kh||L2(e)>°

KRCWEK eCEY.
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Indicateurs par résidu et problemes locaux

L’idée est maintenant d’évaluer le résidu par la résolution de problemes
discrets locaux qui peuvent étre munis de conditions aux limites soit de
type Neumann soit de type Dirichlet (sur un domaine Iégérement plus

grand).

Pour tout élément K de 7;,
Xp(K) = {vK € Pr(K); vie = 0 aux coins de K et sur 8QOK},

ou L est égal a sup{¢{+d—1,m+d—+ 1}.
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Trouver uy dans X, (K) tel que
Vwg € Xp(K), /Kgrad uy . grad wy dx
= [ Un+ Bup) (wi(x) dx
1
— — Z [Onup] (T)wg (1) dr.
2 e
ecli

Pour tout élément K de 7;, I'indicateur d’erreur n% est deéfini par

N
K — |UK|H1(K)-
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Proposition. On a les estimations

ey < i < iy

Démonstration :
1) Pour majorer n%, on choisit dans le probleme de Neumann local vy
€dal a ug, ce qui donne

a2y < W+ Dl 2oyl aaey + o 1 Bwund 2o lurcll 2y
Puis on utilise les inégalités de Poincaré—Friedrichs généralisées, dues
au fait que les fonctions de X;(K) s’annulent aux sommets de K et
prouvées par passage a lI'élément fini de référence .

Vwg € Xp(K),  llwgllp2cxy < chic lwgel g

1
et |willp2e) < ché lwklgik)-
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2) Pour majorer 7, on choisit dans le probleme de Neumann local wy
successivement égal aux restrictions a K de vy, puis édal de v, pour
tout e dans &y.

Rappel : Par exemple, v = (fy, + Aup) Y.

plus les mémes inégalités inverses que précédemment.

Chaque indicateur n% est parfaitement équivalent a ;. Donc on a la
méme majoration de l'erreur globale par

plus des termes portant sur les donneées et la méme majoration de n%
en fonction de I’erreur locale.

Fatma Zohra Nouri | MA-Université Badii Mokhtar Annaba (Alaérie)



Ecole CIMPA-INRIA-UNESCO-ALGERIE, Tlemcen 10-22 Mai 2008
Problemes de Dirichlet locaux

Pour tout élément K de 7;,

X;CL)(K) = {’UK = H(:)L(wK); Vi Cwik, Vg | € PL(Fe)}.

Trouver +9. dans XP(K) tel que
v 0 0
wg € Xj (K), / grad uj- . grad wg dx
WK

= 5 [ G+ Bup) Rwi(x) dx

KCWE

-1y [Banux dr

ecli ©

Pour tout élément K de 7;, I'indicateur d’erreur nflg est deéfini par

D _ 1,0
Nk = luglgigy-
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Proposition. On a les estimations

WQSC Z s et nKSC/n[Q.
KRCWEK

Démonstration : Dans le probleme de Dirichlet local, on choisit suc-

cessivement wy
1) égal a u(}( (plus exactement les mémes inégalités de Poincaré—Friedrich

généralisées que précédemment),
2) €égal aux restrictions a wy de vi puis de v pour tout e dans & (plus
encore et toujours les mémes inégalités inverses).

Les indicateurs ?7]13 ont des propriétés parfaitement équivalenes a celles
N
des 7.
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Les résultats préceédents sont encore valables si on remplace X, (K) par

X, (K) = Vect ({¢Kw, w € Peupo—2.m) (K},

Ueet {Le k(e w)i s w € Pra()}),
et XP(K) par
XO(K) = Vect ({¢Kw, w € Paupir_2.my (K},

Ueete {Lewn(ew), w € Pr1(e)}):
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Par exemple, pour /=1 et m = 0,

dim X, (K)=7 en dimension 2 et 31 en dimension 3,

dim X, (K) =4 en dimension2 et 5 en dimension 3.

Les indicateurs par problemes locaux réduits sont donc beaucoup moins
chers a calculer que les indicateurs par problemes locaux. Toutefois leur
extension a des problemes plus compliqués, par exemple non linéaires,
s’avere nettement plus couteuse que pour les indicateurs par résidu.
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Indicateurs pour le probleme de Stokes

: polygone ou polyedre a frontiere lipschitzienne.

(v Au+ gradp = f dans €2,
¢ divu=20 dans €2,

u=20 sur 0X2.

\
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Formulation variationnelle équivalente

Trouver (u,p) dans H () x L3(2) tel que

Vv € H&(Q)d, I//Q gradu.grad vdx — /Q(div V)(xX)p(x)dx =< f,v >,

Vg € L2(), /Q(div 1) (x)q(x) dx = 0.

Pour tout f dans H—1(Q)4, ce probleme admet une solution unique.

Requiert ellipticité 4+ condition inf-sup.
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Rappel :

Soit X et M deux espaces de Hilbert et 4(-,-) une forme bilinéaire conti-
nue sur X x M.

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe une constante 3 > 0 telle que

b
vge M, sup LV D

> Bllqll ar-
veX ||vllx

(ii) L’opérateur B défini de X dans M’ par

\VI’UEX,\VI(]EM, <vaq>:b(U7Q)7

est un isomorphisme de I'orthogonal de son noyau sur M/, et la norme
de son inverse est < 51,
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X}, C H5 ()Y et M;, C L3().

Le probleme discret

Trouver (u;,p,) dans X; x M; tel que

Vv, € Xy, V/Q grad uy, . grad vy, dx — /Q(div vy,) (X)pp(x) dx = < f, vy, >,

Vg, € My, /Q(div w) (x)gp (%) dx = 0.

Une condition inf-sup liant X; et M,; est nécessaire pour que le probleme
discret soit bien posé et aussi pour obtenir des majorations d’erreur a
priori.
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Les indicateurs d’erreur par résidu

Pour tout élément K de 7;, I'indicateur d’erreur ny est défini par
nk = hi |f, +vAuy, —gradpp|l 20k

1 3 i
+ = S h2 || v Onuy, — ppn] I12¢eye F lIdivug |l 20k,
ecly

ou f;, est une approximation de f dans Z{.

Indicateur par résidu : Si I'on supprime les indices h dans cette définition,
tout s’annule.

L’indicateur d’erreur est tres facile a calculer une fois que la solution
discrete (uy,p;) est connue.
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Pourquoi ?

Equations du résidu :

Pour tous v dans H}(Q2) et v, dans X7,

v /Q grad (u —uy) .grad vdx — /Q(div v)(x)(p — pp)(x) dx

— K%:Th </K(fh -+ Auh — gradph)(x) ’ (V - Vh>(X) dx

+ /K(f — fh)(x) - (v —wvp)(x)dx
Y Z /[3nuh —ppn](7) - (v —vp)(7) d7>

665[(

Pour tout ¢ dans L3 5(£2),

/Q(div (u—up,)(x)g(x) dx = — /Q(div w) (x)q(x) dx.
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Et apres?

R. Verfurth
On pose, avec U = (u,p) et V = (v,q),

AUV = v /Q gradu.grad v dx — /Q(divv)(x)p(x) dx — /Q(divu)(x)q(x) dx.

Le probleme continu :
Trouver U dans Y = H(Q)? x L3(R2) tel que

vvVeY AWUV)=<fv>.

Le probleme discret :
Trouver U; dans Y; = X, x M; tel que

vV, €Yy, A(Uh,Vh)=<f,vh>.
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Equation du résidu : Pour tout V dans Y et v, dans X7,

AU - U, V) = / (£, + Auy, — gradpy)(x) - (v — vi,) (x) dx

KeTh<

+ / (f — 1) (%) - (v —vp)(x)dx
-5 Z /[&zuh — ppn](7) cot (v — vp)(7)dr

665K

+ /K(div ) (x)q(x) dx>.

Le probleme de Stokes admet une solution unique pour tout (f,g) dans
H Q) x L2(2)/IR. Comme (ii) implique (i),

La forme A(-,-) vérifie la condition inf-sup

AU,V
YU €Y, sup (U, V) > B|U|ly-
vey |[Vily
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On applique cette inégalité inf-sup avec U remplaceé par U — U, puis on
utilise I'opérateur de Clément.

Théeoreme. On suppose que X; contient I'espace
{vh € H5(Q)% VK € Ty, vy i € Pl(K)d}.

Il existe une constante c indépendante de h telle qu’on ait la majoration
d’erreur a posteriori suivante

N =

[u—uap|g1oyd + e —pallp2g) < ¢ ( ) (77%( +hic |If - th%Q(K)D
KeT,

Ne nécessite aucune condition inf-sup entre X; et M.
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Pour tout K dans 7;, on choisit successivement dans I’équation du
réesidu,
V égal a (vg,0) et v, €gal a 0, avec

VK=(fh—|—Auh—gradph)¢K sur K vi =20 SUFQ\K,

pour tout e dans &g, V €gal a (v¢,0) et v, €égal a 0, avec

ve = Lerx([Opuy, — ppn]ve) surk € {K,K'} ve=0 surQ\ (KUK,

V égal a (0,qx) et v, €gal a 0, avec

g = divuy,  sur K gk = 0. surQ\ K.

Puis on utilise les mémes inégalités inverses que précédemment.
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Theoreme. L’estimation suivante est vérifieée pour chaque indicateur
ni, K € 7,, et pour une constante c indépendante de K et de h :

e < e (10 = Wl gyt 10— Dl 2+ X el = Bl 2y

KCWEK

On obtient les méms propriétés d’'optimailté que pour I'équation de
Laplace.

Les indicateurs d’erreur sont faciles a calculer.

L’évaluation des indicateurs par problemes locaux nécessite des
problemes locaux réduits (et une condition inf-sup entre chaque paire
d’espaces locaux).
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e Equations de Navier—Stokes
J. Pousin, J. Rappaz
R. Verfurth
Aucune difficulté particuliere.
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Données : viscosité v = 1072 et vitesse tangentielle sur bord gauche

non nulle.
e=0,14 x 1072
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