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Chapitre 1

Rappels sur l'integration

1.1 Integrale de Riemann des fonctions en escalier

Soit [a,b] un intervalle fernd et bor@ deR. Une subdivision dda,b] et une suite fine et strictement
croissante de points de, b| telle que :

a=xg<x1 < - <xTpp =b.

Définition 1 Soit £ un espace noré Soitf : [a,b] — E. On dit quef est une fonction en escalier, s'il exitse
un subdivisioro = {xg,z1, - ,x,} de]a,b], telle quef soit constante sur chacun des intervalles ouverts
@i, ziva[, pour0 < i < n — 1. Une telle subdivision est dite asseea f.

Définition 2 Soitf : [a,b] — E une fonction en escalier. Seit= {x, z1,--- , x,} une subdivision assd
a f et soite; = f‘]z_ T On appelle inkgrale def sur[a, b] la somme ndée

n—1

b
/ fla)de = (w1 — zi)ci. (1.2)

1=0

Exercice Montrer que I'inegrale d’une fonction en escalig¢me cepend pas de la subdivisienassoctea f
qui est utili€e pour la calculer par la formule (1.1).

Proposition 1 (Propriétés de l'integrale) Notons paré([a, b], E') 'ensemble des fonctions en escalier sur
[a,b].
Relation de ChaslesPour toutf € £([a, b], F) et toutc € [a,b] On &

/f m—/f m+/f

Lin éarité. Pour tousf etg dansé([a, b], E) et tous Eels) ety on a

/ab(Aerug)( d:v—/\/f dx+u/b9

Croissance.Soientf et g dans&([a, b], R). Si pour toutz € [a, b], f(z) < g(z) alors

[ e < [ otwrae

Par congquent, sif > 0 sur|a alorsf f(z)dz > 0.
Majoration. Pour toutf € 5([ ,b, E)ona
b
< [ 156l

x)dx
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Inégalitée de Cauchy-SchwartzPour tousf etg dansé([a, b],R) on a

<( b s ) " (/ b oo )

Exercice Demontrer les@&sultats de cette proposition.

1/2

[ s

1.2 Integration des fonctions continues par morceaux

Dans la section @cedente on a morércomment irgrer les fonctions en escalier, qui sont des cas parti-
culiers de fonctions boées. Dans cette section nous allonggmer les fonctions continues par morceaux, en
les approchant par des fonctions en escalier.

Définition 3 Une fonctionf : [a,b] — E est dite continue par morceaux si et seulement s'’il existe une
subdivisions = (ao,--- ,a,) de [a,b] telle que pour tout € {0,---,n — 1} la restriction f|,, 4, SOit
continue et admette une limidegauche em; et une limitea droite ena; 1.

Théoreme 1 Soitf : [a,b] — E une fonction continue par morceaux.
— Il existe une suitéf,,) de fonctions en escalier§, : [a,b] — E qui converge uniforiament vers sur
[a, b].
— Si E est complet, alors pour toutes les suitgs) de fonctions en escaliers shr, b] convergeant uni-
formément verg sur [a, b], la suite (f;’ fn> converge dang vers une rame limite, appéle I'integrale

de f sur[a, b] et note

/[a,b] /= /abf = /a bf ()dt = lim ab falt)dt.

Proposition 2 (Propriétés de l'intégrale) NotonsC M ([a, b], E') 'ensemble des fonctions continues par mor-
ceaux suffa, b|.
Relation de ChaslesPour tout f € CM([a,b],E) et toutc € [a,b] on af € CM([a,c],E) et f €

CM(le,b), E) et b b
/af(ﬂc)dx:/:f(a:)dx—i—/c f(z)dz.

Lin éarité de I'intégrale.Pour tousf, g € CM([a, b], E') ettous EelsA et ona\f + ug € CM([a,b], E) et

b

/ab()\f + pg)(z)dz = )\/abf(x)dx + u/a g(z)dz.

Croissance.Pour tousf, g € CM(]a, b],R), si pour toutr € [a, b], f(x) < g(x) alors

[ e < [ gt

Par congquent, sif > 0 sur [a, b] alors f;’ f(z)dz > 0.
Majoration. Pour toutf € CM([a,b], E) on al| f| € CM([a,b],R) et

[ ] < [ 15

Inégalité de Cauchy-SchwartzPour tousf, g € CM([a,b],R)onafg € CM([a,b],R) et

<( b ) ) " (/ b glo)fds

1/2

[ 1@t
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Exercice Demontrer cette proposition.

Proposition 3 Soit f continue sufa, b] telle quef > 0 sur [a, b]. Alors
b
/ f(z)de =0= f=0sur[a,b].

1.3 Sommes de Riemann

Définition 4 Soit f : [a,b] — E une fonction. Soit = {z¢,z1, -+ ,z,}, telle quea = 9 < 1 < -+ <
x, = b, une subdivision dgu, b] et soit{ = {&o, &1, -+, &n—1}, telle ques; € [z, zi41],0=10,--- ,n—1,une
suite de points. On appelle somme de Riemanfi @gsockea o et la somme nde
n—1
R(f,0,) = (wit1 — =) f(&).
i=0

Théoreme 2 Si la fonctionf : [a,b] — E est continue par morceaux slir, b] alors, pour toute > 0 il existe
d > 0 tel que pour toute subdivision= {x¢, 21, - - , z,} et toute suite de points= {y, &1, ,&—1} Ona

b
Tipg —x; < deta; <& <apqppour0<i<n—1 = ‘R(f,a,f)—/ f(z)dz| < e.

Exercice Demontrer ce teoeme.



Chapitre 2

Int egrales gneralisees

2.1 Position du probeme

Dans le chapitre 1 on a rapgela cEfinition de l'integrale (si elle existe) d’'une fonction b@&m sur un
intervalle bor. Dans ce chapitre on endre la notion d'irigrale (si elle existed des fonctions non boees
ou des intervalles non bags (ou les deux). Plus@ci€ment, on veutgneraliser la notion d’iregrale et éfinir
l'intégrale @réralie (si elle existe)

/f(a:)dx (2.1)

I
ou I est un intervalle quelconque @eet f une fonction continue dventuellement non boge surl, ou non
définie en des points ise$ del. On dit que (2.1) est unietégrale geréraliseeou intégrale impropre Comme

on veut conserver I'additiét de I'integrale (Relation de Chasles) oeocdmposera TOUJOURS l'iagrale (2.1)
en une somme d'iégrales de la forme

b
/ f(z)dz, aveca < b < +ocetf : [a,b|— R continue
ou bien de la forme )
/ f(z)dz, avec — oo < a < betf :]a,b] — R continue

Par exemple on posera
/+°0 dr /—2 de /—1 de /0 dzx
oo 1= 1—a22 ), 122 1 1—22
n /1 dx N /2 dx n /+oo dx
0 17$2 1 ].*352 2 1*1‘27

ca l'intégrale consiérée est “impropre” entoo et en+1. L'intégrale suff — oo, +oo[ n'aura de sens que si
chacune des six iagrales dont elle est la somme existe.

Comme la situation suu, b] est analogua celle sura, b[, nous allons dans la suit&finir les inégrales
gérérali®es def sura, b[, aveca < b < +o00. On examine d'abord le cés= +oo, puis le cas 0b < +oo et
f est continue suju, b[ et non boree.

2.2 Intégrale sur un intervalle non borné

Soit f : [a, +0o[— R une fonction continue. Par cagguent/ est inegrable sur tout intervalli, ] avec
x > a, de sorte que le nombrg” f(t)dt est bien éfini.

Définition 5 On dit que I'iniegrale geréralisee (ou impropreya+C>C> f(t)dt existe (ou converge) Kin, .o [ f(t)dt
exite et est finie. Dans ce cas on note

/:OO ft)dt = lim /x Ft)dt.

T——+400

4
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Si cette limite n’existe pas ou bien est infinie on dira que&gnale diverge.

Exercice Déterminer la nature (convergente ou divergente) dégrates gréeralises suivantes
oo dt too gt oo dt oot teo
— —_— — — dt.
/0 1+t /0 L+t /1 t2’ /oo 1+t /oo

On a le esultat suivant qui est une c@tgience directe de la Bari€ de la limite.

Proposition 4 Si fa+°° f(t)dt et fa+°° b(t)dt convergent, alors pour tous nombresefs A et (i, fa+°°()\f +
ung)(t)dt converge et on a

+00 +oo oo
[ ossmma=x [ fwdeen [ gar

2.2.1 Fonctions positives

Théoreme 3 (Critere de comparaison)Si0 < f < g sur[a, +oo[ alors

+00 +oo
/ g(t)dt converge=- / f(t)dt converge

+oo +oo
/ f(t)dt diverge = / f(t)dt diverge

Comme une fonction croissante (iﬁaf f(t)dt) et borrée a une limite et qu’une fonction croissante et qui
n’a pas de limite tend versoo, on a le Esultat.

Exercice Rédiger les étails de la @monstration.

Théoreme 4 (Critere d’équivalence)Si f, g > 0 pourt assez grand et i ~ g quandt — +oo (c’esta dire
lim PG - 1), alors
t——+o0o g(t) — ’

+00 +oo
/ g(t)dt converge < / f(t)dt converge

Exercice Demontrer ce thoeme.

On utilise ces deux #emes pour comparer la fonctigndes fonctions deéférence donees dans la
proposition suivante

Proposition 5 (Fonctions de comparaison)
Int égrales de Riemann

—+00
/ o converge si et seulementsi> 1.
1

Intégrales de Bertrand:

+oo
——— converge si et seulementsi> 1 oua =1ets > 1.
/1 to(Int)? g “ p

Exercice Demontrer cette proposition.
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2.2.2 Fonctions de signe quelconque

Dapres le criere de Cauchy d'existence de la limite de la fonctjghf (¢)dt on a

Proposition 6 (Critére de Cauchy)Soit f : [a, +oo[— R une fonction continue. Alors

+0o0
/ f(t)dt converge< Ve > 03¢ > aVa', 2" € [¢, +00] f(t)dt| < e.

Définition 6 On dit quefJrOO t)dt est absolument convergentef§OO | f(t)|dt converge. On dit quéjoo f(t)dt
est semi convergente si elle est convergente mais pas absolument convergente.

Théeoreme 5 La convergence absolue d’uneégtrale implique sa convergence.

Pour cemontrer ce@&sultat, il suffit de constater que

x//

f(t)dt| < £ (®)ldt| .

et d'utiliser le criere de Cauchy.

Exercice Rédiger les étails de la @monstration.

2.3 Fonction non borrée sur un intervalle borné

Soit f : [a,b[— R une fonction continue. Par cceguentf est inégrable sur tout intervallg:, x] avec
a < x < b, de sorte que le nombrg” f(t)dt est bien éfini.

Définition 7 On dit que I'iniegrale geréralisee (ou impropreyf f(t)dt existe (ou converge) Kin, ., [ f(t)dt
exite et est finie. Dans ce cas on note

/ ft)dt = hm f( )dt
Si cette limite n’existe pas ou bien est infinie on dira queégnale diverge.

Exercice Déterminer la nature (convergente ou divergente) dégrates gréralises suivantes
/1 dt /1 dt Lat /+°° dt /+°° dt
o t’ 0o vVt o t* o 1+t o 17

On a le esultat suivant qui est une c@tgience directe de la Bari€ de la limite.

Proposition 7 Si f; f(t)dt et fab b(t)dt convergent, alors pour tous nombresets\ et u, f;(/\f + pg)(t)dt
converge eton a

b b b
[0t +ugwar=x [ e+ [ g
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2.3.1 Fonctions positives

Théoreme 6 (Critere de comparaison)Si0 < f < g sur[a, b alors

b b
/g(t)dtconverge:> / f(t)dt converge

b b
/ f(t)dt diverge = / f(t)dt diverge

Comme une fonction croissante (yiaf f(t)dt) et borrée a une limite et qu’une fonction croissante et qui
n’a pas de limite tend versoo, on a le Esultat.

Exercice Rédiger les étails de la @monstration.

Théoreme 7 (Critere d’équivalence)Si f,¢g > 0 pourt proche deb et si f ~ g quandt — b (C’esta dire

limy_p % =1), alors

b b
/g(t)dtconverge@ / f(t)dt converge

Exercice Demontrer ce teoeme.

On utilise ces deux #oremes pour comparer la fonctigndes fonctions deéféerence donees dans la
proposition suivante

Proposition 8 (Intégrales de RiemannBSoita < b alors (attention, I'inégrale est impropre en)

b
dt . .
/ ——— converge si et seulementsi< 1.
a (t - a)a
Exercice Deémontrer cette proposition.

2.3.2 Fonctions de signe quelconque
D'apres le criere de cauchy d’existence de la limite de la fonctjghf (¢)dt on a

Proposition 9 (Critere de Cauchy)Soit f : [a, b[— R une fonction continue. Alors

/x F(t)dt

Définition 8 On dit queff f(t)dt est absolument convergentef§i\f(t)|dt converge. On dit qu§f f(t)dt est
semi convergente si elle est convergente mais pas absolument convergente.

b
/ f(t)dt converge< Ve > 03c €la,b[Va', 2" € [c, b] <e.

Théeoreme 8 La convergence absolue d’uneégtrale implique sa convergence.



Chapitre 3
Series

Etant donge une suite,, dansR ou C, ou plus g¢réralement dans un espace vectofebn appelle érie
de terme gréralu,, la suite

Ug, Up + U1, U T UL+ U, Up H UL A Uy,

c'esta dire la suite> "}, uy) On note) _ u,, cette suite.

neN"

3.1 Rappels sur les suites

Définition 9 On dit qu’une suitéw,,) de nombresé&els (ou complexes) est convergente s'il eXisteR ou C,
appek la limite de la suite, tel quBm,,_, ; ~ |u, — | = 0. Onécrit alors

lim u,=10< lim |u, -1 =0« Ve>03INVn(n >N = |u, — 1| <e).

n—-+o00 n—-+o0o

Proposition 10 [Condition nécessaire et suffisante de convergended suite(u,,) converge si et seulement
si c’est une suite de Cauchy, c’'éstlire

Ve > 03NVDp, q(q,p > N = |up — uy| < e.

Définition 10 On dit qu'une suitgw,,) d'un espace noré(E, ||) est convergente s'il existec E, appek la
limite de la suite, tel quéim,,_, o ||u, — {|| = 0. Onécrit alors

lim w,=1< lirf |lun, —1|| =0 < Ve > 0INVn(n > N = |lu, — | < e).
n—-—r+oo

n—-4-o00

Proposition 11 [Condition nécessaire et suffisante de convergend@fns un espace complet, la suite, )
converge si et seulement si c’est une suite de Cauchy,xtist

Ve > 03NVp,q(g,p > N = |lup — ug < e

3.2 Sries dansRk ou C

3.2.1 Convergence et convergence absolue
Soit (u,,) une suite de nombreéels (ou complexes).

Définition 11 On dit que la &rie de terme gréral u,, (en abége la €rie " u,,) converge sila suitd ", ux

converge. Dans ce cas on note
o0 n
up = lim U
D ue= lim > uk
k=0 k=0
Si cette limite n’existe pas ou bien est infinie on dira queeldesdiverge.

8
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n n—1 i ;
Commeu,, = Y ;_yur — Y s_o Uk, ON & la proposition suivante
Proposition 12 [Condition nécessaire de convergenc&ji la frie ) u,, converge alordim,,_, 4 o u, = 0.

Le critere de convergence de Cauchy pour les suites donne la CNS de convergence suivante gries les s

Proposition 13 [Condition nécessaire et suffisante de convergended srie > u,, converge si et seulement
sila suite),_, uj, est de Cauchy, ce quiérit

q
> up converge< Ve > 03NVp,q(g > p > N = > w| <e.
k=p

Définition 12 [Convergence absolueOn dit que la &rie > u,, converge absolument si l&ge > |uy|
converge.

Proposition 14 La convergence absolue implique la convergence.

Ce resultat est une coaguence du critre de Cauchy et de la prop#é
q q
> uk] <) fugl-
k=p k=p

Exercice Déterminer la nature (convergente ou divergente) dasessuivantes
2n — 1 1 1
n — —_—
2" Xair 2w Zn(n+1)‘

On a le esultat suivant qui est une c@upience directe de la Barié de la limite.

Proposition 15 Si ) u,, et v, convergent, alors pour tous nombrezets\ et i, > (Au, + povy,) converge

etona
0o 0o o
n=0 n=0 n=0

3.2.2 Sriesatermes reels positifs

Théoreme 9 (Critere de comparaison)Si0 < u,, < v, alors

> v, converge= » " u, converge
Z u,, diverge = Z vy, diverge
Exercice Rédiger les étails de la @monstration.

Théoreme 10 (Critere d’équivalence)Siu,,, v, > 0 pourn assez grand et $i,, ~ v, quandn — +oo (c’est
adirelim, ;o 3 = 1), alors

> " u, converge< > " wv, converge

Exercice Demontrer ce thoeme.
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Théoreme 11 (Comparaison avec une iggrale) Soitny un entier positif. Soit
f : [no, +oo[— R

une fonction continue,&troissante et telle quiém;_. -, f(¢t) = 0. Alors la €rie >
seulement si I'irégrale impropre TI)OO f(t)dt converge.

f(n) converge si et

n>ng

PREUVE. Notonsu,, = f(n) pourn > ng. Commef est cecroissantey, < f(t) < ux_; pourt € [k — 1, k].
D'ou
k
ug < ft)dt < ug_q
k—1

Par congquent, si on note,, = [ | f(¢)dt, on a, en utilisant le crére de comparaison 9
> " u, converge< > v, converge

I suffit de remarquer alors que (montrer le)

+oo
Z v, Converge < / f(t)dt converge
no

Ce qui ackve la @monstration.
On utilise les tkoremes 9 et 10 pour comparer kriea des &ries de &ference donees dans la proposition
suivante

Proposition 16 Serie geométrique : Soita etr des nombreséels (ou complexes) alors
> " ar™ converge si et seulement/sj < 1.
Série de Riemann: Soita un nombre eel alors
1 . .
> — converge si et seulementcsi> 1.
n

Seérie de Bertrand : Soit« et 3 des nombreséel alors

1 . .
Y —— converge si et seulementsi> 1 oua = 1et8 > 1.
n(Inn)?

Exercices
1. Demontrer cette proposition.
2. Demontrer que si € C etRea > 1 alors) n% converge.

Théoreme 12 [Test de CauchyPoit) " u,, une €rie a termes positifs et soit
A = Iim (un )"

a) si\ < 1 la série converge,
alors b)si)\ > 1 la série diverge,
c) siA = 1 on ne peut rien conclure.

Théoreme 13 [Test de d’Alembert]Soit) " u,, une €rie & termes positifs et soit

—U 1
A\ = lim—*

Un

a) si\ < 1 la série converge,
alors b)si\ > 1 la série diverge,
¢) siA = 1 on ne peut rien conclure.
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Exercices
1. Démontrer ces deux §oemes.
2. Application : nature de lasie 3" u,, avecu,, = .

Proposition 17 Soitu,, une suite de nombre&els positifs tels quém,, . qu = A existe (lescas =0
et = +oo sont permis aussi) alomm,, . ;o (1n) /™ et on alimy,_. o0 (un)/™ = A.

Exercices
1. Demontrer cette proposition.

L . (n!)? L/n
2. Application : calculeagrfoo <(2n+1)'> .

3.2.3 Produit de Cauchy des&ries

Définition 13 On appelle produit de Cauchy desres)  u,, et> u,, dont lesélements sont darig ouC, la
série w,, définie par

n
Wp, = g URVUp—k = UQUp + U1VUp—1 + -+ + UpVy = g UpVq.
k=0 ptg=n

Théoreme 14 Si) " u, et u,, sont absolument convergentes aldrsw,, est absolument convergente et on a

X () ()

n=0

Exercices

1. Démontrer ce thoeme.

2. Application :Exponentielle complexe Démontrer que laé&ie ) - % est absolument convergente pour tout
z € C. On note par

o 2 n

—er=Y S 14242 4
exp(e) = =Y D =1 Db e D

n=0

sa somme et on I'appelle I'exponentielle du nombre complexilontrer que pour tous;, z; € C, on a
eF1t22 — p21p22

3.2.4 Sries semi convergentes

Théoreme 15 (®ries alternées)Soita,, une suite @croissante de nombregels positifs, telle quém,, ., a,, =
0. Alors la €rie > *(—1)"a,, est convergente et on a

n

> (DFap = > (—DFar| < anyr.
k=0

k=0

Exercices
1. Démontrer ce thome.

C , . : i -1
2. Application :Série de Riemann Démontrer quez (=1

na

converge si et seulementsi> 0.

Théoreme 16 (Regle d’Abel)Soientu,, etb,, des suites de nombresels ou complexes telles dlie,, , ; » a, =
0, la seriey " |an, — an41| cOnverge et la suitd,, = >, by, est borree. Alors la &rie ) a,,b,, converge.
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Corollaire 1 Soita,, et une suite @croissante de nombreéels telle quéim,, ., a, = 0. Soith,, une suite
de nombreséels ou complexes telle que la sullg = ;' by, soit borrée. Alors la &rie ) a,,b,, converge.

Exercices

1. Démontrer ce thoeme ainsi que son corollaire.

2. Application :Séries trigopnométriques. Soita,, une suite de nombregels positifs, droissante et qui tend
vers 0. Bmontrer que pour tout# 0 (mod2x), la srie Y a,e™ converge.

3.3 Series dans les espaces no@s

Soit (E, || - ||) un espace norénet soit(u,, ) une suite célements dev.

Définition 14 On dit que la &rie de terme gréral u,, (en abége la €rie " u,,) converge sila suitd ", ux
converge. Dans ce cas on note

Si cette limite n’existe pas on dira que lerge diverge.
Commeu,, = Y ;. ui — Zz;é ug, oNn a la proposition suivante
Proposition 18 [Condition nécessaire de convergenc&ji la frie ) u,, converge alordim,, .,  u, = 0.

Le critere de convergence de Cauchy pour les suites donne la CNS de convergence suivante gries les s

Proposition 19 [Condition nécessaire et suffisante de convergenc8i £ est complet, alors la&ie > " u,
converge si et seulement si la suitd’_ u;, est de Cauchy, ce quiégrit

q
> " u, converge< Ve > 03NVp,q(g > p> N = ||> wi| <e.
k=p

Définition 15 [Convergence absolueOn dit que la &rie > u,, converge absolument si l&sge > |ju, ||
converge.

Le résultat suivant est une carpience du ciéifre de Cauchy et de la propgé

q q
S | <3 gl
k=p k=p

Proposition 20 Si E est complet, alors la convergence absolue implique la convergence.
On a le esultat suivant qui est une c@upience directe de la Barié de la limite.

Proposition 21 Si ) u,, et v, convergent, alors pour tous nombrezets\ et i, > (Auy, + povy,) converge
etona

Z()\Un + l“}n) = AZun + szn'
n=0 n=0 n=0

On consi@re maintenant une afre normrgée(E, || -||), c’esta dire une algbre munie d’'une normeévifiant
en plus des propeies des norme liagalie

V(w,y) € B2, |zyl < zlly]-
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Définition 16 On appelle produit de Cauchy desarges) _ u,, et) " u,, dont lesélements sont dans, la strie
> wy, définie par

n

Wp, = g UEVUp—k = UQUp + U1Vp—1 + -+ + UpVy = g UpVq.
k=0 ptqg=n

Théoreme 17 Soit (£, || - ||) une algebre nornée compdte. Si)_ u,, et ) u, sont absolument convergentes
alors > w,, est absolument convergente et on a

S () (5)

Exercices

1. Démontrer ce thoreme.

2. Application :Exponentielle d’'une matrice On munit I'ensembleé” des matrice caée d’'une norme matri-
celle qui en fait une akgpre nornée (donc comgte). CEmontrer que la&yie) % est absolument convergente
pour toutA € E. Montrer que lagrie % est convergente. On note par

o0
A A A2 AP
_ A _
exp(4) =e _Zﬁ_l+ﬁ+§+m+ﬁ+m

n=0

sa somme et on I'appelle I'exponentielle de la matrceMontrer que pour toutes matricelset B qui com-

mutent, on @48 = e4eB.

Théoreme 18 (Regle d’Abel) Soit (£, | - ||) une algbre nornée compdte. Soient,, etb,, des suites dang
telles quéim,,—. o a, = 0, la serie )" ||a,, — an+1|| converge et la suitd,, = >, by est borree. Alors la
série ) ay,b, converge.

Exercice Demontrer ce thoeme.



Chapitre 4

Suites et €ries de fonctions

4.1 Convergence d’'une suite

Soit f,, : X — F une suite de fonction d’'un ensembievers un espace nogrt.

Définition 17 [Convergence simplePDn dit que la suité f,,) converge simplement vers la fonctipn X — FE
si pour toutr € X la suite f,,(x) converge verg(x). Onécrit alors

& Vo e X Ve>03ngVn(n>ng = ||fulz) — f(2)] <e).

Définition 18 [Convergence uniforme]On dit que la suitg f,,) converge unifor@ment vers la fonctioif :
X — FEsilasuitesup,cx || fn(z) — f(z)|| converge vers. Onécrit alors

unif .
fo=—f & lim sup|fu(z)— f(z)| =0
n—+00 pex

& VYe>03ng Ve e X Vn(n>ng=|fulx) — f(2)| <e).

Proposition 22 [Condition nécessaire et suffisante de convergend@h suppose que I'espadeest complet.
La suitef,, est convergente si et seulement si pour toat X la suite f,,(x) est de Cauchy, c’estdire

Vo € X Ve > 03ng Vp,q(q > no,p > no = || fp(z) — fo(z)|| <e).
La suite f,, est unifornément convergente si et seulement si elle est uniéfioremt de Cauchy, c’eatdire

Ve > 0 3ng Vo € X Vp,q(q > no,p > no = || fp(z) — fo(z)|| <e).

4.2 Convergence d’'une@rie

Soit f,, := X — FE une suite de fonction d’'un ensemblevers un espace nogt .

Définition 19 On dit que la &rie ) f,, converge simplement (resp. unif@ment) si la suite des sommes
partiellesd ), fi est simplement (resp. unifoément) convergente. On note

+00 n
> fu= lm > fi
k=0 k=

Proposition 23 [Condition nécessaire de convergencei la <rie > f,, converge simplement (resp. uni-
formément) alors la suit¢,, converge simplement (resp. unif@ment) vers 0.

14



CHAPITRE 4. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS 15

Proposition 24 [Condition nécessaire et suffisante de convergend@h suppose que I'espadeest complet.
La <trie ) f,, est convergente si et seulement si pour towt X la suite) ", fx(z) est de Cauchy, c’est
dire
Ve € X Ve > 03ng Vp,q(qg >p>no= ka < €).
k=p+1
La rie f,, est unifornément convergente si et seulement si la syite , fx(z) est unifornément de Cauchy,
c’esta dire

Ve > 03ng Vo € X Vp,q(q >p >no = ka < €).
k=p+1

Proposition 25 [Condition suffisante de convergence uniforme$i 'espacely est complet et sila&sie ) f,,
est normalement convergente, c’adlire s'il existe une&rie de nombreéels positifs convergenie a,, telle
que||fn(x)| < ay, pour toutr € X, alors elle est uniforl@ment convergente.

4.3 Propriéetés de la limite d’'une suite de fonctions

Théoreme 19 Soit f,, : X — FE une suite de fonctionséfinies sur une partieX d'un espace m@trique a

unif

valeurs dans un espace nogmv. Soita un point adieranta X. Si f,, — f et sil, = lim,_,, f,(z) existe
alors les limitedim,_,, f(x) etlim, ;o l,, €xistent et sorégales. En d’autres termes

lim lim f,(x) = lim lim f,(z).

r—a n—-+oo n—-+oo r—a

Ce résultat reste vrai 8i = +oc0 et f,, :]0, +oo[— E.

Corollaire 2 Soitf,, : X — FE une suite de fonctiongdinies sur une parti& d’'un espace ®@triquea valeurs

dans un espace no&t. Si f,, unif f et siles fonctiong;,, sont continues suk alors la fonctionf est continue
sur X.
unlf

Théoreme 20 Soit f,, : X — E une suite de fonctionsafinies sura, b] a valeurs dan. Sifn f etsi
les f,, sont inegrables sufa, b], alors f est iregrable surfa, b] et on aff f)dt = lim, o f fa(t)dt. En

d’autres termes ,
[ na= [ o

Théoréme 21 Soit f,, : X — E une suite de fonctions de clag3k définies sur un intervallé deR a valeurs
dansR. Sif, — fetf. ™% g alors f est de class€! eton af’ = g. En d’autres termes

(hm fn> = lim (f.) .

n—-+o0o n—-+o0o

4.4 Proprietés de la somme d’'uneérie de fonctions

Théeoreme 22 Soit f,, : X — FE une suite de fonctionséfinies sur une partiéX d’'un espace fetrique a
valeurs dans un espace nogmy. Soita un point adlgranta X. Sila €rie Z fn converge uniforament et si
Iy, = lim,_q fa(z) existe alors la limitdim,_, "7 f.(z) etla sommé_ >0 1, existent et soriégales. En

d’autres termes
o0 —+o00
lim ZO falz) = ZO lim f,(x)
n= n—=

Ce fésultat reste vrai 8i = +oo et f,, :]0, +oo[— E.
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Corollaire 3 Soitf, : X — E une suite de fonctiongfinies sur une parti& d’un espace @triquea valeurs
dans un espace no#rE. Si)_ f,, converge uniforlament et si les fonctiong, sont continues suk alors la
fonction" >0 f,, est continue suX .

Théoreme 23 Soit f,, : X — E une suite de fonctiongfinies sufa, b] & valeurs dan®. Si)_ f,, converge
uniformement et si leg,, sont inégrables sufa, b], alors la fonction_ >0 f,, estirégrable sur{a,b] et on a

b 0 too b
/ an(t)dt = Z/ fa(t)dt.
@ n=0 n=0"%

Théoréme 24 Soit f,, : X — E une suite de fonctions de clasdk définies sur un intervallé deR & valeurs
dansR. Si la €rie Y f,, est convergente et la&ése > f/ est unifornément convergente alors la fonction
+20 fn estde classé! eton a

+00 " 4oo
n=0

n=0

4.5 Lafonction ( de Riemann

On consi@re la fonction

définie surU = {s € C : Re(s) > 1}.
1. Montrer que la fonctiog est continue su/.

2. Montrer que la fonctiog est cerivable sufi1, +oo| et que sa @rivée est

—+00

)=y on

n=1

3. Montrer que la fonctiog est convexe suil, +oo[ (c’esta dire¢”(s) > 0 pour touts > 1).
4. Calculerlim,_,; ((s) etlims_y~ ((s) et dessiner le graphe de la fonction



Chapitre 5

Series enteres

Une €rie entére est uneé&ie ) f,, de fonctions éfinie surC de la formef,(z) = a,2", ol a,, est une
suite de nombre<els ou complexes.

5.1 Rayon de convergence
Soit) " a,z" une €rie entére. SoitkR = sup(A) ou
A= {r>0: lasuitea,r" est bore}.

Théoreme 25 Pour toutz € Con a
1.]z] < R =) a,z" est absolument convergente,
2.|z| > R =) a,z" est divergente.

Le nombreR est appe# le rayon de convergence de &ig ) a,,z". Noter queR > 0 ou bienR = +oc.
Le disqueD(0,R) = {z € C : |z| < R} s’appelle le disque de convergence deésies SiR = +oo
alors D(0, R) = C. Les criere de Cauchy et de d’Alembert de convergenceéliesa termes &els positifs
fournissent des formules pour calculer le rayon de convegrence cBuieesntere.
Proposition 26 Si L = lim,,_, 4 |an\% existe alorsk = 1/L.

SiL=1lim, 100 ‘“g—:l‘ existe alorsk = 1/L.

5.2 Convergence uniforme

Théoreme 26 Soit) | a,,(z) une €rie entére de rayon de convergenée> 0. Soitr €]0, R[. Alors > a,(z)
est normalement (donc unifoément) convergente sur le disque férfa € C : |z| < r}.

En géréral il N’y a pas de convergence uniforme sur tout le disque de convergence, comme le montre la

série geonetriqued | 2", de rayon de convergenée= 1, qui ne converge pas unifoément sutD (0, 1) car la
suitez" ne tend pas uniforement vers 0 sub (0, 1).

5.3 Serie dérivée d’'une €rie entiere
Définition 20 La <trie cérivée de la érie entere ) a, 2" estla €rie > (n + 1)an4+12".

Proposition 27 Une €rie entere et sa 8rie cérivée ont le rBme rayon de convergence.

17
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5.4 Propriétés de la somme d’'uneé&rie entiere

Soit>" a,2™ une €rie entere de rayon de convergenBe> 0. Soit
—+00
SO
n=0
définie pourz € D(0, R).

Théoreme 27 La fonctionf est continue sub(0, R).

Théoreme 28 Pour tout intervallela, b] C] — R, R[on a

b [+ +00 a . "
/Q<nzzoana:”>dxzzn+l(bn —a" )

n=0
Corollaire 4 Lafonctionf(z) = 3,7 a,2™ admet comme primitives spi R, R[ les fonctions > ;4eam 1+
C, ou C' est une constante.
Théoreme 29 La fonctionf (z) = Y2 a,2™ est cbrivable surfl — R, R[ eton a
+o00
(@) =3 (n+ Dagsaa™
n=0
Corollaire 5 La fonction f(z) = >/ a,z™ est de class€> sur] — R, R[ et pour tout entiem on a
f™(0) = nla,. Par congquent, pour tout: €] — R, R[, on a
“+o0o
f™o)
flz) = Z n'( )x (5.1)
n=0

La serie (5.1) s’appelle la&sie de Taylor dg en 0.

5.5 Fonctions developpables en@&ries enteres

Soit D un voisinage ouvert de 0 dafset soitf : D — R.

Définition 21 La fonction f est dite @veloppable en&ie entere (DSE) en 0 s'il existe unése entere
Y ana™ etunteelR > 0tel que] — R, R[C D et

- Zanx", pour toutz €] — R, R|.

Proposition 28 Une condition &cessaire pour qug soit DSE en 0 est qug soit de class€> en 0. Dans ce
cas les colleficients de l&sge entére > a,,z™ dont f est la somme sont doés par

AR
ool
Par congquent une fonction qui est DSE en 0 est la somme derade Taylor dans un voisinage de O.

Cette condition n’est pas suffisante. En effet la fonction

- eV si t#£0
f(x)_{o si t=0

est de classé> en 0 et pour tout entiet on af(™ (0) = 0 (montrer le), maig’ n'estégalea la somme de sa

n)
série de TayIOtZ+C>c> i (O)x dans aucun voisinage de 0, car la fonctfone s’annulle qu’en 0, alors que la
somme de sa&sie de taylor est nulle.
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Théoreme 30 La fonctionf est DSE en 0 si et seulement si il exigte- 0 tel que
1. f estde classé> sur| — R, R|.
2. pour toutz €] — R, R[on a

" f(k)
i (13- 740 <o
k=0 '

Corollaire 6 Pour que la fonctiory soit DSE en 0 il suffit qu'il exist& > 0 tel que
1. f soit est de classé™ sur| — R, R].
2. Il existeM > 0 tel que pour tout: €] — R, R|[ et pour toutn € N on ait

f ()] < M.

Pour cemontrer ce corollaire il suffit d’utiliser la formule de Taylor avec restégrel

e kZ_o Fpet = [T porevgan = T2 [0 o4 e
On a donc i .
‘f(x) - kzo f(kk):!(o)xk < M|gz|;;1 /01(1 —v)"dv = M(LZ:KT)'
Soitu, = % Par le criere de d’Alembert la&rie > u,, converge, dontim,,, o u, = 0.

5.6 Deéeveloppement enarie entiere des fonctions usuelles

2 n 100 _n
e = +x+2!+---+n!+~-;‘)n!, s
n=»
. x3+ e p2ntl N +<><>( Iy g2+l Ve R
smr=2— 4+ -+ (-1)'—x+ = 1)t T
3! (2n +1)! — (2n+ 1)V
2 2n +oo 2n
X X X
=1 g (1) - B e Vz eR
cos T +(—1) (2n)!+ 7;)( ) ) T €
3 2n+1 +oo ontl
T T xT
he — o4 4= e — v R
S TR v DA ;(2n+1)!’ re
2 2n 100 9n
€T €T x
he =14 — 4 - =N Vz e R
chr=ltort ot gyt ;)(Qn)!’ ve
-1 1D (—
(1+2)* = 1+aa:+a(a2')x2+--~+a(a )‘(a n)x”—l-”
. .
“+oo
1D —
_ Za(a ) (e ")x", Vo el —1,1]
n!
n=0
1 =
1+x:1—:1:+:c2+--'+(—1)"a:"+~-:Z(—l)"a:", Ve el —1,1]
n=0
1 <=2
m:1+m+x2+-~-+x"+---:zm”, Vo el —1,1]
n=0
2 n +oo n
X X X
In (1 —r— 4 (D) =) () Vo €] —1,1
n(l+z)=ux 5+ + (1) — Z( ) ot z €l - 1,1

n=0
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5.7 Exponentielle complexe

Pour toutz € C on céfinit e* par

22 Z" X
z f— —_— DY —_— e T —_—
e =ldzt ot ot _Zn!.
n=0
Ona
eV =1, Vzi1, z9 € C, e 11?2 — g#1e?2,
Par congquent
1 _
Vz € C, e # 0, et ;:ez.

Théoreme 31 La fonctionz — e* est un homomorphisme surjectif et non injectif du groupe additdfns le
groupe multiplicatifC*.

Cet homomorphisme de groupe n’est pas injectifeéaf’™ = ¢*. Par ailleurs on a
Vz € CYw e C* e =w< z=Inw|+i(Argw + 2kn)
ou Arg(w) est 'argument du nombre complexe non ayic’esta dire I'unique el tel que-7 < Arg(w) < =

et

w = |w|eAE®),

Exercice Demontrer que I'application
z=x+iy+— e =e*(cosy +isiny)

est un diftomorphisme d& = {(z,y) € R? : |y| < 7} dansV = R?\ {(u,0) : v < 0}.

L'applicationz — e* est donc bijective d& dansV. Sa reciproque est apjgel la fonction logarithme. Elle
est cefinie deV’ dansU par
Logw = In |w| + iArgw.



Chapitre 6

Series de Fourier

6.1 Coefficients de Fourier

Soite, une suite de nombres complexes. On noteErcnei”t la frie

neZ
Z cnel™ = co + Z (cnei”t + c_ne*i”t) )
nez n>1
Comme on a . .
e = cos(nt) + isin(nt), e ™ = cos(nt) — isin(nt),

on peutécrire aussi

int _ Q0 .
Z cne™ = o + Z; (an cos(nt) + by, sin(nt))

ne” n>1
avec
Qn = Cp + C_n, by = i(cn, —c—p) pour toutn > 0.
Ces derrgreséquations soriquivalentes
an — ib a ib
ey = ——" Cop = Gn * On pour toutn > 0.
2 2
“+o00
Proposition 29 Supposons que l&se) c,e™ soit unifornément convergente. Sditt) = Z cpel™
n=—oo
sa somme. Alors on a
1 21 -
Cp = — t)e "™ dt.
=g ) W

En notation trigonorétrique on a : sif(¢) est la somme d’uneesie unifornement convergente

F(t) = % + 3 (an cos(nt) + by sin(nt)) ,

n>1
alorson a
1 27 1 21
an = — f(t) cos(nt)dt, b, = — f(t) sin(nt)dt.
m™Jo m™Jo
Pour la @monstration on pose
+o0o
f(t)eimt _ Z Cnei(nfm)t.
n=—oo

Comme la &rie converge uniforément on peut iggrer termex terme. On obtient

27 ) +oo 2m
f(t)e™dt = Z cn/ It = 2mey,.
0

n=—oo

0

21
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Définition 22 Soitf : R — C une fonctior2z-péridoique et continue par morceaux. On appelle coefficients
de Fourier def les nombres complexes

2w
en(f) = % ; f(t)e ™t n € 7,
ou bien les nombres complexes
1 2 1 2
an(f) = — f(t) cos(nt)dt, bu(f) = — f(t) sin(nt)dt, n e N.
m™Jo ™ Jo

La serie de Fourier de la fonctiorf est la €rie

ch(f)emt —I—Z an(f)cos(nt) + b, (f)sin(nt)) .

ne”L n>1

ExercicesDémontrer les propgits suivantes
1.Sif : R — Ralorsa,(f) etb,(f) sont gels etc_,,(f) = c,(f).
2. Lesa,, b, etc, sont lincaires ery :

an(Mf 4 1g) = Aan(f) + pan(g),  bu(Af + pg) = Aba(f) + pbn(yg),

cn(Af + pg) = Aen(f) + pen(g).

3. On peut remplacer l'intervalle d’iagration|0, 2] par n'importe quel intervalle de longue@, par
exemple par l'intervallé—, 7r]

4. Si f est paire alora, (f) = 2 [, f(t) cos nt)dt etb (f) 0.

5. Si f est impaire alor&n(f) =0 etb =2 [T f(t) sin(nt)dt.

6.2 Convergence de laarie de Fourier

La serie de Fourierz cn(f)e™ d’une fonctionf est-elle convergente ? Si oui, sa somme estégjidea

neZ
la fonction f. La reponse est do@e par le ttoeme suivant

Théoreme 32 [Theoréme de Dirichlet]. Si f est de class€' par morceaux alors laérie de Fourier def est
simplement convergente et on a

ff en( ) :{ f@) si f est continue en

w si f n’est pas est continue én

n=—oo

Si de plusf est continue alors laérie de Fourierz cn(f)e™ est normalement, donc unifoement conver-

neL
gente et sa somme é&galea f(t).

On a aussi legsultat suivant qui est vrai@me si la fonctiory’ est seulement continue par morceaux.

Théeoreme 33 [Formule de Parseval]Si f est continue par morceaux on a

™

+oo |a0 1
> featn)ft = lolOF L Z(\an )+ () = o [ 1P

n=—oo -
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6.3 FonctionsT-périodigues

Définition 23 Soitf : R — C une fonctiorl-péridoique et continue par morceaux. On appelle coefficients de
Fourier de f les nombres complexes

e 2
Wl =7 [ fOeF @ ne.

ou bien les nombres complexes

an(f) = ;/OTf(t) cos (n?t) dt, bu(f) = ;/OT f(t)sin <n217jt> dt, n € N.

La <rie de Fourier de la fonctiorf est la €rie

S ea(f)en Tl = “Oéf) +> <an(f) cos <n2T”t> + bo(f) sin (ﬁ%)) :

nez n>1

Le theoeme de Dirichlet est vrai. La formule de Parseval devient

400 a 2 +oo T
S ey = o) #32 ( P+ o) = 7 [ e

4 T

n=—oo



Chapitre 7

Int égrales gneralisees @pendant d'un
parametre

7.1 Convergence simple et convergence uniforme

Soit f : [a,b[xI — R, (t,z) — f(t,x), une fonction, avea < b < +oo et un intervalle deR.
On suppose que pour tout € I la fonctiont — f(¢,z) est continue par morceaux sSir, b[, de sorte que
l'int 'egralef; f(t,x)dt a un sens pour tout € [a,b[. On se propose étudier la limite, lorsqu’elle existe, de
cette inégrale lorsque tend vers.

Définition 24 On dit que I'inEgrale ¢gréralisée (ou impropre)ff f(t, x)dt converge simplement sdirsi pour
toutz € I lime_.pccp fac f(t, z)dt exite et est finie. Dans ce cas on note

b c
Fz) = / F(ta)dt = lim / F(t,2)dt.
a c—b,e<h [,
Par congquent

F(z) converge simplement stlir<  lim
c—b,c<b

/bf(t,m)dt’ = 0.

On dit que l'inégrale garéraliséeff f(t, x)dt converge uniforrament sud si

lim sup
c—b,c<b g

b
/ f(t,x)dt’ ~0.

7.2 Continuité, integration et dérivabilit &

Théoreme 34 Soit f : [a,b[x] — R une fonction continue sufa, b[xI. Si l'intégrale fff(t, x) est uni-
formément convergente silralors la fonctionF'(x) = fab f(t, z) est continue suf.

Théoreme 35Soit f : [a,b[x[c,d] — R une fonction continue suf, b[x 1. Si l'intégrale ff f(t,z)dt est
uniformément convergente s, d] alors on a

/Cd [/abf(t,x)dt] dx:/ab [/Cdf(t,x)dx] dt.

Théoreme 36 Soit f : [a,b[xI — R une fonction continue sym, b[x I. On suppose que lzédivées partielle

% : [a,b[xI — R est continue sufa,b[x . Si I’int'egralef;7 f(t,z) est convergente sur et si I'intégrale

fb 91 (¢, 2')dt est unifornément convergente siliralors la fonctionF (z) = f: f(t,x) est cerivable surl et on

a Oz

a

b
F'(:U):/ %(t,x)dt.

24
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7.3 Convergence domige

Une condition suffisante (et paécessaire) pour que I’ic’agraleff f(t, x)dt soit uniformement convergente
surl est quelf (¢, z)| soit majoée pour tout: € I, par une fonctiory(¢) qui soit inegrable sufa, b], c’esta
dire telle que I mégralef g(t)dt converge. En effet dans ce cas on a

lim sup
c—b,e<b g1

b b
/ f(t,a:)dt‘ < lim g(t)dt = 0.
c c—b,e<h /.

Par congéquent on a

Proposition 30 S'il existeg : [a,b[— R telle quef g(t)dt converge et pour tout € 7 on a|f(t,z)| < g(t)
alors f(f f(t, x)dt est unifornément convergente sir

Théoreme 37 Soit f : [a,b[xI — R une fonction continue sula, b[xI. S'il existeg [a,b]— R telle que

f g(t)dt converge et pour tout € I on alf(t,z)| < g(t) alors la fonctionF'(z f f(t,x) est continue
surl.
Théoreme 38 Soit f : [a, b[x[c, d] — R une fonction continue sug, b[xI. S'il existeg : [a, b[— R telle que

f g(t)dt converge et pour tout € I on a|f(t,z)| < g(t) alorson a

/Cd [/abf(t,x)dt] dx:/ab [/Cdf(t,m)dx] dt.

Théoreme 39 Soitf : [a,b[xI — R une fonction continue sy, b[x I. On suppose que laédivees partielle

% : la,b[xI — R est continue sufa,b[x. Si l'intégrale fbf (t,z) est convergente suf et s'il existe

g : [a,b[— R telle quef g(t)dt converge et pour tout € I on a ‘af (¢, a:)) < ¢(t) alors la fonction
F(z) = fa f(t,x) est crivable surl et on a

Flay= [ 2

—(t, x)dt.

7.4 LafonctionI d'Euler

On consi@re la fonction
+oo
I'(x) :/ e 't at
0

déefinie pourz > 0. Comme cette irigrale est impropre en 0 et efvo, Sa convergencequivauta la conver-
gence des deux iagrales

1 400
Fi(x) :/ e 't 1dt, Fy(x) :/ ettt ar.
0 1

Montrer que I'inégraleF; est convergente si et seulement sk 0.
Montrer que l'inégraleF; est convergente pour toutc R.
Montrer que la fonctiof' est continue.

el

Montrer que la fonctiol' est cerivable et que saativéee est
+oo
IM(x) = / e t(Int)t* L
a

5. Montrer que pourtout > Oonal'(z+1) = zI'(z) eten éduire que pour tout € Non al'(n+1) = n!.



Chapitre 8

Equations differentielles

8.1 Methodes classiques d’irggration
8.2 Theoreme de Cauchy-Lipshitz
8.3 Sysemes lireaires

8.4 Equations lineaires d’ordre n
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