Université de Haute-Alsace
L1 - Théorémes fondamentaux d’analyse et d’algebre

Feuille d’exercices n°4
Fonctions d’une variable réelle
Limite - Continuité

Exercice 1. Etudier les limites suivantes :

z’ +5 e +5

i) ————— en + 0. 1) ——— en + o0. ii1) Va2 +2r —x en + 00.

5e3r 4 2

en 4. v) Vad+x2—1—2 en + oo.

5x3 — 22 4+ 2
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i) 2 —5x+4

Exercice 2. a) Montrer que la fonction f(z) = cos(z) n’admet pas de limite en

+00.
cos(z)

b) Montrer que lim =0.
r—+00 x

c¢) Etudier la continuité de la fonction f : R — IR définie par

Fa) = z sin (;) six#0
0 siz=0

Exercice 3. Soit f: R — IR la fonction définie par

0 si r<2

b
fl@)=Sa-—- si 2<z<4
X

1 si x> 4.

Déterminer les réels a et b pour que cette fonction soit continue sur IR.

Exercice 4. a) Etudier et représenter graphiquement la fonction f(x) = x— E(x).

b) Pour quelles valeurs du réel a la fonction g(z) = (x — E(x))(x — E(x) — a)
est-elle continue sur R 7 Quel est alors son graphe 7

Exercice 5. Montrer que toute fonction f périodique qui admet une limite finie
en +oc est constante.

Exercice 6. a) Etudier les limites en 0 des fonctions suivantes définies sur IR}, :

i) folz) =E (%) , i) fi(z) =2FE (%) . i) fo(z) = 2°E (%) _

b) Quels sont les points ol fo est continue ? Donner les limites de fo & droite et
a gauche en un point de discontinuité.

Exercice 7. On consideére la fonction f : IR — IR définie par

)1 si zeQ
f(m)_{o siz ¢ Q.

Montrer que f est discontinue en tout point de IR.

Exercice 8. Soit f une fonction continue sur IR telle que

V(r,y) € R, f(z+y) = f(z) + f(y).

Déterminer f sur IN, puis sur QQ et enfin sur RR.

Exercice 9. a) Soit f une fonction continue sur un segment I = [a, b] tel que
f(I) € I. Montrer que f admet un point fixe, c’est-a-dire qu’il existe zq € [a, b]
tel que f(zo) = xo.

b) Soit f une fonction continue et strictement décroissante sur IR. Montrer que f
admet un unique point fixe.

Exercice 10. a) Soit f : [0,1] = IR une fonction croissante. Montrer que f a une
limite a droite en 0, une limite a gauche en 1 et des limites a droite et a gauche
en tout point zg €]0,1].

b) Montrer qu'une fonction f croissante et surjective de [0,1] dans [0,1] est con-
tinue.

f(@)

c) Soit f une fonction croissante de IR’ dans IR telle que la fonction g(x) = =

soit décroissante sur IR’ . Montrer que f est continue sur IR, .

Exercice 11. Soit f une application définie et continue sur R" qui tend vers
400 en +00. Montrer que f est minorée et atteint sa borne inférieure.



