
Universit�e de Haute-AlsaeL1 - Th�eor�emes fondamentaux d'analyse et d'alg�ebreFeuille d'exeries nÆ6Espaes vetoriels, appliations lin�eairesFormules de TaylorExerie 1.a) Dans l'ensemble E des suites (un) �a valeurs dans un orps ommutatif K (eng�en�eral K = IR ou K = C ), on pose (un)+(vn) = (un+vn) et �(un) = (�un)pour tout � 2 K . Montrer que et ensemble E est ainsi muni d'une strutured'espae vetoriel sur K .b) On dit qu'une suite (un) de E satisfait une r�eurrene lin�eaire d'ordre p s'ilexiste des onstantes a1; a2; : : : ; ap telles que8n 2 IN; un+p = a1un+p�1 + a2un+p�2 + : : :+ apun: (1)Si de plus, on ajoute une onstante b �a la �n de ette formule, on dirar�eurrene aÆne.1) Montrer que l'ensemble E des suites r�eurrentes d'ordre p v�eri�ant larelation (1) est un sous-espae vetoriel de E.2) On d�e�nit l'appliation L : E ! K p parL(u) = (u0; u1; u2; : : : ; up�1):Montrer que L est un isomoprphisme d'espae vetoriel. En d�eduireque la dimension de E est p.3) On appelle �equation arat�eristique de la r�eurrene lin�eaire,l'�equation : xp = a1xp�1 + a2xp�2 + : : :+ ap�1x+ ap:Montrer, dans le as p = 2, que si l'�equation arat�eristique admetp raines distintes r1, r2, . . . , rp, alors les p suites g�eom�etriques deraison ri forment une base de l'espae vetoriel E .
) On onsid�ere la suite de Fibonai (Fn) et la suite de Luas (Ln) d�e�niespar 8><>:F0 = 0;F1 = 1;Fn+2 = Fn+1 + Fn et 8><>:L0 = 1;L1 = 3;Ln+2 = Ln+1 + LnExprimer les suites (Fn) et (Ln) en fontion de n. Trouver une relationentre (Fn) et (Ln).Exerie 2. Dans l'espae vetoriel E des fontions f(x) d'une variable r�eelled�e�nies sur un intervalle [�a;+a℄, que peut-on dire de l'ensemble P des fontionspaires et de l'ensemble I des fontions impaires ?Exerie 3. Caluler la limite quand x tend vers 0 dei) ax � bxx ; (a > 0; b > 0);ii) (osx) 1sin2 x ;iii) sinx+ shx� 2xln(1 + x5) ;iv) (1 + x)x � (1� x)�xsin3 x os2 x :Exerie 4. Caluler la limite quand x tend vers l'in�ni dey = e 1x � os � 1x�1�q1� 1x2 :Exerie 5. On onsid�ere la fontion f : [��=2; �=2℄ ! IR d�e�nie par f(x) =ln(1 + os(x)). Montrer que pour x 6= 0, on a :ln 2� x24 � x412 < f(x) < ln 2� x24 � x496 :On utilisera la formule de Taylor ave reste de Lagrange.


