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i
es nÆ6Espa
es ve
toriels, appli
ations lin�eairesFormules de TaylorExer
i
e 1.a) Dans l'ensemble E des suites (un) �a valeurs dans un 
orps 
ommutatif K (eng�en�eral K = IR ou K = C ), on pose (un)+(vn) = (un+vn) et �(un) = (�un)pour tout � 2 K . Montrer que 
et ensemble E est ainsi muni d'une stru
tured'espa
e ve
toriel sur K .b) On dit qu'une suite (un) de E satisfait une r�e
urren
e lin�eaire d'ordre p s'ilexiste des 
onstantes a1; a2; : : : ; ap telles que8n 2 IN; un+p = a1un+p�1 + a2un+p�2 + : : :+ apun: (1)Si de plus, on ajoute une 
onstante b �a la �n de 
ette formule, on dirar�e
urren
e aÆne.1) Montrer que l'ensemble E des suites r�e
urrentes d'ordre p v�eri�ant larelation (1) est un sous-espa
e ve
toriel de E.2) On d�e�nit l'appli
ation L : E ! K p parL(u) = (u0; u1; u2; : : : ; up�1):Montrer que L est un isomoprphisme d'espa
e ve
toriel. En d�eduireque la dimension de E est p.3) On appelle �equation 
ara
t�eristique de la r�e
urren
e lin�eaire,l'�equation : xp = a1xp�1 + a2xp�2 + : : :+ ap�1x+ ap:Montrer, dans le 
as p = 2, que si l'�equation 
ara
t�eristique admetp ra
ines distin
tes r1, r2, . . . , rp, alors les p suites g�eom�etriques deraison ri forment une base de l'espa
e ve
toriel E .

) On 
onsid�ere la suite de Fibona

i (Fn) et la suite de Lu
as (Ln) d�e�niespar 8><>:F0 = 0;F1 = 1;Fn+2 = Fn+1 + Fn et 8><>:L0 = 1;L1 = 3;Ln+2 = Ln+1 + LnExprimer les suites (Fn) et (Ln) en fon
tion de n. Trouver une relationentre (Fn) et (Ln).Exer
i
e 2. Dans l'espa
e ve
toriel E des fon
tions f(x) d'une variable r�eelled�e�nies sur un intervalle [�a;+a℄, que peut-on dire de l'ensemble P des fon
tionspaires et de l'ensemble I des fon
tions impaires ?Exer
i
e 3. Cal
uler la limite quand x tend vers 0 dei) ax � bxx ; (a > 0; b > 0);ii) (
osx) 1sin2 x ;iii) sinx+ shx� 2xln(1 + x5) ;iv) (1 + x)x � (1� x)�xsin3 x 
os2 x :Exer
i
e 4. Cal
uler la limite quand x tend vers l'in�ni dey = e 1x � 
os � 1x�1�q1� 1x2 :Exer
i
e 5. On 
onsid�ere la fon
tion f : [��=2; �=2℄ ! IR d�e�nie par f(x) =ln(1 + 
os(x)). Montrer que pour x 6= 0, on a :ln 2� x24 � x412 < f(x) < ln 2� x24 � x496 :On utilisera la formule de Taylor ave
 reste de Lagrange.


