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RESUME. Le fonctionnement et le développement des organismes vivants sont contr6lés par des
réseaux complexes de génes, protéines, petites molécules et leurs interactions, appelés réseaux
de régulation génique. Nous discutons dans cette revue une méthode de modélisation et de simu-
lation qualitative de réseaux de régulation génique, bien adaptée au manque actuel de données
biologiques quantitatives et précises. Cette méthode est basée sur une classe d’équations dif-
férentielles linéaires par morceaux (LPM) possédant des propriétés mathématiques favorables.
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Nous décrivons quelques résultats de base concernant la dynamique de systemes LPM, intro-
duisons une abstraction discréte sur laquelle repose la méthode de simulation qualitative et
illustrons notre approche avec une application concernant la réponse au stress nutritionnel de
la bactérie Escherichia coli.

ABSTRACT. The functioning and development of living organisms is controlled by large and com-
plex networks of genes, proteins, small molecules, and their interactions, so-called genetic
regulatory networks. In this review we discuss a method for the qualitative modeling and sim-
ulation of genetic regulatory networks which is well-adapted to the current lack of precise and
quantitative biological data. The method is based on a class of piecewise-linear (PL) differ-
ential equation models with favorable mathematical properties. We review some basic results
concerning the dynamics of PL systems, describe a discrete abstraction underlying the qualita-
tive simulation method, and illustrate our approach by means of an application in the context
of the nutritional stress response in the bacterium Escherichia coli.

MOTS-CLES : Réseaux de régulation génique, modélisation et simulation qualitative, équations
différentielles linéaires par morceaux, abstractions discrétes, Genetic Network Analyzer (GNA),
réponse au stress nutritionnel, Escherichia coli

KEYWORDS: Genetic regulatory networks, qualitative modeling and simulation, piecewise-linear
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1. Introduction

Le fonctionnement et le développement des organismes vivants sont contrdlés par
des réseaux complexes de genes, protéines, petites molécules et leurs interactions, ap-
pelés réseaux de régulation génique. Grace aux efforts concertés de la génétique, de
la biologie moléculaire, de la biochimie et de la physiologie, des quantités énormes
de données ont été accumulées sur les composants de ces réseaux. Mais de fagon
surprenante, malgré les nombreuses avancées dans la caractérisation de la structure
des réseaux, il n’est actuellement pas bien compris comment le comportement des
systemes contrdlés par ces réseaux émerge des interactions entre leurs composants.
Ceci a incité un nombre croissant de chercheurs a passer de I’étude de la structure a
celle du comportement des réseaux de régulation génique, dans le cadre d’un mouve-
ment plus large, aussi bien nommé génomique fonctionnelle, biologie des systemes
ou encore biologie intégrative (Bower et al.,, 2001; Collado-Vides et al.,, 1996; Ki-
tano,, 2001; Szallasi et al.,, 2006; Pécou et al.,, 2006).

Ces dix derniéres années, la boite a outils du biologiste moléculaire a été étendue a
des techniques expérimentales & haut debit de transcriptomique, de protéomique et de
métabolomique. Ces techniques permettent d’étudier a I’échelle du génome la struc-
ture et le comportement des réseaux de régulation génique (Goodacre et al.,, 2004;
Lockhart et al.,, 2000; Mockler et al.,, 2005; Pandey et al.,, 2000; Sauer,, 2004; Zhu et
al.,, 2003). Il est cependant clair qu’en plus d’outils expeérimentaux puissants, I’étude
du comportement des réseaux de régulation génique doit faire appel a des outils ma-
thématiques et informatiques. En effet, étant donné que la plupart des réseaux d’inté-
rét biologique sont constitués d’un grand nombre de composants impliqués dans des
boucles de rétroaction complexes, la prédiction du comportement du systéme par un
simple raisonnement intuitif devient rapidement infaisable. L’ utilisation combinée de
modeéles mathématiques et d’outils informatiques permet au contraire de décrire le
réseau de facon claire et précise et de prédire son comportement, a la fois systémati-
guement et efficacement.

Plusieurs méthodes de modélisation, analyse et simulation de réseaux de régula-
tion génique ont été proposées ces vingt dernieres années (de Jong,, 2002; Hasty et
al.,, 2001; McAdams et al.,, 1998; Smolen et al.,, 2000). Cependant, ces travaux se
sont essentiellement focalisés sur deux approches, basées respectivement sur I’ utilisa-
tion d’équations différentielles et d’équations maitresses stochastiques. L application
de ces derniéres repose sur des théories bien établies décrivant la cinétique de systémes
de réactions biochimiques, aussi bien d’un point de vue déterministe que stochastique
(Cornish-Bowden,, 1995; Gillespie,, 1992; Heinrich et al.,, 1996; van Kampen,, 1997).
Plusieurs méthodes mathématiques et outils informatiques permettent de transformer
les équations d’un modeéle en prédictions testables expérimentalement. De nombreux
exemples témoignent de la capacité des approches classiques a permettre d’appréhen-
der le fonctionnement de réseaux de régulation génique d’importance biologique, tels
que le réseau contrélant la réponse d’Escherichia coli a I’infection par le bactério-
phage X\ (Arkin et al.,, 1998; McAdams et al.,, 1995), la régulation du cycle cellulaire
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chez la levure et les eucaryotes supérieurs (Tyson et al.,, 2001) ou encore, le contréle
du rythme circadien chez la drosophile (Leloup et al.,, 2003).

Les approches classiques permettent de faire des prédictions numériques précises
sur les propriétés dynamiques déterministes ou stochastiques des réseaux de régulation
génique. Cependant, dans la plupart des cas, I’application d’équations différentielles
et d’équations maitresses stochastiques est loin d’étre évidente. Premiérement, les in-
teractions mettent en jeu des réactions biochimiques dont le mécanisme n’est souvent
pas connu ou alors de fagon incompléte, ce qui complique la formulation des modéles.
Deuxiemement, les données quantitatives sur les parametres cinétiques et les concen-
trations moléculaires sont généralement absentes, méme dans le cas de systémes bien
connus, ce qui rend les méthodes numériques standards difficiles a appliquer.

En pratique, le modélisateur dispose d’informations bien plus faibles sur les com-
posants du réseaux et leurs interactions. Typiquement, au lieu de détails sur le mé-
canisme par lequel une protéine régule I’expression d’un géne, il sait seulement si la
protéine active ou inhibe ce gene. Et quand bien méme il a été montré, par exemple,
que la protéine se fixe & un ou plusieurs sites dans la région promotrice du géne, les
valeurs numériques des constantes de dissociation et des autres parameétres ne sont
souvent pas disponibles. 1l est possible au mieux d’inférer que la protéine régulatrice
se fixe fortement ou faiblement a I’ADN, avec une affinité plus forte pour un site
qu’un autre. Méme si le développement de techniques permettant une caractérisation
plus fine et plus quantitative des processus cellulaires est un domaine en pleine ex-
pansion (Levin et al.,, 2004; Mihalcescu et al.,, 2004; Phair et al.,, 2001; Shav-Tal et
al.,, 2004), I’essentiel des progres des techniques expérimentales va plus dans le sens
d’une augmentation du nombre d’observations simultanées que dans la précision des
mesures.

Au-dela de ces considérations pratiques, on peut se demander si des informations
quantitatives précises sont vraiment essentielles pour comprendre le fonctionnement
des réseaux de régulation génique. En fait, on peut raisonnablement faire I’hypothése
que de nombreuses propriétés dynamiques importantes des systémes vivants, telles
que la réponse d’une cellule bactérienne a la perturbation de son environnement, ne
dépendent pas de valeurs numériques précises, ou méme d’un mécanisme réaction-
nel spécifique. Alors qu’en général différents individus d’une méme espéce se déve-
loppent ou répondent & une perturbation de la méme fagon, il est fortement probable
que les valeurs des parametres décrivant les interactions varientd’un individu a I’autre,
du fait du polymorphisme génétique ou de fluctuations physiologiques. De méme, du
fait de la diversification des espéces au cours de I’évolution, des espéces différentes
peuvent créer la méme fonction régulatrice par des mécanismes différents (Rao et
al.,, 2004). En d’autres termes, les propriétés dynamiques qualitatives, c’est-a-dire,
les propriétés qui sont invariantes pour une certaine gamme de valeurs de paramétres
et de mécanismes réactionnels, pourraient étre plus importantes que les propriétés
dynamiques quantitatives. Les propriétés qualitatives décrivent la connection étroite
existant entre le comportement du systeme et la structure du réseau d’interactions,
indépendamment des détails quantitatifs de ce dernier.
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Pour I’ensemble des raisons décrites ci-dessus, il y a aujourd’hui un intérét crois-
sant pour les approches qualitatives de modélisation, d’analyse et de simulation
des réseaux de régulation génique et des autres réseaux d’interactions biologiques.
Ces approches ont toutes en commun le fait d’étre capables d’inférer des proprié-
tés qualitatives de la dynamique du systéme & partir des données incomplétes ou
non quantitatives. Ceci n’exclut évidemment pas que des variantes de ces approches
peuvent également étre utilisés pour faire des prédictions quantitatives a partir de mo-
deles trés détaillés. Parmi les approches qualitatives nous citons : réseaux booléens
(Kauffman,, 1993; Thomas et al.,, 1990), réseaux de Pétri (Koch et al.,, 2005; Simé&o et
al.,, 2005), graphes (dirigés) (Barabasi et al.,, 2004; Shen-Orr et al.,, 2002), algébres
de processus (Regev et al.,, 2001), équations différentielles qualitatives (Heidtke et
al.,, 1998), automates hybrides (Ghosh et al.,, 2004). Plusieurs revues ont justifié
I’utilisation des approches qualitatives, et les ont comparées avec des formalismes
existants (de Jong et al.,, 2003b; Gagneur et al.,, 2005).

L’objectif de cet article est de donner une revue d’une méthode particuliére de mo-
délisation et de simulation des réseaux de regulation génique (de Jong et al.,, 2004b),
basée sur une classe d’équations différentielles linéaires par morceaux (LPM) propo-
sée il y a une trentaine d’années par Glass et Kauffman (Glass et al.,, 1973). Tout en
faisant abstraction des mécanismes réactionnels précis, les modéles LPM décrivent
des aspects essentiels de la régulation génique. Leur forme mathématique simple per-
met en outre I’analyse qualitative du comportement du réseau de régulation génique
(Coutinho et al.,, 2006; Edwards,, 2000; Edwards et al.,, 2001; Farcot,, 2006; Gouzé
et al.,, 2002; Glass et al.,, 1978; Mestl et al.,, 1995; Plahte et al.,, 2005). Plus pré-
cisément, la méthode présentée dans cet article décrit la dynamique qualitative d’un
systeme LPM a I’aide d’un graphe dit de transition, constitué d’états qualitatifs et de
transitions entre états qualitatifs. Les états qualitatifs correspondent & des régions de
I’espace de phase dans lesquelles le systeme se comporte de fagon qualitativement ho-
mogene, alors que les transitions correspondent a des trajectoires de solutions connec-
tant des régions adjacentes. Nous avons montré que le graphe de transition est invariant
pour de larges gammes de valeurs de parameétres, définies par des contraintes d’inéga-
lités pouvant étre inférées de la littérature expérimentale. De plus, les états qualitatifs
et les transitions entre états qualitatifs peuvent étre calculés a partir de ces contraintes
a I’aide de régles symboliques. La méthode de modélisation et de simulation qualita-
tive a été implémentée dans le logiciel Genetic Network Analyzer (GNA) (de Jong et
al.,, 2003a), et appliquée a I’analyse de divers réseaux de régulation génique bacté-
riens (de Jong et al.,, 2004a; Ropers et al.,, 2006; Usseglio Viretta et al.,, 2004).

Dans les deux sections suivantes, nous introduisons les modéles LPM de réseaux
de régulation génique et décrivons certains résultats mathématiques de base concer-
nant leur dynamique. C’est sur ces résultats que repose I’abstraction discréte utilisée
dans la section 4 pour décrire la dynamique qualitative d’un réseau au moyen d’un
graphe de transition. Dans la section 5, la méthode de modélisation et simulation qua-
litative est appliquée a I’analyse d’un réseau génique complexe, contrdlant la réponse
au stress nutritionnel de la bactérie E. coli. L’article se termine par une discussion de
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la méthode dans le contexte d’autres travaux et présente brievement une extension de
la méthode qui permet de traiter des réseaux plus grands.

2. Modeles LPM de réseaux de régulation génique

La figure 1(a) montre I’exemple d’un réseau de régulation génique simple. Les
génes a et b, transcrits a partir de promoteurs séparés, codent les protéines A et B,
dont chacune contrdle I’expression des deux génes. * Les protéines A et B répriment
I’expression des génes a et b & des concentrations différentes. La répression est réalisée
par fixation des protéines sur des sites de régulation chevauchant les promoteurs. Tout
en étant simple, ce réseau d’inhibition réciproque est un composant élémentaire de
réseaux réels plus complexes et nous permet d’analyser quelques phénomeénes carac-
téristiques de la différenciation cellulaire (Monod et al.,, 1961; Thomas et al.,, 1990).

La dynamique de réseaux de régulation génique peut &tre modelisée par un sys-
téme d’équations différentielles linéaires par morceaux (LPM) ayant la forme suivante
(Glass et al.,, 1973; Mestl et al.,, 1995; Thomas et al.,, 1990) :

& = h(z) = f(x) - g(x)x, [1]

oux = (x1,...,2,) € 2 représente le vecteur de concentrations cellulaires des
protéines, f = (f1,...,fn), g = diag(g,...,g,) et Q C RZ, est un hypercube
n-dimensionnel de I’espace des phases. Le taux de variation de chaque concentration
protéique z;, ¢ € {1,...,n}, est ainsi défini comme la différence entre le taux de
synthése f;(x) et le taux de dégradation g;(x) x; de la protéine. Les modéles LPM
peuvent étre facilement étendus afin de prendre en compte les variables d’entrée u =
(u1,...,un), représentant la concentration de protéines et de petites molécules dont
la synthese et la dégradation sont régulées a I’extérieur du systéme (de Jong et al.,,
2004b).

La fonction f; : Q — Rxo décrit comment le taux de synthése de la protéine
codée par le géne i dépend des concentrations x des protéines dans la cellule. Plus
précisément, la fonction f; est définie par

fim) = Kibi(@), [2]

leL;

ol kt > 0 est un paramétre de synthése, b! : € — {0, 1} une fonction de régulation
continue par morceaux et L; un ensemble, éventuellement vide, d’indices de fonctions
de régulation. La fonction g; décrit la régulation de la dégradation des protéines. Elle

1. Par convention, les génes sont notés en italique et les noms des protéines commencent par
une majuscule.
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est définie de facon analogue a f;, excepté que g; doit étre strictement positive. En
outre, nous notons ~ les parametres de dégradation afin de les distinguer formellement
des paramétres de synthése «. Une conséquence directe de ces définitions est que h
est une fonction linéaire par morceaux (LPM).

La fonction de régulation b décrit les conditions sous lesquelles la protéine codée
par le géne 7 est synthétisée (ou dégradée) a un taux . (ou ~! x;). Elle est définie par
une combinaison de fonctions en escalier et constitue I’équivalent arithmétique d’une
fonction booléenne exprimant la logique de la régulation génique (Glass et al.,, 1973;
Mestl et al.,, 1995; Thomas et al.,, 1990). Plus précisément, les conditions de synthese
ou de dégradation sont exprimées a I’aide des fonctions en escalier s, s~ :

1,sixz; >0, _
S+({Ej,9j):{ 0,5i3§‘j’<9j‘, ets (xj,Gj):l—s+(xj,9j), [3]

avec z; un élément de x et 6, une constante correspondant & un seuil de concentra-
tion. Il est a noter que s+, s~ ne sont pas définies au seuil, ot une discontinuité se
produit. L’utilisation de fonctions en escalier est motivée par I’observation que I’acti-
vité d’un gene dépend souvent de fagon sigmoidale de la concentration d’une protéine
régulatrice (Ptashne,, 2004; Yagil et al.,, 1971).

—C A B O—
| |
I 11
—— | | ——
a b
Légende

E A synthése de la protéine A
P a

a partir du gene a
—_— Activation

_ Inhibition

@
Fq = ka5 (Ta,0%) 5™ (20, 0)) — Yo Ta,
Ty = kp S (Tq, Hi) s~ (zp, 0%) — Vb Tp.
(b)

Figure 1. (a) Exemple d’un réseau de régulation génique simple, composé des deux
genes a et b, leurs protéines A et B, ainsi que leurs interactions régulatrices. Voir la
figure 8 pour les notations. (b) Equations d’état pour le réseau décrit en (a).

Les équations d’état pour le réseau simple donné en exemple sont montrées dans
la figure 1(b). Le géne a est exprimé a un taux x, si la concentration de la protéine
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A est en-dessous de son seuil 62 et la concentration de la protéine B en-dessous de
son seuil 6}, c’est-a-dire, si s~ (z4,02) s~ (xp, 0} ) vaut 1. De facon similaire, le géne
b est exprimé a un taux &y, si la concentration de la protéine A est en-dessous du seuil
6! et la concentration de la protéine B en-dessous de son seuil §Z. La dégradation des
protéines n’est pas régulée dans I’exemple et est donc simplement proportionnelle a
leur concentration (avec des paramétres de dégradation v, ou ).

L'utilisation de fonctions en escalier s*(z;,6;) dans I’équation [1] améne des
complications. En effet, les fonctions en escalier sont discontinues pour z; = 6; et
le second membre h de I’équation [1] peut donc présenter des discontinuités dans
I’union des hyperplans de seuil

o= U  (wealmn=d) g

i€ {1, bl €{1 0}

ou p; est le nombre de seuils de concentration de la protéine codée par le géne i. Les
discontinuités dans © sont une consequence directe de I’approximation des fonctions
sigmoidales par des fonctions en escalier. Comme nous le montrons plus loin, cette
approximation facilite I’analyse mathématique, mais nécessite une définition expli-
cite du systéme dans © pour préserver des propriétés dynamiques importantes, e.g.,
I’occurrence de points d’équilibre.

Afin de compléter la définition de modéles LPM dans les plans de seuil, nous
suivons une approche souvent utilisée en théorie du contréle, proposée a I’origine
par A.F. Filippov (Filippov,, 1988). Elle consiste a étendre I’équation différentielle
& = h(x), x € Q\ 6, aune inclusion différentielle

& € K(x), avec K(x) =7¢ ({yag{%g@ h(y)}), z € Q, [5]
ou co(P) est le plus petit ensemble convexe fermé contenant I’ensemble P et ou
{limy .z, ygo h(y)} représente I’ensemble des valeurs limites de h(y) pour y ¢ ©
et y — . Cette approche a été appliquée dans le contexte de la modélisation de
réseaux de régulation génique par J.-L. Gouzé et T. Sari (Gouze et al.,, 2002). Ce n’est
pas la seule approche possible (voir, e.g., (Mestl et al.,, 1995; Plahte et al.,, 2005)),
mais elle a I’avantage d’étre mathématiquement rigoureuse, de se préter bien a un
traitement informatique et, au moins dans les cas simples, de retrouver des résultats
intuitifs.

En pratique, K (x) est souvent difficile a calculer parce que le plus petit ensemble
convexe fermé peut étre un polyédre complexe dans €. Nous utilisons donc une ex-
tension alternative de I’équation différentielle :

&€ H(w), avec H(z) = eci({ lm _h(y)}). @ € . [6]
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ou rect(P) est le plus petit ensemble hyperrectangulaire contenant I’ensemble P
(de Jong et al.,, 2004b). L utilisation de rect a I’avantage que I’on peut décompo-
ser H (x) en produit cartésien Hq(x) x ... x H,(x), et réécrire [6] comme le systéme
d’inclusions différentielles @, € H;(x), i € {1,...,n}. Il est & noter que H (x) est
une surapproximation de K () pour tout x € Q.

Formellement, nous définissons le systeme LPM X comme le triplet (2,0, H),
c’est-a-dire, la fonction H, définie sur I’espace des phases €2 de dimension n, I’union
des hyperplans de seuil © incluse. Une solution du systeme LPM ¥ sur un intervalle
de temps [ est une solution de Iinclusion différentielle [6] sur I, c’est-a-dire, une
fonction absolument continue £(¢) telle que £(t) € H(&(t)) est vrai presque partout
sur I (Filippov,, 1988). En particulier, il se peut que la dérivée de & n’existe pas, et
que donc &(t) € H(&(t)) ne soit pas satisfait, si £ atteint ou quitte © au temps ¢.

Pour tout g € Q et 7 € Rs, Ex:(xo, 7) représente I’ensemble des solutions &(t)
du systéme LPM X, pour la condition initiale £(0) = x¢ et t € [0, 7]. L’existence
d’au moins une solution & sur un intervalle de temps [0, 7], 7 > 0, est garantie pour
chaque £(0) = x( dans © (Filippov,, 1988). Cependant, il n’existe en général pas
de solution unique. L’ensemble =5, = U:IZOEQ,T>0,T fini Z= (o, 7) est composé de
toutes les solutions de X sur un intervalle de temps fini. Nous restreignons ici notre
analyse a I’ensemble des solutions dans =y qui atteignent et quittent un hyperplan de
seuil un nombre fini de fois. Ceci permet d’exclure le comportement asymptotiques
de certaines solutions du type Zeno (Johansson et al.,, 1999), qui n’a pas une grande
importance pratique pour les applications visées.

3. Analyse mathématique des systémes LPM

Les propriétés dynamiques de X peuvent étre analysées dans un hyperrectangle de
dimension n de I’espace des phases 2 = Q1 x ... xQ,,008; ={z; e R| 0 < z; <
maz;}, i € {1,...,n}. maz,; représente la concentration maximale de la protéine
codée par le géne i. Les hyperplans de seuil de dimension (n—1), {x € Q | z; = 6%},
I €{1,...,pi}, i € {1,...,n}, partitionnent 2 en des régions (hyper)rectangulaires
appelées domaines. Dans chacune de ces régions, la concentration d’une protéine est
égale a un seuil ou est bornée par des seuils. Plus précisément, le domaine D C 2 est
définipar D = Dy x ... x D, ouchaque D;,i € {1,...,n}, est donné par I’une des
équations suivantes :
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Z‘Z{(EiEQi|O§£Bi<9%},

i:{xiGQi|9%<xi<0?},

D
D; ={z; € Q; | z; =0} },
D
D; ={x; € Q; | v = 67},

Di Z{!Ei S Ql | T, = 957;}’
D; Z{!Ei e Q; | 95% <z < maxi}. [7]

D est I’ensemble des domaines dans 2. La figure 2(a) montre la partition en domaines
de I’espace des phases correspondant au réseau a deux génes de I’exemple. Nous dis-
tinguons les domaines tels que D? et D7, qui sont localisés sur des (intersections de)
hyperplans de seuil, contrairement & des domaines tels que D! et D3. Les domaines du
premier type sont appelés singuliers et les domaines du second type, réguliers. Nous
notons respectivement D, et D,. les ensembles de domaines singuliers et réguliers.

Xy ’fa/’}/a

maxy

‘ (P!
D> D D5 )20 P \IJ(DS) 1'//'/,//,/,//:/(1> Kb/’Yb

D19 p2 V(DY) ®

|
K=
v}
I
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@ D

D3 LS D13 Ll8 D23

A

o1 D2 @t pl2 [t p22 @ -
Dl DS DU pie p2t / ~ i
NN —
0 Gi 93 maz, \I/(D5’13’15‘21’23’25) \I,<D1()) \I/(DH)
Tq —
(a) (b)

Figure 2. (a) Partition en domaines de I’espace des phases correspondant au modéle
de la figure 1(b). (b) Champ de vecteurs et ensembles focaux des domaines (persis-
tants) dans (a). Les ensembles focaux entourés sont des points d’équilibre du systéme.
Les contraintes suivantes ont été utilisées : k. /v, > 62 et kp /v, > 03

Afin de préparer I’analyse des propriétés dynamiques de [1] dans les domaines
réguliers et singuliers, nous définissons quelques concepts topologiques simples. Pour
tout domaine, D C , de dimension k € {0,...,n}, I’hyperplan support de D,
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supp(D) C Q, est I’hyperplan de dimension & contenant D. La frontiere de D dans
supp(D) est notée 9D. Supposons que D est un domaine singulier, i.e. D € Dq.
Alors, R(D) est défini comme I’ensemble des domaines réguliers D’ ayant D dans
leur frontiére, i.e. R(D) = {D’ € D, | D CdD'}.

Suivant la définition de I’inclusion différentielle [6], dans un domaine régulier D,
H (=) se réduit & un singleton {u? — v? z}, pour tout = € D, ol P est un vecteur
de (sommes de) paramétres de synthése et - une matrice diagonale de (sommes de)
parametres de dégradation. On trouve le résultat selon lequel toutes les solutions &
dans D convergent de fagon monotone vers I’ensemble focal

U(D) = {¥(D)}, [8]

ou (D) est appelé le point focal, défini par (D) = (vP)~'uP (Glass et
al.,, 1973; Plahte et al.,, 1994; Snoussi,, 1989). Nous faisons I’hypothése générique
que les ensembles focaux ¥ (D), pour tout D € D, ne sont pas localisés dans les
hyperplans de seuil ©. Si (D) € D, alors pour ¢ — oo toutes les solutions dans
D approchent I’ensemble focal, qui est alors un point d’équilibre asymptotiquement
stable du systéme. Si ¥ (D) ¢ D, toutes les solutions quitteront D aprés un certain
temps.

La figure 2(b) montre les ensembles focaux des domaines réguliers dans I’espace
des phases associé au systéme de I’exemple. Dans D' par exemple, le modéle LPM de
la figure 1(b) se réduita 2, = k4 — Vo T4 €t Ty, = Ky — Y Ty, Si bien que I’ensemble
focal W(D?') est égal & {(ka/vas 5b/Vs)}. Parce que (D) est en-dehors de D!,
les trajectoires dans D' quitteront le domaine aprés un certain temps. Des domaines
réguliers différents ont généralement des ensembles focaux différents. Par exemple,
I’ensemble focal de D? est donné par ¥(D3) = {(0, xp/7s)}-

Que se passe-t-il quand une solution quitte un domaine régulier et entre dans un
domaine singulier ? L’extension des équations différentielles aux inclusions différen-
tielles permet de répondre a cette question. En effet, dans un domaine singulier, le se-
cond membre de I’inclusion différentielle [6] se réduita H (x) = rect({u” —v" x |
D’ € R(D)}), pour tout € D (de Jong et al.,, 2004b). L ensemble focal associé
avec le domaine s’écrit alors

U(D) = supp(D) Nrect({3(D') | D" € R(D)}), [9]

et n’est en général pas constitué d’un seul point dans les domaines de dimension éle-
vée (de Jong et al.,, 2004b). Deux cas peuvent étre distingués. Si ¥ (D) est vide,
alors chaque solution traverse D instantanément et D est appelé un domaine instan-
tané. Dans le cas contraire, certaines solutions atteignant D (mais pas nécessairement
toutes) resteront dans ce domaine pendant un certain temps, glissant le long de I’hy-
perplan support de D. Le domaine est alors appelé persistant. Si ¥(D) est constitué
d’un seul point, alors toutes les solutions dans D convergent de fagon monotone vers
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ce point. Dans le cas ou W(D) n’est pas constitué d’un seul point, une propriété de
monotonicité plus faible peut étre démontrée (de Jong et al.,, 2004b).

Pour illustrer ces concepts, le domaine singulier D? dans I’exemple est instantané
(U(D?) = 0), car Iintersection de rect({1p (D), (D3)}) et de supp(D?) est vide
(fig. 2(b)). Le fait que les solutions atteignant D? traversent ce domaine de fagon ins-
tantanée correspond & ce qu’on attend intuitivement si on prend en compte la direction
du champ de vecteur dans D! et D3 (figure 2). D* est en revanche un domaine per-
sistant, dans lequel les solutions glissent le long du plan de seuil et convergent vers
I’ensemble focal ¥(D*) = supp(D*) Nrect({1p(D?),4(D5)}) = {(0, kp/v)}. De
nouveau, ce comportement est cohérent avec le champ de vecteurs dans D3 et D5,
et un résultat similaire serait généré par une simulation numérique a I’aide de la mé-
thode d’Euler ou un autre schéma d’intégration numérique. En outre, les solutions
ressemblent a celles du systeme d’équations différentielles ordinaires obtenu en rem-
placant les fonctions en escalier par des fonctions sigmoidales raides.

Si U(D) N D = 0, toutes les solutions quitteront D aprées un certain temps. Par
contre, si ¥(D) N D # 0, il existe des solutions dans D atteignant ou approchant
de fagon asymptotique I’ensemble focal W(D). A partir de [6], il peut étre démontré
que pour chaque ¥» € (D) N D nous avons 0 € H (), et qu’il existe ainsi une
solution &(¢) telle que £(¢) = 1 pour tout ¢ > 0. Par conséquent, ¥ (D) N D est
un ensemble de points d’équilibre du systéme, appelé ensemble d’équilibre. La pré-
sence d’ensembles d’équilibre, ainsi que la non-unicité des solutions des inclusions
différentielles (section 2), nécessitent des définitions étendues de stabilité (Casey et
al.,, 2005).

Il est facile de vérifier que le domaine D* contient un ensemble d’équilibre,
ici constitué d’un seul point, (0, x5/75). Ce point d’équilibre est asymptotiquement
stable, parce qu’il est atteint ou asymptotiquement approché par toutes les solutions
dans le voisinage de W(D*), propriété qui découle de la direction du champ de vec-
teurs dans les domaines réguliers D3 et D°. La figure montre également les ensembles
focaux des domaines singuliers persistants, D7 et D16, L ensemble focal de D7 coin-
cide avec le domaine lui-méme, réduit & un point dans Q2. (D7) est un point d’équi-
libre instable, parce que des solutions partant d’un voisinage de ¥ (D*) peuvent s’éloi-
gner du point d’équilibre, comme le suggeére le champ de vecteurs dans D*, D3, D! et
D3, Tout comme ¥(D*), ¥(D*6) est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

En résumé, I’utilisation d’inclusions différentielles rend possible I’extension de la
définition des modéles LPM [1] & I’ensemble de I’espace des phases d’une maniére na-
turelle et mathématiquement correcte. En particulier, les résultats ci-dessus montrent
que la dynamique locale des systémes LPM 3 est relativement simple : dans chaque
domaine de I’espace des phases, le systeme converge de fagon monotone — dans le
sens habituel du terme dans le cas des domaines réguliers, dans un sens plus faible
dans le cas des domaines singuliers — vers un ensemble focal. Ceci n’implique pas que
la dynamique globale des systémes LPM est également simple. Au contraire, étant
donné que I’ensemble focal change généralement en passant d’un domaine a un autre,
la dynamique globale des systemes LPM peut étre extrémement complexe (Edwards et
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al.,, 2001; Lewis et al.,, 1991; Mestl et al.,, 1997). Cependant, le fait que dans chaque
domaine le systéme se comporte de fagon qualitativement homogene suggere une abs-
traction discréte de la dynamique qui se révelera trés utile pour I’étude des propriétés
qualitatives du comportement des réseaux de régulation génique.

4. Simulation qualitative par des modéles LPM

La définition d’une abstraction discrete ou qualitative de la dynamique de sys-
témes LPM requiert I’introduction préalable d’un systéme de transition continu
ayant les mémes propriétés d’atteignabilité que le systéme LPM ¥ original (Batt et
al.,, 2005b). Considérons = € D et z’ € D', ou D, D’ € D sont des domaines.? S’il
existe une solution & de X passant en = a un instant 7 et atteignant =’ a un instant
7/, sans quitter D U D’ dans I’intervalle de temps [, 7], alors I’absolue continuité
de ¢ implique que D et D’ sont soit égaux, soit contigus. Plus précisément, I’un des
trois cas suivants peut se produire : D = D', D C 9D’ ou D’ C 9D. Par consé-
quent, nous distinguons trois types de transitions continues, correspondant a ces trois

. , int . . . , dim™t . .
cas : interne, notée & —— ’, dimension croissante, notée x ““— x’ et dimension

décroissante, notée x dm. 2. Ces deux derniers termes expriment que la dimension
du domaine augmente ou diminue, en allant de D a D’, respectivement. Le systeme
de transition LPM continu d’un systeme LPM X = (2,0, H) est alors donné par
¥-TS = (Q, L, —), 00 L = {int,dim™, dim™} est I"’ensemble d’étiquettes précisant
les types de transition, et —C Q x L x € est la relation de transition décrivant I’évo-
lution continue du systeme. Plus précisément, étant donné que z € D et 2’ € D/,

nous avons = -~ 2’ si et seulement si il existe EeExetr, 7, telsqued <7 < 7,
§(r) =z, &(7') = o’ et

1) sil = int, alors pour tout ¢t € [r,7'] ona&(t) € Det D = D',

2) sil = dim™,alors pourtoutt € (1,7 ona&(t) € D' et D' # D,

3)sil=dim~,alorspourtoutt € [r,7')ona&(t) € Det D # D'.

Nous appelons toute séquence de points (x°, ..., x™) dans ©, m > 0, un chemin
de X-T'S si et seulement si une séquence de transisions permet d’atteindre ™ a partir
de x. C’est-a-dire, (x°,...,2™) est un chemin si et seulement si pour tout i €
{0,...,m—1}, il existe | € L tel que @ - ai+1. Il n’est pas difficile de montrer
qu’un systeme LPM X et X-T'S, le systéme de transition LPM continu correspondant,
ont des propriétés d’atteignabilité équivalentes. En effet, pour tout , =’ € Q, il existe

un chemin dans ©-TS menant de = a =’ si et seulement si il existe une solution & de
¥ sur un intervalle de temps fini |7, 7/] passant de = a «’.

Considérons une solution £ du systeme LPM 3 pour notre exemple du réseau a
deux génes (figure 3(a)). & passe par les points 20, ..., x*, & des instants 7°, ..., 74,

2. Nous précisons que =’ représente ici un point localisé dans le domaine D’ et non pas la
dérivée de x. Cette derniere est notée «, cf. I’équation [1].
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-TS=(Q,L,—), ol
-Q={2% z' 22 x3 x4, ...},

— L = {int,dim™*,dim™},

_ —>—{:BO int, o1 dewn :1:‘2,

:I:l dim m wQ dim+t xg

wj dim —_ w4 }.

(@) (b)

Figure 3. Trajectoire d’une solution £ du systéme LPM X, débutant dans D' et attei-
gnant D16, en passant par les points 2°, . . ., 2*. (b) Description partielle du systéme
de transition LPM continu 3-T'S, illustrant la relation de ce dernier avec le systéme
LPM X.

respectivement. A partir de la définition du systeme de transition continu, et du fait que
20 et ! font partie du méme domaine D', nous inférons I’existence d’une transition
int de z° & 2! dans X-TS. En suivant de nouveau la définition de X-T'S, parce que
xz! € D', x% € DS et &(t) € D! pourtout t € [r1,72), il existe une transition de
type dim~ de 2! a 2. De la méme fagon, il existe une transition dim~ de 2° a =2.
En outre, il existe une transition dim™* de x2 a 23, parce que 2 € DS, x3 € D! et
&(t) € DM pourtout t € (72, 73]. Il est a noter que les étiquettes de transition dim ™
et dim~ sont cohérentes avec la dimension des domaines qui vaut 2 pour D! et D1,
et 1 pour D°. La séquence de points (z°, !, 22, =3, z*) est un chemin de X-TS.

A I’aide de la partition D de I’espace des phases €2, introduite dans la section 3,
une abstraction discréte ou qualitative peut étre formulée. L’abstraction est basée sur
la relation d’équivalence ~g, par laquelle deux points sont équivalents quand ils ap-
partiennent au méme domaine, i.e. z~qx’ si et seulement si il existe un D € D,
tel que ¢ € D et ' € D. La description discréte du systtme LPM 3, appelée
systéme de transition LPM qualitatif, prend alors la forme du systéme de transition
quotient de »-TS par la relation d’équivalence ~¢q (Alur et al.,, 2000; Chutinan
et al.,, 2001). Plus précisément, étant donné que X-TS = (Q, L, —), nous avons
5-QTS = (/g L,—~g), 002/, = D, et -, C D x L x D, telle que
D —l>NS2 D’ si et seulement si il existe £ € Ex et 7,7/, 0 < 7 < 7/, tels que
&(r) e D, E(7') € D et
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1) sil = int, alors pour tout ¢t € [r,7'] ona&(t) € Det D = D',
2) sil = dim™,alors pourtoutt € (1,7]ona&(t) € D' et D' # D,
3)sil=dim~,alorspourtoutt € [r,7')ona&(t) € Det D # D’.

Autrement dit, il existe une transition d’un domaine D a un autre domaine D’ si et
seulement si il existe une solution de X atteignant D’ a partir de D en temps fini, sans
quitter D U D’. La différence principale entre 3-TS et 3-QTS est que ce dernier est
un systeme de transition fini (au lieu d’infini), puisque I’espace des états de 3-QT'S est
égal a un ensemble fini, D. Il s’agit d’une propriété qui rend I’analyse de la dynamique
du systéme plus facile a réaliser.

Les domaines d’un systéme de transition LPM qualitatif sont aussi appelés
états qualitatifs. Comme pour X-TS, nous appelons une séquence de domaines
(D ...,D™), m > 0, un chemin de %-QTS, si et seulement si, pour tout i €

{0,...,m~1}, il existeun € L tel que D" —l>Nn D1, Un chemin dans ¥-QTS dé-
crit de fagon qualitative une évolution temporelle possible des concentrations des pro-
téines. Si un domaine D contient un ensemble d’équilibre, c’est-a-dire, si U (D)ND #
(0, alors le domaine est appelé un état d’équilibre qualitatif du systeme de transition.
Les etats qualitatifs et les transitions entre états qualitatifs de %-QT'S sont souvent
représentés sous forme d’un graphe de transition, défini comme G = (D, —,).

Considérons a nouveau la situation illustrée dans la figure 3. Selon la définition
ci-dessus d’un systéme de transition qualitatif, I’existence des transitions de 2% a =,
de z' a 22 et de =2 a =2 dans X-T'S, donne respectivement lieu a une transition int
de D' a D', une transition dim~ de D' & DS et une transition dim™* de D5 a D'!. Le
systeme de transition qualitatif et le graphe de transition correspondant a I’exemple
du réseau a deux génes sont représentés dans la figure 4. L’évolution temporelle des
concentrations des protéines le long du chemin (D!, DS, D1, D'6) de $-QTS est
montrée dans la figure 5.

Des résultats standards de la théorie des systémes hybrides nous permettent direc-
tement de conclure de la définition du systéme de transition LPM qualitatif -QTS
que celui-ci est une approximation conservative du systeme de transition LPM continu

¥-TS. C’est-a-dire que s’il existe un chemin (z°,...,2™) dans ¥-TS, alors il
existe également un chemin (D°, ..., D™) dans $-QTS tel que = € D* pour tout
i € {0,...,m}. Il est a noter que I’inverse n’est pas nécessairement vrai,® ce qui

a pour une conséquence qu’une certaine vigilance est de rigueur quand »-QTS est
utilisé pour vérifier les propriétés d’atteignabilité de X-T'S (section 6).

La dynamique continue du systeme LPM dépend évidemment des valeurs des pa-
rametres du modéle, c’est-a-dire, des paramétres de synthése et de dégradation et des
seuils de concentration. Deux systemes LPM ayant des valeurs de paramétres diffe-
rentes peuvent donc correspondre aux systémes de transition LPM qualitatifs diffé-

3. Dans la terminologie de la théorie des systemes hybrides (Alur et al.,, 2000; Chutinan et
al.,, 2001), 3-QT'S est une simulation, mais pas une bisimulation de X-T'S, par rapport a la
relation d’équivalence ~q,.
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Figure 4. (a) Systeme de transition qualitatif X-QTS et (b) graphe de transition
G = (D,—~,), correspondant a I’exemple du réseau a deux genes de la figure 1.
Les transitions d’un état vers lui-méme, qui distinguent les états persistants des états
instantanés, sont représentées par de petits cercles vides. (c) Contraintes d’inégalités
sur les parametres, définissant une région dans I’espace des paramétres dans laquelle
le graphe G est invariant.
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Figure 5. Profil qualitatif de I’évolution temporelle des concentrations des protéines
le long du chemin (D!, DS, D', D16) du systéme de transition qualitatif ¥-QT'S,
défini dans la figure 4. Les profils montrent comment les bornes sur les concentrations,
définissant les domaines, varient le long du chemin.

rents, et satisfaire des propriétés dynamiques qualitatives différentes. Cependant, en
suivant la logique de la section 1, on peut se demander si I’on ne peut pas caracte-
riser des ensembles de valeurs de paramétres pour lesquelles le systéme a la méme
dynamique qualitative.

Dans cette optique, soit ' C RY ; I’espace des paramétres du systéeme LPM X,
ou ¢ est le nombre de parametres dans [1]. Nous introduisons une deuxieme relation
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d’équivalence, ~r C T x T, telle que deux vecteurs de parameétres p,p’ € I' sont
équivalents, si les systemes de transition LPM qualitatifs correspondants, ou leurs
graphes de transition, sont isomorphes. I/ ... dénote I’espace de paramétres quotient,
étant donné la relation d’équivalence ~r. Nous avons montré dans (de Jong et al.,,
2004b) que des régions P C T" peuvent étre définies, telles que pour tout p, p’ € P,
il est vrai que p ~r p’. Autrement dit, il existe un Q € T'/., tel que P C Q.
Par conséquent, pour tous les vecteurs de paramétres dans P, le systéme posséde les
mémes propriétés dynamiques qualitatives.

Les régions P sont définies par deux types de contraintes d’inégalité qui peuvent
généralement &tre obtenues a partir des données expérimentales disponibles. La spéci-
fication de I’ordre des concentrations de seuil 05 de chaque protéine constitue le pre-
mier type de contraintes, appelées les inégalités de seuil. Le second type de contraintes
sont les inégalités focales. Ces contraintes sont données par la spécification de I’ordre
des composantes des points focaux, ¥, (D), D € D,., par rapport aux seuils de concen-
tration. La figure 4(c) montre les contraintes d’inégalité pour notre réseau & deux
genes. Les contraintes sont définies de telle sorte que la protéine A inhibe I’expres-
sion du gene b & une concentration plus faible que celle nécessaire a la repression
de son propre géne (91 < 62). En outre, quand le géne a est actif, la concentration
de la protéine A tend vers un niveau au-dessus duquel I’auto-inhibition se produit
(ka/va > 62). Les contraintes d’inégalité pour la protéine B sont interprétées de fa-
con analogue. Le graphe de transition dans la figure 4(b) est invariant pour toutes les
valeurs de paramétres satisfaisant les contraintes d’inégalité dans la figure 4(c).

Les contraintes d’inégalité jouent aussi un réle important dans le calcul du systéeme
de transition LPM qualitatif (de Jong et al.,, 2004b). Ce calcul est grandement simpli-
fié par le fait que les domaines D et les ensembles focaux ¥ (D) sont des ensembles
hyperrectangulaires. Ceci nous permet d’exprimer les ensembles sous forme de pro-
duits,i.e. D = Dy X ... x D, et ¥(D) = ¥Uy(D) x ... x ¥,(D). Par conséquent,
le calcul peut étre réalisé séparément pour chaque dimension a I’aide des contraintes
d’inégalité. Par exemple, afin de déterminer les transitions & partir du domaine D, il
suffit de connaitre I’ordre relatif de «, /v, et 6. dans la dimension de x,, ainsi que
Iordre relatif de r; /7, et 6} dans la dimension de z,. Etant donné les contraintes d’in-
égalité données dans la figure 4(c), et la convergence monotone des solutions dans D!
vers ¥ (D), on peut inférer qu’il existe des solutions débutant dans D et atteignant
D2, DS ou D7. Des régles symboliques pour accomplir ces calculs sont données dans
(de Jong et al.,, 2004b).

Les régles symboliques de calcul du systeme de transition LPM qualitatif & par-
tir d’un modéle LPM complété par des contraintes d’inégalité ont été implémentées
en Java. Ceci a donné lieu a I’outil informatique Genetic Network Analyzer (GNA)
(de Jong et al.,, 2003a) (figure 6),* qui est équipé d’une interface utilisateur graphique
appelée VisualGNA. En pratique, étant donné que le nombre de domaines dans I’es-

4.GNA est librement disponible  pour les  chercheurs académiques a
http ://www-helix.inrialpes.fr/gna.
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pace des phases croit de fagon exponentielle avec le nombre de genes du réseau, il n’est
pas toujours possible de calculer le systeme de transition LPM qualitatif entier (i.e., le
graphe de transition entier). La plupart du temps, GNA est donc utilisé pour faire ce
qui est appelé une simulation qualitative, c’est-a-dire, déterminer la partie du graphe
de transition atteignable a partir d’un ensemble spécifié de domaines initiaux. GNA a
été utilise pour I’analyse de plusieurs réseaux de régulation genique, comme I’initia-
tion de la sporulation chez la bactérie du sol Bacillus subtilis (de Jong et al.,, 2004a) et
le « quorum sensing » chez la bactérie pathogéne Pseudomonas aeruginosa (Usseglio
Viretta et al.,, 2004).
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Figure 6. Capture d’écran de GNA, montrant la simulation du réseau a deux géenes
de la figure 1 : (a) variables du modéle et conditions initiales, (b) graphe d’interac-
tions entre les génes du modéle, (c) spécification de I’équation différentielle et des
contraintes d’inégalité d’une variable, (d) spécification de domaines initiaux, (e) ré-
sumé des résultats de simulation, (f) graphe de transition produit par la simulation
et (g) évolution temporelle qualitative des variables de concentration le long d’un
chemin.

5. Simulation qualitative de la réponse au stress nutritionnel chez E. coli

Dans leur environnement naturel, des bactéries comme Escherichia coli ren-
contrent rarement des conditions de croissance continue. Tant que des nutriments sont
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disponibles, les cellules d’E. coli croissent et se divisent rapidement, ce qui conduit a
une augmentation exponentielle de leur biomasse, un état appelé phase exponentielle.
Lorsqu’un nutriment essentiel vient a manquer, les bactéries ne peuvent plus mainte-
nir des vitesses de croissance élevées et la population entre dans un état de croissance
nulle, appelé phase stationnaire (figure 7). Lors de la transition de la phase exponen-
tielle a la phase stationnaire, chaque bactérie individuelle d’E. coli subit de profonds
changements physiologiques, notamment de la morphologie, du métabolisme cellu-
laire ou encore de I’expression des genes (Huisman et al.,, 1996). Les changements
rendent la cellule capable de survivre a des périodes prolongées de privation et de ré-
sister & des stress multiples. Cette réponse au stress nutritionnel est réversible et la
croissance peut donc reprendre, dés que des nutriments sont a nouveau disponibles.

Log(Taille de la population)
T Phase stationnair

Phase exponentielle

—= Temps

Figure 7. Etats de croissance possibles d’une population bactérienne : les phases
exponentielle et stationnaire.

Au niveau moléculaire, la transition de la phase exponentielle & la phase sta-
tionnaire est contr6lée par un réseau de régulation génique complexe intégrant une
variété de signaux environnementaux (Hengge-Aronis,, 2000; Martinez-Antonio et
al.,, 2003; Wick et al.,, 2004). La base moléculaire de I’adaptation de la croissance
d’E. coli & des conditions de stress nutritionnel a fait I’objet de nombreuses études
depuis plusieurs décennies (Hengge-Aronis,, 2000). Cependant, malgré I’énorme ac-
cumulation de données sur les génes, les protéines et les autres molécules connues
pour étre impliquées dans le processus d’adaptation au stress, il n’y a pas a I’heure
actuelle de compréhension globale de la fagon dont la réponse de la cellule émerge
du réseau d’interactions moléculaires. De plus, les valeurs numériques des parametres
caractérisant les interactions et les concentrations moléculaires sont, a quelques ex-
ceptions prés (Bettenbrock et al.,, 2005; Botsford et al.,, 1992; Harman,, 2001; Wang
et al.,, 2001), absentes. Ceci rend difficile I’application des méthodes traditionnelles
de modélisation dynamique des réseaux de régulation génique.

Les raisons décrites ci-dessus ont motivé I’analyse qualitative du réseau de la ré-
ponse au stress nutritionnel chez E. coli par la méthode présentée dans les sections
précédentes (Ropers et al.,, 2006). Pour entreprendre cette étude, nous nous sommes
tout d’abord focalisés sur la partie du réseau de régulation génique qui permet a E.
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Figure 8. Réseau des genes, protéines et interactions régulatrices clés impliqués dans
la réponse au manque de carbone chez E. coli. Bien que simplifiée, la notation suit
les conventions graphiques proposées par Kohn (Kohn,, 2001). Le contenu des boites
notées « Activation » et « Superenroulement » est détaillé dans (Ropers et al.,, 2006).

coli de répondre a un type de stress nutritionnel qui a été particulierement bien décrit,
le manque de source de carbone. L’objectif de I’étude était de simuler la réponse de
la bactérie a I’absence ou a la présence de source de carbone dans le milieu de crois-
sance. Dans ce but, un modéle initial simple du réseau a été construit sur la base des
données de la littérature. 1l inclut six genes considérés comme jouant un role clé dans
la réponse au manque de carbone (fig. 8). En particulier, le réseau inclut des génes
codant les protéines dont I’activité dépend de la transduction du signal de manque
de carbone (le régulateur global crp et I’adénylate cyclase cya), des génes impliqués
dans le métabolisme (le régulateur global fis), la croissance cellulaire (les génes rrn
codant les ARN stables) et le superenroulement de I’ADN, un modulateur important
de I’expression génique (la topoisomérase topA et la gyrase gyrAB).

La représentation graphique du réseau a été traduite en un modéle LPM supplé-
menté par des contraintes d’inégalités sur les parametres. Le modéle résultant est
constitué de sept variables, une variable de concentration pour le produit de chacun
des six génes, et une variable d’entrée représentant la présence ou I’absence d’un si-
gnal de manque de carbone (Ropers et al.,, 2006). Les 34 paramétres sont contraints
par 48 contraintes d’inégalité (24 inégalités de seuil et 24 inégalités focales), dont le
choix a largement été déterminé par des données expérimentales.

Pour illustration, I’équation différentielle linéaire par morceaux et les contraintes
d’inégalités de la variable z+,, 4 sont données ci-dessous.
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i = + 2 - 1 + 4
TtopA = KtopA S (xgyrAB7 ogyrAB) S (xtOPA’ GtopA) S (xﬁm oﬁs)
— YtopA TtopA,
0<0}, 4 <02 4 <mar
topA topA topAs
2
Ht()pA < K:topA/'YtopA < MaTtopA-

L’équation et les inégalités indiquent qu’en présence d’une concentration élevée de
Fis (s (zgs, 9]‘%5) = 1) et d’un niveau élevé du taux de superenroulement de I’ADN
(sT(xgyran, 05,45) 5~ (Tropa,bi,p4) = 1), la concentration de TopA augmente,
pour converger vers une valeur plus élevée (riopa/Yiopa > 0%,,4)- Afin d’obte-
nir I’équation pour x;,,4, NOus avons fait I’approximation raisonnable que le ni-
veau de superenroulement s’ajuste instantanément, a I’échelle de temps de synthése
et de dégradation des protéines, aux concentrations de TopA et de GyrAB (Ropers et
al.,, 2006). Les inégalités de seuil expriment que TopA a deux seuils de concentration,
correspondant aux deux seuils de niveau de superenroulement considérés : un premier
seuil pour I’activation du géne fis et un deuxiéme seuil, plus élévé, pour I’inhibition de
gyrAB et I’activation de topA. Les inégalités focales expriment que TopA doit pouvoir
atteindre des niveaux de concentration tels qu’elle peut réellement jouer un réle dans
ces interactions.

Le logiciel GNA a été utilisé pour simuler la réponse d’une cellule d’E. coli a
la privation en source de carbone. En partant de conditions initiales représentant la
phase exponentielle de croissance, le systéme est perturbé par un signal de manque
de carbone qui active I’adénylate cyclase. La simulation du réseau prend moins d’une
seconde sur un PC (2.4 GHz, 512 Mb) et donne un graphe de transition de 65 états
qualitatifs. Nombre de ces états sont associés avec des domaines singuliers que le
systéme traverse de facon instantanée. Etant donné que leur pertinence biologique est
limitee, ces états peuvent étre éliminés. Cela réduit le graphe de transition a 26 états
qualitatifs.

Dans tous les états qualitatifs du graphe de transition, le systéme part d’un état
qualitatif correspondant & des conditions de phase exponentielle, pour atteindre un
état d’équilibre qualitatif correspondant a des conditions physiologiques trouvées en
phase stationnaire (Ropers et al.,, 2006). Une séquence d’états qualitatifs typique de ce
comportement est présentée dans la figure 9. Le premier événement apres la réception
d’un signal de manque de carbone est la diminution de la concentration de Fis, suivie
d’une diminution de la concentration des ARN stables. L’événement suivant concerne
I’augmentation du niveau de CRP. En paralléle, la concentration de GyrAB augmente,
tandis que celle de TopA reste constante.

Le niveau des ARN stables est un bon indicateur de la croissance cellulaire.
Puisque le niveau de ces ARN est bas dans I’état d’équilibre qualitatif atteint par le
systeme apres un signal de manque de carbone, nous concluons que cet état est re-
présentatif d’une cellule en phase stationnaire. Le processus conduisant a I’arrét de
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Figure 9. Evolution temporelle d’une sélection de quelques concentrations protéiques
dans un comportement qualitatif typique du graphe de transition généré a partir du
modele de réponse au stress nutritionnel chez E. coli. Le comportement représente les
événements moléculaires accompagnant la transition de la phase exponentielle a la
phase stationnaire.
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la croissance cellulaire peut étre expliqué en reliant le comportement qualitatif au ré-
seau de la réponse au mangue de carbone de la figure 8. Lors de la phase exponentielle,
I’adénylate cyclase est présente mais inactive. La commutation du signal de manque de
carbone active la protéine qui devient capable de produire un métabolite, I’AMPc. La
petite molécule se fixe & CRP, qui n’est pas encore abondante, et donne ainsi lieu & une
faible concentration du complexe CRP-AMPc. Le niveau du complexe est cependant
suffisamment éleveé pour commencer a réprimer I’expression de fis. Cela provoque
une accumulation supplémentaire de CRP et donc, une répression supplémentaire de
Fis, par dérépression des promoteurs de crp contrélés par Fis. La diminution de la
concentration de Fis provoque I’arrét de la stimulation de I’expression des génes rrn,
en conséquence de quoi le niveau des ARN stables décroit et la cellule entre en phase
stationnaire.

Nous concluons de notre modele du réseau de la réponse au manque de carbone
gu’un mécanisme de boucle de rétroaction positive, I’inhibition réciproque de fis et de
crp, joue un réle clé dans la transition de la phase exponentielle a la phase stationnaire.
En présence d’un signal de manque de carbone, il provoque le basculement d’un état
avec une concentration élevee de Fis et faible de CRP a un état avec une concentration
faible de Fis et élevée de CRP. Le circuit constitué de la boucle de rétraction positive
rend donc la cellule capable d’abandonner la phase exponentielle et d’entrer en phase
stationnaire, tout en lui permettant de réentrer en phase exponentielle si une source
de carbone est & nouveau disponible. Les boucles de rétroaction positive sont connues
plus généralement pour leur réle important dans les processus de différentiation cel-
lulaire (Thomas et al.,, 1990).

Les protéines GyrAB et TopA contrdlent le niveau de superenroulementde I’ADN,
ce qui contraint sa structure et influence I’expression des genes (Drlica,, 1990). Suivant
la concentration relative des deux enzymes, le superenroulement de I’ADN peut at-
teindre différents niveaux dans la cellule. En présence de quantités élevées de GyrAB,
des tours négatifs sont introduits dans I’ADN, tandis qu’ils sont relachés lorsque la
concentration de TopA est élevée. L’évolution qualitative prédite des concentrations
des protéines GyrAB et TopA dans la figure 9 implique que le niveau de superenrou-
lement de I’ADN augmente lors de I’entrée en phase stationnaire. Ce n’est pourtant
pas ce qui est observé expérimentalement. Au contraire, il a été montré que le niveau
de superenroulement de I’ADN diminue lorsque E. coli entre en phase stationnaire
(Balke et al.,, 1987). Cette incohérence entre le niveau de superenroulement prédit et
observeé suggére que notre représentation du réseau de réponse au stress nutritionnel
est incompléte. C’est-a-dire, elle laisse a penser qu’il manque des interactions entre
des régulateurs globaux dans la figure 8 ou des régulateurs qui ne sont pas montrés
dans la figure. La réalisation d’expériences et I’extension du modéle permettraient
d’explorer ces possibilités.

En plus d’une meilleure compréhension de la transition de la phase exponentielle
a la phase stationnaire, le modeéle a également donné des prédictions sur I’apparition
d’oscillations amorties de quelques concentrations protéiques lorsqu’une source de
carbone est soudainement disponible (« carbon upshift ») (Ropers et al.,, 2006). Ces
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prédictions, de méme que d’autres prédictions sur I’expression des génes clés du ré-
seau, n’ont jamais été observées expérimentalement. Ceci nous a conduit a débuter
des expériences visant a valider les prédictions du modeéle. Il s’agit en particulier de
mesurer I’évolution temporelle de I’expression des génes clés du réseau a I’aide de
genes rapporteurs. La comparaison des profils d’expression observeés et prédits pour-
rait conduire a raffiner le modéle, ce qui initierait un nouveau cycle de prédictions et
de vérification expérimentale.

6. Discussion

Afin de comprendre comment le fonctionnement et le développement des orga-
nismes vivants sont contrdlés, a I’intérieur des cellules ou entre elles, par des ré-
seaux d’interactions entre génes, protéines et petites molécules, nous avons besoin
de méthodes mathématiques et d’outils informatiques. Nous avons insisté en particu-
lier sur le besoin d’approches qualitatives de modélisation, d’analyse et de simulation
de réseaux de régulation génique, c’est-a-dire, des approches capables d’inférer des
propriétés de la dynamique du systéme qui soient invariantes pour une large gamme
de valeurs de paramétres et de mécanismes réactionnels. L’intérét pour de telles ap-
proches qualitatives découle du fait que, pour la plupart des réseaux d’intérét biolo-
gique, nous ne disposons pas de valeurs numériques précises pour les parametres et
d’informations détaillées sur les mécanismes de réaction (e.g., (Ingolia et al.,, 2004)).
De plus, il est raisonnable de penser que de nombreuses propriétés dynamiques des
organismes vivants sont suffisamment robustes pour ne pas étre affectées par de petits
changements des valeurs de paramétres et des variations des mécanismes réactionnels
(Barkai et al.,, 1997; Eldar et al.,, 2002; Stelling et al.,, 2004). Cela ne signifie pas
pour autant que les approches qualitatives sont a utiliser en toutes circonstances : il y
a en effet des questions biologiques pour lesquelles une précision quantitative est né-
cessaire et il existe des systemes pour lesquels une information quantitative détaillée
est disponible. En fait, les approches quantitatives et qualitatives devraient étre vues
comme complémentaires plutét que mutuellement exclusives.

Dans cet article, nous avons fait une revue de notre travail sur une méthode de
modélisation, d’analyse et de simulation qualitative de réseaux de régulation génique
qui est bien adaptée aux données expérimentales disponibles a I’heure actuelle et a
certaines questions biologiques intéressantes (de Jong et al.,, 2004b). La méthode est
basée sur une classe de modeles d’équations différentielles linéaires par morceaux,
introduites a I’origine par Glass et Kauffman (Glass et al.,, 1973), qui décrit les as-
pects essentiels de la régulation génique et a des propriétés mathématiques favorables.
Nous avons montré que la dynamique qualitative de systémes LPM peut étre représen-
tée par un graphe de transition, constitué d’états qualitatifs et de transitions entre ces
états. Le résultat principal sur lequel repose cette méthode est I’invariance du graphe
pour une large gamme de valeurs de paramétres, définie par des contraintes d’inégalité
qui peuvent étre facilement inférées de la littérature. De plus, des reégles symboliques
simples permettent de calculer le graphe de transition a partir des contraintes d’inéga-
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lité. Afin de permettre son application & des réseaux de régulation génique complexes,
la méthode a été implémentée dans le logiciel Genetic Network Analyzer (GNA).

L utilisation des modéles LPM se justifie par I’intuition selon laquelle les génes
peuvent étre considérés en premiére approximation comme des commutateurs («
switches ») logiques qui transforment leurs entrées, par exemple, la concentration en
protéines régulatrices, en des sorties discrétes telles que I’état d’activation des genes
(Sugita,, 1963; Yuh et al.,, 1998). Au lieu de développer cette intuition dans des mo-
deles en temps continu et avec des variables de concentration, on peut trés bien décider
d’utiliser des modeles discrets. Un exemple majeur de cette approche est le formalisme
des réseaux booléens (Kauffman,, 1969; Kauffman,, 1993; Somogyi et al.,, 1996).
L’application des réseaux booléens repose sur I’hypothése qu’un géne est soit actif,
soit inactif, et que les genes changent leur état d’activation de facon synchrone. Ces
hypothéses sont cependant trop fortes si I’on souhaite modéliser des réseaux de régula-
tion génique réels. Pour répondre a ce probléme, des formalismes généralisés avec des
états d’activation multivalués ont éte proposés (Thomas,, 1973; Thomas et al.,, 1990)
et appliqués avec succes a I’analyse de réseaux de régulation complexes contrdlant des
processus de développement (Mendoza et al.,, 1999; Sénchez et al.,, 2003). L’avan-
tage des réseaux booléens et leurs généralisations est qu’ils permettent d’exprimer de
fagon simple la logique de régulation de I’expression génique. Il leur est cependant
difficile de traiter les propriétés dynamiques de réseaux de régulation génique au ni-
veau du seuil d’activation ou d’inactivation d’un géne. L’analyse de la dynamique des
modeles LPM dans la section 3 montre pourtant que des points d’équilibre peuvent
étre localisés sur les seuils. Un résultat similaire, dans cet exemple, est obtenu par
I’analyse de modeéles d’équations différentielles ordinaires avec des fonctions sigmoi-
dales raides au lieu des fonctions en escalier, ou des points d’équilibre sont retrouvés
a proximité des seuils, dans la zone correspondant au point d’inflexion des sigmoides.

La méthode présentée dans cette revue preserve la capacité des modeles continus
a caractériser la dynamique de systémes au niveau de leurs seuils, tout en utilisant
des abstractions discretes pour faciliter I’analyse des propriétés dynamiques quali-
tatives. L utilisation d’abstractions discrétes pour I’étude des propriétés de systémes
dynamiques a déja été proposée dans le contexte du raisonnement qualitatif sur des
systemes physiques (de Jong,, 2005; Kuipers,, 1994; Travé-Massuyeés et al.,, 2003)
et I’analyse de systemes hybrides (Alur et al.,, 2000; Chutinan et al.,, 2001; Lygeros
et al.,, 1999). En outre, ces méthodes ont été appliquées a une variété de systémes
modeles procaryotes ou eucaryotes (Alur et al.,, 2001; Ghosh et al.,, 2004; Heidtke
et al.,, 1998), certaines applications utilisant les mémes modeles LPM que dans cet
article. Notre méthode emprunte les idées et la terminologie & la fois du raisonnement
qualitatif et de I’analyse des systemes hybrides, mais différe par un aspect important.
Au lieu d’utiliser des méthodes génériques permettant d’analyser une large classe de
modeles, nous avons développé une méthode dédiée a I’analyse d’une classe de mo-
deles LPM particulierement bien appropriés pour les réseaux de régulation génique.
De plus, la méthode emploie des algorithmes qui ont été adaptés aux propriétés favo-
rables des modéles LPM, favorisant ainsi la mise a I’échelle de I’analyse & des réseaux
complexes.
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Au final, il n’y a qu’un seul critere pour évaluer I’utilité d’une méthode pour I’ana-
lyse de la dynamique de réseaux de régulation génique : quels résultats d’intérét bio-
logique la méthode a-t-elle permis d’obtenir? Jusqu’a présent, notre méthode a été
appliguée a un certain nombre de réseaux de régulation génique, tels que I’initiation
de la sporulation chez Bacillus subtilis (de Jong et al.,, 2004a), le « quorum sen-
sing » chez Pseudomonas aeruginosa (Usseglio Viretta et al.,, 2004) et la réponse au
stress nutritionnel chez Escherichia coli (Ropers et al.,, 2006). La description de cette
derniére application dans la section 5 a montré que la méthode de simulation quali-
tative peut étre utilisée pour obtenir des prédictions sur le comportement de réseaux
qui ne sont actuellement pas bien compris par les biologistes. Quelques-unes de ces
prédictions ont permis de clarifier le r6le de certains mécanismes de régulation (tels
que I’inhibition mutuelle de fis et crp). Par contre, d’autres contredisent les mesures
publiées dans la littérature (comme I’augmentation du niveau de superenroulement
de I’ADN lors de I’entrée en phase stationnaire) ou concernent des phénomeénes qui
n’ont pas encore été étudiés expérimentalement (tels que I’apparition d’oscillations
amorties lorsqu’une source de carbone est soudainement disponible). Ces deux der-
niéres prédictions sont particulierement intéressantes d’un point de vue biologique,
parce qu’elles soulévent de nouvelles questions et suggérent également la réalisation
d’expériences.

Les données actuellement disponibles indiquent que le réseau de régulateurs glo-
baux de la transcription impliqués dans la réponse au stress nutritionnel est probable-
ment d’un ordre de grandeur supérieur au réseau présenté dans la figure 8, tandis que
la taille du réseau de régulation génique complet d’E. coli est méme supérieure de plu-
sieurs ordres de grandeur (Babu et al.,, 2003; Chatterji et al.,, 2001; Hengge-Aronis,,
2000; Macet al.,, 2004; Martinez-Antonio et al.,, 2003; McLeod et al.,, 2001; Shen-Orr
etal.,, 2002; Thieffry et al.,, 1998). On peut donc se demander si la méthode présentée
dans cet article et plus généralement, les approches qualitatives, peuvent étre mises a
I’échelle de réseaux bien plus grands que ceux traités jusqu’a présent. La pertinence
de cette question repose sur notre expérience de I’analyse des graphes de transition
des réseaux de plus de quinze genes. lls consistent en général de plusieurs centaines
voire plusieurs milliers d’états, ce qui les rend bien trop grands pour étre analysés par
simple inspection visuelle.

Une fagon d’aborder les problémes posés par la taille des réseaux de régulation
génique est d’exploiter les méthodes de vérification formelle. Ces méthodes sont uti-
lisées pour I’analyse automatique et efficace de trés grands systémes de transition
discrets rencontrés dans d’autres domaines d’application, comme la vérification de
circuits électroniques et de logiciels embarqués. Plus précisément, le simulateur qua-
litatif pourrait &tre couplé avec des outils de « model checking » pour permettre la
vérification automatique de propriétés dynamiques exprimées en logique temporelle
(Clarke et al.,, 1999; Shults et al.,, 1997). Afin de réaliser ce couplage, nous avons
reformulé le systéme de transition 3-QTS, ou plutdt une variante mieux adaptée au
type de données disponibles dans notre laboratoire, en une structure de Kripke (Batt
et al.,, 2005a). Cette structure de Kripke peut étre exportée de GNA vers des « model
checkers » standards, comme NuSMV (Cimatti et al.,, 2002) et Evaluator, un compo-
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sant de CADP (Mateescu et al.,, 2003), puis analysée au sein de ces outils. Ainsi, nous
avons validé le modéle LPM présenté dans la section 5, en vérifiant la cohérence des
prédictions avec de nombreuses propriétés de la réponse au manque de carbone chez
E. coli observées expérimentalement.

Comme nous I’avons montré dans la section 4, ¥-QT'S est une approximation
conservative de X-T'S (et donc de ). Ceci a pour conséquence que les propriétes dites
universelles, c’est-a-dire, devant étre vérifiées par tous les chemins dans le graphe de
transition, sont préservées. La préservation des propriétés universelles par I’abstrac-
tion discrete joue un réle crucial dans le contexte de la validation de modéles, puis-
qu’elle permet de garantir qu’un modele n’est jamais rejeté a tort quand une contradic-
tion entre X-QT'S et les observations biologiques est trouvée. Par contre, cette garantie
n’existe pas pour les propriétés dites existentielles, c’est-a-dire, devant étre vérifiées
par au moins un chemin dans le graphe de transition. Ces propriétés ne sont pas pré-
servées du fait de la présence possible dans 3-QTS de chemins qui n’ont pas de
correspondants en %-TS.

D’autres travaux récents ont confirmé I’intérét du couplage entre I’analyse quali-
tative de réseaux biologiques et les techniques de « model checking » (e.g., (Bernot
et al.,, 2004; Chabrier-Rivier et al.,, 2004)). lls montrent, par exemple, la diversité
de questions biologiquement pertinentes que 1’on peut formuler a I’aide de logiques
temporelles, ainsi que la possibilité de guider la sélection de modeles par des spé-
cifications en logique temporelle. Toutefois, pour I’analyse de réseaux de taille plus
significative, il sera nécessaire d’utiliser des techniques de « model checking » avan-
cées, basées par exemple sur des réprésentations symboliques plutét qu’explicites des
graphes de transition (Burch et al.,, 1990), la minimisation des graphes par équiva-
lence observationnelle (Milner,, 1980) ou I’utilisation d’algorithmes de vérification
compositionnelle (Kupferman et al.,, 1998) permettant d’exploiter la structure modu-
laire des réseaux (voir plus loin). D’un point de vue pratique, il sera également es-
sentiel de développer des environnements informatiques intégrés, avec des interfaces
utilisateur adaptées a I’application biologique, permettant des allers-retours rapides
entre la formulation du modeéle et la vérification de ses propriétés.

Parallelement au développement d’outils informatiques pour analyser et interpré-
ter les résultats de la simulation qualitative, le défi de la mise a I’échelle demande
de réfléchir a I’utilité de construire des modéles toujours plus grands et toujours plus
complexes de systémes cellulaires (Rechenmann et al.,, 2005). Pour bon nombre de
questions biologiques, il n’est pas certain que la prédiction de I’évolution temporelle
de la concentration de toutes les protéines dans une cellule d’E. coli est la voie la
plus sdre pour mieux comprendre la réponse au stress de la bactérie. Dans la plupart
des cas, il est plus approprié et informatif de considérer des sous-réseaux du réseau
étudié, de décrire individuellement la dynamique de ces sous-réseaux — en utilisant
des modeles beaucoup plus abstraits que ceux présentés ici — et de coupler les mo-
deles abstraits de fagon & analyser les interactions entre ces sous-réseaux (Bhalla et
al.,, 1999; Kholodenko et al.,, 2002). Cette approche modulaire se justifie par ce que
I’on sait ou soupgonne de la structure des réseaux de régulation biologique (Hartwell
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et al.,, 1999; Thieffry et al.,, 2004; Wolf et al.,, 2003). Par exemple, les interactions
entre dix a vingt régulateurs globaux de la transcription d’E. coli semblent constituer
le squelette du réseau de régulation génique de cet organisme, en connectant de fa-
con hiérarchique et en coordonnant le fonctionnement de modules pour assurer des
fonctions cellulaires spécifiques (Martinez-Antonio et al.,, 2003).

Les approches qualitatives pour la modélisation, I’analyse et la simulation de rée-
seaux de régulation génique sont des extensions prometteuses de la boite a outils du
modélisateur, comme I’attestent les résultats obtenus avec la méthode présentée dans
cette article ou d’autres méthodes similaires. Leur adoption large passe par la vérifi-
cation expérimentale des prédictions des propriétés qualitatives de la dynamique du
réseau.
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