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La théorie des systèmes dynamiques est utilisée pouŕetudier les systèmes physiques qui
évoluent au cours du temps. On suppose que l’état d’un syst̀eme,à un instant donńe, peut
être repŕesent́e par unélémentx d’un espace d’́etatX. L’espaceX est de dimension finie
(un ouvert deRn ou plus ǵeńeralement une variét́e différentiable). L’́evolution du syst̀eme
est d́ecrite par un système diff́erentiel surX qu’on écrira

dx

dt
= f(x), x ∈ X (1)

où f : X −→ Rn est un champ de vecteurs surX. Ainsi, (1) repŕesente un système
autonome d’́equations diff́erentielles ordinaires. La théorie des systèmes dynamiques a
son origine dans les travaux de Poincaré, à la fin du 19̀eme sìecle, sur le problème des
trois corps [4]. Poincaré a propośe, au lieu de s’int́eresser̀a une solution particulière
du syst̀eme (donńee par exemple par des conditions initiales ou des conditions aux lim-
ites), d’utiliser des arguments topologiques et géoḿetriques pour d́eterminer les propriét́es
de l’ensemble de toutes les solutions, considéŕees comme orbites (ou trajectoires) dans
l’espace deśetats. Voici ce qu’il dit dans l’introduction de sonMémoire sur les courbes
définies par unéequation diff́erentielle, publié en 1881 (pour plus d’informations voir
[3, 4]) : “Prenons, par exemple, le problème des trois corps : ne peut-on pas se de-
mander si l’un des corps restera toujours dans une certaine région du ciel ou bien s’il
pourra s’́eloigner ind́efiniment ; si la distance de deux corps augmentera, ou diminuera
à l’infini, ou bien si elle restera comprises entre certaines limites ? Ne peut-on pas se
poser mille questions de ce genre, qui seront toutes résolues quand on saura construire
qualitativement les trajectoires des trois corps ? Et, si l’on considère un nombre plus
grand de corps, qu’est-ce que la question de l’invariabilité deséléments des planètes,
sinon une v́eritable question de ǵeoḿetrie qualitative, puisque voir que le grand axe n’a
pas de variations śeculaires, c’est montrer qu’il oscille constamment entre certaines lim-
ites. Tel est le vaste champ de découvertes qui s’ouvre devant les géom̀etres...”. Par la
suite, dans les années 1920, avec les travaux de Birkhoff et d’autres, s’est dégaǵee la no-
tion de syst̀eme dynamique abstrait, de flot, d’ensembles limites... Le but de ce cours1 est
d’exposer ces notions et de les utiliser pourétablir les propríet́es qualitatives de certains
syt̀emes dynamiques en cosmologie. La présentation suit les chapitres 4 et 6 de [11]. Pour
les d́emonstrations et plus d’informations sur les la théorie deśequations diff́erentielles et
des syst̀emes dynamiques le lecteur peut consulter [5, 6, 7, 9]. Pour d’autres applications
en ḿecanique ćeleste le lecteur peut consulter [2, 8]. Pour plus d’informations sur les
théories cosmologiques le lecteur peut consulter [1, 10, 11, 13].

Date: 5 juin 2006.
1Ce texte est une version remaniée des notes du cours donné dans l’Ecole CIMPA-UNESCO-ALGERIE

Géoḿetrie, dynamique riemannienne et pseudo-riemannienne et applications, El Oued, du 26 F́evrier au 10 Mars
2005 (voir http://www.cimpa-icpam.org/Francais/AnciensProg/2005/Algerie05.html).
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1. SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS ET FLOTS

On consid́ere le syst̀eme (1) et on suppose queX est un ouvert deRn. On notex =
(x1, · · · , xn) et

f(x) = (f1(x), · · · , fn(x)).

On suppose que la fonctionf est diff́erentiable (de classeC∞) surX. Alors, (1) represente
un syst̀eme den équations diff́erentielles ordinaires

x′i = fi(x1, · · · , xn), i = 1, · · · , n, où x′i = dxi/dt,

Certains types de sytèmes sont d’un grand intér̂et pour les applications.

Syst̀emes lińeaires
SiX = Rn etf est une application lińeaire, i.e.f(x) = Ax oùA est une matricen×n

à coefficents dansR, alors on obtient le système lińeaire

x′ = Ax, x ∈ Rn. (2)

Syst̀emes hamiltoniens
Si x = (q1, · · · , qm, p1, · · · , pm) ∈ X ⊂ R2m et f(x) = (∂H/∂p,−∂H∂q), où

H : X −→ R est une fonction diff́erentiable, appeléehamiltonien, alors on obtient le
syst̀eme hamiltonien

dqi
dt

=
∂H

∂pi
,

dpi

dt
= −∂H

∂qi
, i = 1, · · · ,m. (3)

1.1. Théorèmes d’existence et d’uncit́e des solutions.Une solution du système (1) est
une fonction d́erivable

t 7→ x(t) = (x1(t), · · · , xn(t)),

définie d’un intervalleI ⊆ R dansX, telle que pour toutt ∈ I on ait

x′(t) = f(x(t)).

L’image d’une solution est appelée uneorbite. Une orbite est tangente en chacun de ses
points au champ de vecteursf . Le domaineX est appeĺe l’espace des phases.

Soit a ∈ X. Le probl̀eme deCauchyconsiste en la d́etermination des solutions du
syst̀eme (1) satisfaisant lacondition initiale

x(0) = a. (4)

Théorème 1.1(Existence et unicit́e locales). Il existe δ > 0 et une unique solution du
probl̀eme de Cauchyx′ = f(x), x(0) = a. définie sur]− δ, δ[.

La solution locale dont l’existence est garantie par ce théor̀eme peut̂etre d́efinie sur
un intervalle maximal]tmin(a), tmax(a)[, dépendant du point initiala ∈ X. On note par
x(t, a) cette solution maximale, pour rappeler sa dépendance ena. Lorsquet tend vers les
extŕemit́es de l’interval maximal de d́efinition, alors(t, x(t, a)) sort de tout compact inclus
dansR×X. Ce ŕesultat s’utilise dans la pratique de la manière suivante.

Théorème 1.2(Continuation des solutions). Si une solution reste dans un compact deX
alors elle est d́efinie pour toutt ∈ R. Si tmin(a) est fini alors lorsquet tend verstmin(a),
la solutionx(t, a) tend vers la frontìere deX (ou bien vers l’infini). Le ŕesultat est vrai
aussi pour la limite entmax(a).
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Soit ‖ · ‖ une norme surRn. Si X = Rn et ‖f(x)‖ ne croit pas trop vite quand
‖x‖ → ∞ (par exemple si elle est bornée ou bien s’il existe une constante positiveM
telle que‖f(x)‖ ≤ M‖x‖ pour toutx ∈ Rn), alors toute solution du systèmex′ = f(x)
est d́efinie pour toutt ∈ R. On peut donc toujours diviser le champ de vecteursf(x)
correspondant au système (1) par une fonctionλ(x) > 0 de telle sorte que les orbites ne
changent pas et que les solutions du systèmex′ = f(x)/λ(x) soient d́efinies pour tout
t ∈ R. Il suffit de prendreλ(x) = 1 + ‖f(x)‖.

On suppose dorénavant que les solutions du système (1) sont d́efinies pour toutt ∈ R.

1.2. Le flot d’un système différentiel.

Définition 1.3. Le flot du syst̀eme diff́erentiel (1) est la famillèa un param̀etre d’applications
{φt}t∈R deX dans lui m̂eme d́efinies par

φt(a) = x(t, a), pour touta ∈ X,
où x(t, a) est l’unique solution du problème de Cauchy (1,4).

Le théor̀eme suivant affirme que le flot est un groupeà un param̀etre de diff́eomorphis-
mes.

Théorème 1.4.Le flot {φt}t∈R vérifie les propríet́es suivantes :
φ0 = Id (Id est l’identit́e deX)
φt1 ◦ φt2 = φt1+t2 pour toust1, t2 ∈ R (Loi de composition)

Du théor̀eme pŕećedent on d́eduit que pour chaquet ∈ R, φt est une bijection deX et
que

(φt)
−1 = φ−t.

Bien que l’on ait, par d́efinition,φt(a) = x(t, a), pour toutt ∈ R et touta ∈ X, il ne faut
pas confondre le flotφt(a) et la solutionx(t, a). Conceptuellement

• Pour chaquea ∈ X, la solutionx(·, a) : R −→ X donne l’́etat du syst̀emex(t, a)
pour toutt ∈ R, tel quex(0, a) = a.

• Pour chaquet ∈ R, le flotφt : X −→ X donne l’́etat du syst̀emeφt(a) à l’instant
t, pour touta ∈ X.

Par d́efinition du flot on a
d

dt
φt(a)|t=0 = f(a). (5)

Cette formule montre que la donnée du flotφt définit le syst̀eme (1). Le th́eor̀eme suivant
affirme que les solutions d’un système d́ependent de manière diff́erentiable en les condi-
tions initiales.

Théorème 1.5(Diff érentiabilit́e du flot). L’applicationφt est diff́erentiable surX.

1.3. Syst̀emes dynamiques.Jusqu’̀a pŕesent nous avons utilisé le vocable “syst̀eme dy-
namique” dans un sens informel pour désigner un système physique quíevolue dans le
temps. Formellement, on peut définir un syst̀eme dynamique de la manière suivante.

Définition 1.6. SoitX un espace ḿetrique. Un syst̀eme dynamique surX est la donńee
d’une familleà un param̀etre d’hoḿeomorphismesφt : X −→ X vérifiant les conditions
φ0 = Id etφt1 ◦ φt2 = φt1+t2 pour toust1, t2 ∈ R.



4 TEWFIK SARI

Dans la litt́erature, un tel système dynamique est souvent appelé syst̀eme dynamique
continu. Le termesyst̀eme dynamique discretdésigne la donńee d’une famille d’applications
{gm}m∈Z engendŕee par les it́erations d’un hoḿeomorphismeg : X → X, c’est à dire
g2 = g ◦ g etg−1 est l’inverse deg.

Du Théor̀eme 1.4 on d́eduit que le flotφt assocíe au syst̀eme (1) surX est un syst̀eme
dynamique surX. Ainsi le syst̀eme (1) d́efinit un syst̀eme dynamiqueφt et vice versa. Le
flot φt engendre un système dynamique discret défini parg = φt, où t est une valeur fix́ee
du temps.

Pour un syst̀eme lińeaire (2), le flot est donné par

φt(a) = etAa. (6)

La matrice exponentielleetA est d́efinie par la śerie

etA = I + tA+
1
2!
t2A2 + · · ·+ 1

n!
tnAn + · · · (7)

1.4. Orbites et ensembles invariants.

Définition 1.7. Etant donńe un syst̀eme (1) et le flot associéφt surX, l’orbite d’un point
x0 ∈ X est l’ensemble

γ(x0) = {x ∈ X : ∃t ∈ R x = φt(x0)}.
Les points d’́equilibres (oúetats stationnaires, ou points fixes, ou points singuliers) d’un

syst̀eme jouent un r̂ole important dans la description des propriét́es du syst̀eme.

Définition 1.8. Un point x0 est un ditpoint d’équilibre du syst̀eme (1), s’il satisfait
f(x0) = 0 ou bien de manière équivalente siφt(x0) = x0 pour toutt ∈ R. Sinon le
pointx0 est dit ordinaire.

De la d́efinition 1.7 on d́eduit que l’orbite d’un point d’́equilibre est ŕeduite au point lui
même :

γ(x0) = {x0}.
Par contre l’orbite d’un point ordinaire est une courbe lisse qui admet en chacun de ses
points le vecteurf comme vecteur tangent. Parmi les points ordinaires on distingue les
points ṕeriodiques et les points récurrents.

Définition 1.9. Un point ordinairex0 est un ditpériodique, s’il existe T > 0 tel que
φT (x0) = x0. Un point ordinairex0 et non ṕeriodique, est dit ŕecurrent si pour tout
voisinageV dex0 et toutT ∈ R il existet > T tel queφt(x0) ∈ V .

Si le syst̀eme poss̀ede un point ṕeriodiquex0, alors la solution correspondantex(·, x0)
est ṕeriodique. Si le système poss̀ede un point ŕecurrentx0, alors la solution correspon-
dantex(·, x0) repasse arbitrairement près dex0 pour des temps suffisamment grands.

Définition 1.10. Une orbiteγ(x0) telle qu’il existe deux points d’équilibrea et b vérifiant
limt→+∞ φt(x0) = a et limt→−∞ φt(x0) = b est diteorbite h́et́eroclinesi a 6= b etorbite
homoclinesi a = b.

Définition 1.11. Un ensembleS ⊂ X est dit invariant par le flotφt surX (ou bien par le
syst̀emex′ = f(x) correspondant) si pour toutx ∈ S et toutt ∈ R on aφt(x) ∈ S. Si
S vérifie la propríet́e queφt(x) ∈ S pour toutx ∈ S et toutt > 0 alors on dit queS est
positivement invariant.
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Si S est invariant etx ∈ S alors l’orbiteγ(x) est incluse dansS. Par conśequent un
ensemble invariant est une réunion d’orbites. On obtient des ensembles invariants de la
manìere suivante.

SoitZ : X −→ R une fonction diff́erentiable. On note

Z ′(x) =
∂Z

∂x
(x) · f(x) =

n∑

i=1

∂Z

∂xi
(x)fi(x)

la dérivée de la fonctionZ dans la direction du champ de vecteursf . Cette d́erivée
s’appelle aussi la d́erivée de Lie deZ et se noteLfZ. Soit φt le flot du syst̀eme (1)
on a

d

dt
Z(φt(x)) = Z ′(φt(x)), pour toutx ∈ X.

Proposition 1.12. S’il existe une fonctionZ : X −→ R telle queZ ′(x) = α(x)Z(x) où
α : X −→ R est une fonction continue, alors les sous-ensembles deX définis parZ > 0,
Z = 0 etZ < 0 sont invariants par le système (1).

Si un ensemble positivement invariantM est hoḿeomorphèa la boule deRn alors il y
a au moins un point d’équilibre dansM . Ce ŕesultat est une conséquence du th́eor̀eme du
point fixe de Brouwer.

2. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

2.1. Ensembles limites.

Définition 2.1. Soit φt un flot dansX et soita ∈ X. Un pointx est dans l’ensemble
ω-limite ω(a) s’il existe une suitetk → +∞ telle queφtk

(x) → a lorsquek → +∞.
Un point x est dans l’ensembleα-limite α(a) s’il existe une suitetk → −∞ telle que
φtk

(x) → a lorsquek → +∞.

Sia est un point d’́equilibre alorsω(a) = α(a) = {a}. Sia est ṕeriodique alorsω(a) =
α(a) = γ(a). Si a et b sont dans la m̂eme orbite alorsω(a) = ω(b) etα(a) = α(b), de
sorte que l’on d́efinit les ensembles limites d’une orbite commeétant les ensembles limites
de l’un de ses points. Siγ est une orbite h́et́erocline allant du point d’équilibrea au point
d’équilibreb alorsω(γ) = {b} etα(γ) = {a}.
Proposition 2.2. Un ensemble limite est ferḿe et invariant. Si une orbite est positivement
borńee alors son ensembleω-limite est non vide, compact et connexe.

L’ensembleω-limite ω(a) d’un point a décrit le comportement asymptotique lorsque
t → +∞ du syst̀eme lorsquea est la condition initiale. Lorsqu’on veut décrire le com-
portement asymptotique futur du système avec une condition initiale arbitraire il faut ex-
aminer l’attracteur futur du système, qui est le plus petit ensemble qui attire presque toute
les orbites.

Définition 2.3. L’attracteur futurA+ d’un flot surX est le plus petit ensemble fermé
invariant tel queω(a) ⊂ A+ pour touta ∈ X, sauf pour un ensemble de mesure nulle.
L’attracteur pasśeA− est d́efini de la m̂eme manìere en remplaçantω(a) parα(a).

2.2. Comportement asymptotique dans le plan.Dans le plan, une orbite périodique (un
cycle) entoure un point d’équilibre, puisque son intérieur est hoḿeomorphèa la boule de
dimension 2 et qu’il est invariant par le flot. Par ailleurs les ensembles limites sont bien
décrits.
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Théorème 2.4(Poincaŕe-Bendixon). On suppose que le système n’a que des points sin-
guliers isoĺes. Si une orbite est positivement bornée alors son ensembleω-limite est soit un
point sigulier, soit un cycle, soit une réunion de points singuliers et de courbes homoclines
ou h́et́eroclines.

Ce th́eor̀eme admet un corollaire qui est souvent utilisé pour montrer l’existence d’orbites
périodiques.

Théorème 2.5. Si une orbiteγ est positivement borńee et queω(γ) ne contient pas de
points d’́equilibre alorsω(γ) est une orbite ṕeriodique.

Siω(γ) 6= γ, alorsγ spirale autour du cycleω(γ) dans un certain sens etω(γ) est appeĺe
un cycle limite. La non existence de cycles (et même d’orbites homoclines) est garantie
par le crit̀ere suivant.

Théorème 2.6(Critère de Dulac-Bendixon). Consid́erons le syst̀emex′ = f(x) dans le
plan. Sidivf = ∂f1/∂x1 + ∂f2/∂x2 ne s’annule pas dans une régionΩ du plan alorsΩ
ne contient ni orbite ṕeriodique, ni orbite homocline.

Comme corollaire du Th́eor̀eme 2.6 on a le résultat suivant : s’il existe une fonction
positiveB surΩ telle quedivBf garde un signe constant surΩ, alors le syst̀emex′ = f(x)
n’a pas de cycles dansΩ. En effetf etBf ont les m̂emes orbites. Une telle fonctionB est
appeĺee une fonction de Dulac.

2.3. Principe de monotonie. En dimension plus grande, les ensembles limites sont d’une
grande complexit́e car les systèmes pŕesentent en ǵeńeral des comportements chaotiques.
Cependant, lorsque le système admet une fonction monotone, alors on peut décrire ses
ensembles limites.

Définition 2.7. Soit φt un flot etS un ensemble invariant. Une fonction continueV :
S −→ R est appeĺee une fonction monotone pour le flot si pour toutx ∈ S, V (φt(x)) est
une fonction monotone det.

Si V est diff́erentiable alors il suffit que sa dérivéeV ′ le long du champf ne s’annule
pas.

Théorème 2.8(Principe d’invariance de LaSalle). Soit le syst̀emex′ = f(x) de flotφt.
SoitS un ensemble compact et positivement invariant deφt et V une fonction monotone
diff érentiable surS. Alors pour touta ∈ S,

ω(a) ⊂ {x ∈ S : V ′ = 0}

Théorème 2.9(Principe de monotonie). Soit le syst̀emex′ = f(x) de flotφt. SoitS un
ensemble invariant deφt et Z une fonction strictement décroissante surS à valeur dans
l’intervalle ]a, b[, avec−∞ ≤ a < b ≤ +∞. Alors pour toutx ∈ S,

ω(x) ⊂ {s ∈ S̄ \ S : lim
y→s

Z(y) 6= b},

α(x) ⊂ {s ∈ S̄ \ S : lim
y→s

Z(y) 6= a}.
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3. L INÉARISATION

La premìereétape dans l’́etude qualitative d’un système consiste en l’étude du système
au voisinage de ses points d’équilibre. Consid́erons un systèmex′ = f(x) surX et soita
un point d’́equilibre (ainsif(a) = 0). Le syst̀eme lińeaire

x′ = Ax, avecA =
∂f

∂x
(a) =

(
∂fi

∂xj
(a)

)
(8)

s’appelle lelinéariśe du syst̀eme au pointa.

3.1. Syst̀emes lińeaires. Etant donńe un syst̀eme lińeairex′ = Ax dansRn, on consid̀ere
les valeurs propresλ de la matriceA, qui sont complexes et non distinctes en géńeral, et
les sous espaces vectoriels carractéristiques associésEλ. On d́efinit

le sous espace stable Es = ⊕Reλ<0Eλ,
le sous espace instable Eu = ⊕Reλ>0Eλ,
le sous espace central Ec = ⊕Reλ=0Eλ.

Il est bien connu que

Es ⊕ Eu ⊕ Ec = Rn

et que

w ∈ Es ⇒ lim
t→+∞

etAw = 0, w ∈ Eu ⇒ lim
t→−∞

etAw = 0.

Par conśequent toutes les solutions issues de conditions initiales dans le sous espace sta-
ble sont attiŕees vers l’origine tandis que celles issues de conditions initiales dans le sous
espace instable sont repoussées par l’origine. En particulier, lorsqueEs = Rn toutes les
solutions tendent vers l’origine qui est appelée unpuits, et lorsqueEu = Rn toutes les
solutions proviennent de l’origine qui est appelée unesource. Si niEs, ni Eu n’est ŕeduit
à{0}, et queEc = {0} l’origine est appeĺee unpoint selle.

3.2. Théorème de Hartman-Grobman. On se propose de comparer, dans un voisinage
d’un point d’́equilibrea, les solutions du systèmex′ = f(x), et celles de son lińeariśe (8).

Définition 3.1. Le point d’́equilibrea du syst̀emex′ = f(x) est dit hyperbolique lorsque
toutes les valeurs propres de la matrice∂f/∂x(a) sont de partie ŕeelle non nulle.

Définition 3.2. Deux flotsφt etψt sont dits topologiquementéquivalents dans des voisi-
nages de points déquilibre, s’il existe un hoḿeomorphismeh qui envoie le point d’́equilibre
du premier flot en le point d’équilibre du deuxìeme flot et qui conjugue les flots, c’està
direh ◦ φt = ψt ◦ h.

Théorème 3.3(Hartman-Grobman). Consid́erons un systèmex′ = f(x), de flotφt. Si a
est un point d’́equilibre hyperbolique, alors il existe un voisinageV dea sur lequel le flot
φt est topologiquement́equivalent au flot du lińeariśe du syst̀eme ena.

En d’autres termes le théor̀eme signifie que dans le voisinageV d’un point d’́equili-
bre, les orbites d’un système peuvent̂etre d́eformées continuement dans les orbites de son
linéariśe. En particulier, si toutes les valeurs propres du linéaríe sont de partie réelle stricte-
ment ńegative, alors toutes les solutions issues du voisinageV tendent vers l’́equilibre
lorsquet → +∞. De la m̂eme manìere, lorsque toutes les valeurs propres sont de partie
réelle strictement positive, alors toutes les solutions issues du voisinageV tendent vers
l’ équilibre lorsquet→ −∞. Cette remarque justifie la définition suivante.
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Définition 3.4. Un point d’́equilibrea d’un syst̀emex′ = f(x) est appeĺe unpuits (resp.
unesource) si toutes les valeurs propres de la matrice∂f/∂x(a) sont de partie ŕeelle stricte-
ment ńegative (resp. positive). Un point d’équilibre hyperbolique qui n’est ni un puits, ni
une source est appelé unpoint selle.

3.3. Vari étés invariantes. La variét́e stableW s d’un point d’́equilibrea du syst̀emex′ =
f(x) est une varíet́e différentiable qui est tangente au sous espace stableEs du linéariśe
(8) ena et telle que toutes les solutions issues deW s tendent versa quandt → +∞. De
même lavariét́e instableWu du point d’́equilibrea est une varíet́e différentiable qui est
tangente au sous espace instableEu et telle que toutes les solutions issues deW s tendent
versa quandt→ −∞. Enfin la varíet́e centraleW c est une varíet́e tangente au sous espace
centralEc. Le comportement asymptotique des orbites contenues dans la variét́e centrale
n’est pas d́etermińe par le lińeariśe du syst̀eme ena. Il y a unicité des varíet́es stableW s

et instableWu, par contre il y a une infinité de varíet́es centrales.

Théorème 3.5(Théor̀eme de la varíet́e centrale). Consid́erons un système admettant0
comme point d’́equilibre. SoientEs, Eu etEc les sous-espace stable, instable et central
du linéariśe du syst̀eme en0. Alors le syst̀eme admet des variét́es invariantesW s, Wu

etW c passant par le point0 et tangentes respectivement aux sous-espacesEs, Eu etEc.
Les solutions issues deW s (resp.Wu) tendent exponentiellement vers0 quandt → +∞
(resp.t→ −∞). Le comportement des solutions dans la variét́eW c est d́etermińe par les
termes non lińeaires.

Théorème 3.6(Théor̀eme de ŕeduction). Il existe un voisinage de 0 sur lequel le sys-
tème est topologiquementéquivalent au produit direct des deuxéquations suivantes : la
restriction du syst̀emeà la varíet́eW c et la “selle standard”

x′s = −xs, x′u = xu, xs ∈ Es, xu ∈ Eu.

ExempleConsid́erons le syst̀eme surR2

x′ = x, y′ = −y + x2. (9)

L’origine est un point d’́equilibre. Le lińeariśe en ce point d’́equilibre est

x′ = x, y′ = −y.
La fonctionZ(x, y) = y−x2/3 vérifieZ ′ = −Z. D’après la Proposition 1.12, la parabole
y = x2/3 est un ensemble invariant. On a (voir Fig. 1)

Wu = {(x, y) : y = x2/3}, Eu = {(x, y) : y = 0},
W s = Es = {(x, y) : x = 0}.
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FIGURE 1. Variét́es invariantes du système (9) et de son lińeariśe.
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ExempleNoeud-Col : Consid́erons le syst̀eme dans le plan

x′ = x2, y′ = −y (10)

L’origine est un point d’́equilibre. Le lińeariśe en ce point d’́equilibre est

x′ = 0, y′ = −y.
On a (voir Fig. 2)

W s = Es = {(x, y) : x = 0}, Ec = {(x, y) : y = 0}.
W c = {(x, y) : y = 0 si x > 0, y = Ce1/x si x < 0},

avecC une constante réelle. La varíet́e centrale n’est pas unique. Elle n’est pas analytique,
sauf siC = 0.
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FIGURE 2. Variét́es invariantes du système (10) et de son lińeariśe.

4. MODÈLE COSMOLOGIQUE DEWAINWRIGHT ET HSU

4.1. Cosmologies de Bianchi.Une cosmologie de Bianchi est un modèle d’univers dont
la métrique admet un groupe d’isométries de dimension 3 qui agit de manière simplement
transitive sur les hypersurfaces de type espace, qui sont donc des surfaces d’homogéńeité
dans l’espace temps (pour les détails et des d́efinitions pŕecises, voir le capitre 1 de [11]).
Ces cosmologies sont classifiées par leur alg̀ebres de Lie des champs de Killing. Dans un
syst̀eme de coordonńees bien choisi, leśequations d’́evolution des cosmologies de Bianchi
dites de classe A (voir le chapitre 6 de [11]) sont données par le système diff́erentiel sur
R5 suivant

Σ′+ = −(2− q)Σ+ − S+

Σ′− = −(2− q)Σ− − S−
N ′

1 = (q − 4Σ+)N1

N ′
2 = (q + 2Σ+ + 2

√
3Σ−)N2

N ′
3 = (q + 2Σ+ − 2

√
3Σ−)N3

(11)

où

S+ =
1
6

[
(N2 −N3)

2 −N1 (2N1 −N2 −N3)
]
,

S− =
1

2
√

3
(N3 −N2) (N1 −N2 −N3) ,

q =
1
2
(3γ − 2)(1−K) +

3
2
(2− γ)(Σ2

+ + Σ2
−),

K =
1
12

[
N2

1 +N2
2 +N2

3 − 2 (N1N2 +N2N3 +N3N1)
]
.
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Ici γ repŕesente un param̀etre ŕeel tel que

2/3 < γ < 2.

Chaque solutionx(t) = (Σ+(t),Σ−(t), N1(t), N2(t), N3(t)) du syst̀eme (11) repŕesente
l’un des univers de Bianchi de classe A. Les coordonnéesΣ+ etΣ− décrivent l’anisotropie
du flot de Hubble du mod̀ele et les coordonńeesN1, N2, N3 décrivent le type de Bianchi
de son groupe d’isoḿetrie (voir [11, 12]). Consid́erons la fonction

Ω = 1− (
Σ2

+ + Σ2
−

)−K.

On a

Ω′ = [2q − (3γ − 2)] Ω.

Donc l’ensembleB défini par

B = {Ω ≥ 0, N1 ≥ 0, N2 = N3 = 0} (12)

est invariant. Sur cet ensemble le système (11) devient

Σ′+ = −(2− q)Σ+ + 1
3N

2
1

Σ′− = −(2− q)Σ−
N ′

1 = (q − 4Σ+)N1

(13)

où

q =
1
2
(3γ − 2)(1− 1

12
N2

1 ) +
3
2
(2− γ)(Σ2

+ + Σ2
−).

Dans la suite on se propose de d’étudier le flot du système (13), qui d́ecrit l’évolution
d’un mod̀ele cosmologique dit univers de Bianchi II (voir [11, 12]). Les plans définis
respectivement parΣ− = 0 et parN1 = 0, ainsi que l’ellipsöıde

Ω = 1− (
Σ2

+ + Σ2
−

)− 1
12
N1 = 0

sont des ensembles invariants du système 13. Comme ce système est aussi invaraint par la
transformationΣ− 7→ −Σ−, le flot est syḿetrique par rapport au planΣ− = 0.

4.2. Points d’équilibre.

4.2.1. Univers de Friedmann-Lemaı̂tre plat. Cet univers correspond au point d’équilibre
F du syst̀eme (13) d́efini par

Σ+ = Σ− = 0, N1 = 0

Les valeurs propres du linéariśe sont

λ1 = λ2 = −3
2
(2− γ) < 0, λ3 =

1
2
(3γ − 2) > 0.

Les sous-espace propres sont

Es = {N1 = 0}, Eu = {Σ+ = Σ− = 0}.
Comme le planN1 = 0 est invariant on aW s = {N1 = 0}. La varíet́e invarianteWu est
de dimension 1. Elle sera décrite plus loin (voir la section 4.3.2).
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4.2.2. Univers de Collins-Stewart (II).Cet univers correspond au point d’équilibreP du
syst̀eme (13) d́efini par

Σ+ =
1
8
(3γ − 2), Σ− = 0, N1 =

1
4

√
(2− γ)(3γ − 2).

Les valeurs propres du linéariśe vérifient

λ1 < 0, λ2 < 0, λ3 < 0.

Par conśequentEs = R3, donc le point d’́equilibreP est un puits.

4.2.3. Vide de Kasner.Cet univers correspond au cercle de points d’équilibresK défini
par

Σ2
+ + Σ2

− = 1, N1 = 0.

Les valeurs propres du linéariśe au point d’́equilibre(Σ+,Σ−, 0) sont donńees par

λ1 = 3(2− γ) > 0, λ2 = 0, λ3 = 2(1− 2Σ+).

Par conśequent on a

dimEc =
{

1 si Σ+ 6= 1/2,
2 si Σ+ = 1/2.

dimEu =
{

2 si Σ+ < 1/2,
1 si Σ+ ≥ 1/2.

dimEs =
{

0 si Σ+ ≤ 1/2,
1 si Σ+ > 1/2.

Les varíet́es centraleW c, instableWu et stableW s du point d’́equilibre de Kasner(Σ+,Σ−, 0)
seront d́ecrites dans la section suivante.

4.3. Dynamique sur les varíetés invariantes.

4.3.1. Dynamique dans la variét́eN1 = 0. Dans ce plan, le système s’́ecrit

Σ′+ = −(2− q)Σ+, Σ′− = −(2− q)Σ−

Ce syst̀eme d́ecrit l’évolution d’un mod̀ele cosmologique dit univers de Bianchi I. Les
orbites sont radiales (voir Fig 3). Ainsi la variét́e instable d’un point d’́equilibre de Kasner
(Σ+,Σ−, 0) contient le rayon passant par(Σ+,Σ−).
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FIGURE 3. Dynamique du système (13) dans le planN1 = 0 (à gauche)
et dans le planΣ− = 0 (à droite).
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4.3.2. Dynamique dans la variét́eΣ− = 0. Dans ce plan le système s’́ecrit

Σ′+ = −(2− q)Σ+ +
1
3
N2

1 , N ′
1 = (q − 4Σ+)N1.

La demi ellipseΣ2
+ + 1

12N
2
1 = 1 est invariante. Le point d’équilibre de Collins-StewartP

attire toutes les solutions du domaine défini parN1 > 0 etΣ2
+ + 1

12N
2
1 < 1 (voir la section

4.4). Par conśequent la varíet́e instable du point d’équilibre de Friedmann-Lemaı̂treF tend
versP (voir Fig 3).

4.3.3. Dynamique dans la variét́e Ω = 0. On vérifie que l’on aΣ− = k(Σ+ − 2),
aveck une constante arbitraire. Par conséquent (voir Fig 4), les orbites sont données par
l’intersection des plans verticaux passant par le point(2, 0) avec le demi ellipsöıde

Σ2
+ + Σ2

− +
1
12
N2

1 = 1, N1 > 0.

Ces orbites s’appelent des univers de Taub. Chaque plan vertical coupe le cercle de Kasner
en deux points d’́equilibre de Kasner: un tel queΣ+ < 1/2 et un tel queΣ+ > 1/2. Une
orbite de Taub est contenue dans la variét́e instable du premier et dans la variét́e stable du
second.

-
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@@R
6
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Σ
−
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P
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Orbites de Taub

Orbites de type
Bianchi I
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FIGURE 4. Projection dans le plan(Σ+,Σ−) des orbites du système
(13) correspondant̀a l’ensemble invariantΩ = 0 (à gauche) et orbites
de ce syst̀eme dans la ŕegionΣ− ≥ 0 du domaine invariantB défini par
(12) (̀a droite).

4.4. Attracteurs futur et passé. Soit S = {Ω > 0, N1 > 0, N2 = N3 = 0}. On
construit une fonction strictement croissanteZ positive dansS \ P telle queZ(x) → 0
quandx → ∂S et on applique le principe de monotonie (voir [11], page 151). On obtient
alors.

Proposition 4.1. Pour toutx ∈ S on aω(x) = P .

Par conśequent les orbites sont comme sur la figure 4. Le point d’équilibreP est
l’attracteur futur. L’ensemble{(Σ+,Σ−) ∈ K : Σ+ < 1/2} est l’attracteur passé. Dans
la figure 4 on a représent́e le demi espaceΣ− ≥ 0. Les orbites du demi espaceΣ− < 0
se d́eduisent par syḿetrie par rapport au plan invariantΣ− = 0. Ainsi tous les univers
de type Bianchi II, c’est̀a dire ceux de l’ensemble invariantB, tendent asymptotiquement
vers l’univers de Collins-StewartP sauf ceux des ensembles invariantsN1 = 0 ouΩ = 0,
c’està dire les univers de Taub, de Kasner ou de type Bianchi I.
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