INTRODUCTION AUX SYST EMES DYNAMIQUES ET APPLICATIONS A UN
MODELE COSMOLOGIQUE

TEWFIK SARI

La théorie des sysimes dynamiques est utdis pouietudier les systmes physiques qui
évoluent au cours du temps. On suppose getat’'d’'un systme,a un instant dons, peut
étre repesené par urélementz d'un espace dtatX. L'espaceX est de dimension finie
(un ouvert deR™ ou plus @gréralement une veaié differentiable). Levolution du systme
est cecrite par un sysime diferentiel surX qu’onécrira

W), wex W

ou f : X — R”™ est un champ de vecteurs siir. Ainsi, (1) repésente un sysme
autonome cdquations diférentielles ordinaires. La &orie des sysimes dynamiques a
son origine dans les travaux de Poirigar la fin du 1@me sécle, sur le proime des
trois corps [4]. Poinc& a propos, au lieu de s'iriresse@ une solution particudire
du syseme (donke par exemple par des conditions initiales ou des conditions aux lim-
ites), d'utiliser des arguments topologiques @bgietriques pour @terminer les propétes
de I'ensemble de toutes les solutions, coagds comme orbites (ou trajectoires) dans
I'espace degtats. Voici ce qu'il dit dans I'introduction de sdvémoire sur les courbes
définies par unecquation diférentielle publie en 1881 (pour plus d'informations voir
[3, 4]) : “Prenons, par exemple, le pr@vhe des trois corps : ne peut-on pas se de-
mander si I'un des corps restera toujours dans une certaggon du ciel ou bien s'il
pourra s€loigner incefiniment ; si la distance de deux corps augmentera, ou diminuera
a l'infini, ou bien si elle restera comprises entre certaines limites ? Ne peut-on pas se
poser mille questions de ce genre, qui seront toués®lues quand on saura construire
qualitativement les trajectoires des trois corps ? Et, si 'on coéxgdun nombre plus
grand de corps, qu'est-ce que la question de linvariabiliteséléments des plastes,
sinon une @ritable question de&pnetrie qualitative, puisque voir que le grand axe n'a
pas de variationsé&culaires, c’est montrer qu’il oscille constamment entre certaines lim-
ites. Tel est le vaste champ déaduvertes qui s’ouvre devant leéagretres..”. Par la
suite, dans les a@es 1920, avec les travaux de Birkhoff et d’autres, s'eégage la no-
tion de systme dynamique abstrait, de flot, d’'ensembles limites... Le but de ce‘estrs
d’exposer ces notions et de les utiliser pétablir les propétes qualitatives de certains
syttmes dynamiques en cosmologie. Lagamtation suit les chapitres 4 et 6 de [11]. Pour
les cemonstrations et plus d'informations sur les ladhie de€quations diérentielles et
des systmes dynamiques le lecteur peut consulter [5, 6, 7, 9]. Pour d'autres applications
en mecanique €leste le lecteur peut consulter [2, 8]. Pour plus d’'informations sur les
théories cosmologiques le lecteur peut consulter [1, 10, 11, 13].

Date 5 juin 2006.

1Ce texte est une version remaaides notes du cours déndans I'Ecole CIMPA-UNESCO-ALGERIE
Geonretrie, dynamique riemannienne et pseudo-riemannienne et applicaib@sied, du 26 Evrier au 10 Mars
2005 (voir http://www.cimpa-icpam.org/Francais/AnciensProg/2005/Algerie05.html).
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1. SYSTEMES DIFFERENTIELS ET FLOTS

On consi@re le systme (1) et on suppose que est un ouvert d®™. On notex =

(X1, - ,x,) et
f(x) = (fr(@), -, ful2)).
On suppose que la fonctighest differentiable (de class&®) surX. Alors, (1) represente
un syséme den équations diferentielles ordinaires
z, = fi(xy, - 2p), i=1,---,n, ou z; = dx;/dt,
Certains types de s3mnes sont d’'un grand ieet pour les applications.

Sysemes lireaires
Si X = R" et f est une application l&maire, i.e.f(z) = Az ou A est une matrice x n
a coefficents dank, alors on obtient le sysine lirgaire

' = Ax, z € R, 2

Sysemes hamiltoniens

Siz = (¢, »qm,P1," * ,Pm) € X C R?>™ et f(z) = (0H/Op,—0HIq), ol
H : X — R est une fonction diffrentiable, appék hamiltonien alors on obtient le
syseme hamiltonien

dgi OH dp;  OH
dt - 6pi’ dt N 6(]1"

i=1,--,m. ©)

1.1. Théoremes d’existence et d’uncé des solutions.Une solution du sysme (1) est
une fonction @rivable

t=x(t) = (w1(t), - o (1)),
définie d’un intervallel C R dansX, telle que pour tout € I on ait

a'(t) = f(x(t)).

L'image d'une solution est apgs uneorbite. Une orbite est tangente en chacun de ses
points au champ de vecteufsLe domaineX est apped I'espace des phases

Soita € X. Le probBEme deCauchyconsiste en la @&ermination des solutions du
syseme (1) satisfaisant leondition initiale

z(0) = a. (4)

Théoreme 1.1(Existence et unioi locales) Il existe5 > 0 et une unique solution du
probeme de Cauchy’ = f(x), z(0) = a. définie suf — 6, §].

La solution locale dont I'existence est garantie par @mime peugtre cfinie sur
un intervalle maximalt,,;»(a), tmaz (a)[, dépendant du point initiak € X. On note par
x(t, a) cette solution maximale, pour rappeler €gdndance en. Lorsquet tend vers les
extremites de I'interval maximal deéfinition, alors(t, (¢, a)) sort de tout compact inclus
dansR x X. Ce ésultat s’utilise dans la pratique de la n&nei suivante.

Théoreme 1.2(Continuation des solutions)Si une solution reste dans un compactde
alors elle est éfinie pour tout € R. Sit,,;,(a) estfini alors lorsque tend versg,,;,,(a),
la solutionz(t,a) tend vers la fronire deX (ou bien vers l'infini). Le ésultat est vrai
aussi pour la limite ety (a).
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Soit || - || une norme suR™. Si X = R" et || f(z)|| ne croit pas trop vite quand
lz|| — oo (par exemple si elle est bd¥a ou bien s'il existe une constante positive
telle quel| f(x)|| < M]||z|| pour toutzz € R™), alors toute solution du syshex’ = f(z)
est cefinie pour toutt € R. On peut donc toujours diviser le champ de vectef(s)
correspondant au syshe (1) par une fonction(xz) > 0 de telle sorte que les orbites ne
changent pas et que les solutions du &ystz’ = f(z)/A(z) soient @finies pour tout
t € R. Il suffit de prendre\(z) = 1 + || f(x)]|.

On suppose d@navant que les solutions du sste (1) sont &finies pour tout € R.

1.2. Le flot d'un systeme differentiel.

Définition 1.3. Le flot du syséme difrentiel (1) est la familla un pararétre d’applications
{¢t},cr de X dans lui néme @finies par

¢1(a) = z(t,a), pour touta € X,
ou z(t,a) est I'unique solution du probe de Cauchy (1,4).

Le theoreme suivant affirme que le flot est un groudpen pararatre de diftomorphis-
mes.

Théeoreme 1.4.Le flot{¢; }, . Vérifie les prop@étés suivantes :
¢po = Id (Id est l'identié deX)
¢1, © P, = P41, POUrtousti, ta € R (Loi de composition)

Du theorme pécedent on éduit que pour chaquee R, ¢, est une bijection d& et
que

(60)™" = ¢+

Bien que I'on ait, par éfinition, ¢;(a) = x(t, a), pour toutt € R et touta € X, il ne faut
pas confondre le flap;(a) et la solutionz(¢, a). Conceptuellement

e Pour chaque € X, la solutionz(-,a) : R — X donne létat du systmez (¢, a)
pour toutt € R, tel quez(0,a) = a.

e Pour chaque € R, le flot¢; : X — X donne |état du systme¢;(a) a I'instant
t, pour touta € X.

Par cefinition du flot on a
d
—u(a)li—o = f(a). (5)

Cette formule montre que la doee du flotp; définit le syseme (1). Le tkoreme suivant
affirme que les solutions d'un sgshe &pendent de magie differentiable en les condi-
tions initiales.

Théoreme 1.5(Diff érentiabilie du flot) L'application¢; est differentiable suiX .

1.3. Sysemes dynamiques.Jusqua piesent nous avons utifise vocable “systme dy-
namique” dans un sens informel pousigner un sysime physique quévolue dans le
temps. Formellement, on pewfthir un syséme dynamique de la mame suivante.

Définition 1.6. Soit X un espace gtrique. Un sysime dynamique suX est la donge
d’une famillea un pararatre d’honéomorphismes, : X — X vérifiant les conditions
¢O =1Id et¢t1 o (btz = ¢t1+t2 pour tOUSl,tQ eR.
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Dans la literature, un tel syétme dynamique est souvent agpsyseme dynamique
continu Le termesyséme dynamique discrédésigne la donee d’une famille d’applications
{9™}mez €ngendee par les #rations d’'un horeomorphismey : X — X, c’esta dire
g% = gogetg~! estlinverse dey.

Du Theoeme 1.4 on éduit que le floip, assode au systme (1) sutX est un systme
dynamique suX. Ainsi le syseme (1) @finit un syseme dynamique, et vice versa. Le
flot ¢; engendre un sysine dynamique discre&fini parg = ¢, ol ¢ est une valeur fige
du temps.

Pour un systme lireaire (2), le flot est dorenpar

bi(a) = ea. (6)
La matrice exponentiellé” est ctfinie par la érie

1 1
etA=I—|—tA—|—§t2A2—|—---+—'t"A"+--- 7
! n:

1.4. Orbites et ensembles invariants.

Définition 1.7. Etant dongé un systme (1) et le flot asscety, surX, I'orbite d’un point
xo € X estl'ensemble

Y(zo) = {z € X : It € Ra = ¢y(x0)}.

Les points dequilibres (oletats stationnaires, ou points fixes, ou points singuliers) d'un
syseme jouent undle important dans la description des prétas du systme.

Définition 1.8. Un point zy est un ditpoint d'équilibre du syséme (1), s'’il satisfait
f(zo) = 0 ou bien de marire équivalente siy;(xy) = x¢ pour toutt € R. Sinon le
pointxq est dit ordinaire.

De la cEfinition 1.7 on @duit que I'orbite d’'un point dquilibre est@duite au point lui
méme :
Y(zo) = {0}
Par contre I'orbite d’'un point ordinaire est une courbe lisse qui admet en chacun de ses

points le vecteurf comme vecteur tangent. Parmi les points ordinaires on distingue les
points geriodiques et les point&currents.

Deéfinition 1.9. Un point ordinairex, est un ditpériodique s'il existeT > 0 tel que
or(xo) = xo. Un point ordinairex, et non g@riodique, est ditécurrent si pour tout
voisinageV dex et toutT € R il existet > T tel queg(xzg) € V.

Si le syseme posade un point priodiquezy, alors la solution correspondanté, x)
est [eriodique. Si le systme posade un point&currentzq, alors la solution correspon-
dantex(-, z) repasse arbitrairementgs der, pour des temps suffisamment grands.

Définition 1.10. Une orbitey(xo) telle gu'il existe deux points &quilibrea etb vérifiant
lim;—, 4 oo @t(z0) = a etlim;, o ¢(xo) = b est diteorbite reteroclinesia # b etorbite
homoclinesia = b.

Définition 1.11. Un ensemble&s C X est dit invariant par le flap; surX (ou bien par le
sysemex’ = f(x) correspondant) si pour toutc S et toutt € R on a¢.(z) € S. Si
S vérifie la proprété queg,(xz) € S pour toutx € S et toutt > 0 alors on dit ques est
positivement invariant.
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Si S estinvariant etz € S alors l'orbitey(x) est incluse dans. Par conéquent un
ensemble invariant est unéunion d’orbites. On obtient des ensembles invariants de la
mankere suivante.

SoitZ : X — R une fonction diférentiable. On note

0z " 07
Z(x) = == () - = = .
(x) = 5g () 1) = 3 5 ()
la dériveée de la fonctionZ dans la direction du champ de vecteyis Cette @rivee
s'appelle aussi la&ivee de Lie deZ et se noteL;Z. Soit ¢, le flot du syséme (1)

ona

%Z(@(x)) = Z'(¢(2)), pour toutz € X.

Proposition 1.12. S'il existe une fonctior#Z : X — R telle queZ'(x) = «o(x)Z(x) ot
« : X — R est une fonction continue, alors les sous-ensembles définis parZ > 0,
7 = 0 etZ < 0 sontinvariants par le sy&mne (1).

Si un ensemble positivement invariahit est hongomorphea la boule de&R™ alors il y
a au moins un point &quilibre dans\/. Ce esultat est une coaquence du #oreme du
point fixe de Brouwer.

2. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE
2.1. Ensembles limites.

Définition 2.1. Soit ¢, un flot dansX et soita € X. Un pointx est dans I'ensemble
w-limite w(a) s'il existe une suite;, — +oo telle queg:, (x) — a lorsquek — +oo.
Un pointz est dans I'ensemble-limite «(a) s'il existe une suité,, — —oo telle que
¢+, () — a lorsquek — +o0.

Sia est un point déquilibre alorsv(a) = a(a) = {a}. Sia est feriodique alorsv(a) =
a(a) = v(a). Sia etb sont dans la @me orbite alorsy(a) = w(b) eta(a) = a(b), de
sorte que I'on éfinit les ensembles limites d’une orbite comatant les ensembles limites
de I'un de ses points. Siest une orbite &terocline allant du point &quilibrea au point
d’équilibreb alorsw(y) = {b} eta(y) = {a}.

Proposition 2.2. Un ensemble limite est feréret invariant. Si une orbite est positivement
borrée alors son ensemhlelimite est non vide, compact et connexe.

L'ensemblew-limite w(a) d'un pointa décrit le comportement asymptotique lorsque
t — 400 du syskme lorsque: est la condition initiale. Lorsqu’on veugédrire le com-
portement asymptotique futur du syste avec une condition initiale arbitraire il faut ex-
aminer I'attracteur futur du sy&sme, qui est le plus petit ensemble qui attire presque toute
les orbites.

Définition 2.3. Lattracteur futurA* d’un flot surX est le plus petit ensemble feém
invariant tel quev(a) C AT pour touta € X, sauf pour un ensemble de mesure nulle.
L'attracteur pass A~ est céfini de la néme marére en remplacant(a) para(a).

2.2. Comportement asymptotique dans le plan.Dans le plan, une orbitegpiodique (un
cycle) entoure un point équilibre, puisque son iatieur est horeomorphea la boule de
dimension 2 et qu’il est invariant par le flot. Par ailleurs les ensembles limites sont bien
décrits.
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Théoreme 2.4(Poincaé-Bendixon) On suppose que le sgshe n’a que des points sin-
guliers isoés. Si une orbite est positivement béeralors son ensemblelimite est soit un
point sigulier, soit un cycle, soit unéunion de points singuliers et de courbes homoclines
ou hétéroclines.

Ce treoeme admet un corollaire qui est souvent Wil@ur montrer I'existence d'orbites
périodiques.

Théoréme 2.5. Si une orbitey est positivement boae et quev(vy) ne contient pas de
points déquilibre alorsu(v) est une orbite @riodique.

Siw(v) # ~, alorsy spirale autour du cycle(+) dans un certain sensety) est apped
un cycle limite La non existence de cycles (eEme d’'orbites homoclines) est garantie
par le crigre suivant.

Théoréme 2.6(Critere de Dulac-Bendixon)Consicérons le systmez’ = f(x) dans le
plan. Sidivf = 0f1/0x1 + 0f2/0x2 ne s’annule pas dans unegions) du plan alors
ne contient ni orbite @riodique, ni orbite homocline.

Comme corollaire du Téoreme 2.6 on a leasultat suivant : s'il existe une fonction
positive B sur(2 telle quediv B f garde un signe constant d@yalors le systmez’ = f(z)
n'a pas de cycles dafs En effetf et Bf ont les némes orbites. Une telle fonctidp est
appeée une fonction de Dulac.

2.3. Principe de monotonie. En dimension plus grande, les ensembles limites sont d’une
grande complexé car les sysimes pesentent en@éral des comportements chaotiques.
Cependant, lorsque le sgste admet une fonction monotone, alors on pédride ses
ensembles limites.

Définition 2.7. Soit ¢, un flot etS un ensemble invariant. Une fonction continde:
S — R est appdde une fonction monotone pour le flot si pour tout S, V(¢:(z)) est
une fonction monotone de

Si V est differentiable alors il suffit que s&dveeV’ le long du champ ne s’annule
pas.

Théoréme 2.8(Principe d’invariance de LaSalle)Soit le sysémex’ = f(x) de flote;.
SoitS un ensemble compact et positivement invarianpdetV une fonction monotone
différentiable suf. Alors pour touts € S,

wla)c{zxeS: V' =0}

Théoreme 2.9(Principe de monotonie)Soit le sysémex’ = f(x) de flot$,. SoitS un
ensemble invariant dé; et Z une fonction strictementétroissante su$ a valeur dans
l'intervalle ]a, b], avec—oco < a < b < +oo. Alors pour toutc € S,

w(w) {5 € S\ lim Z(y) £ b,

a(z) C {SES\S:;iglsZ(y)#a}.
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3. LINEARISATION

La premereétape dans &tude qualitative d’'un systne consiste endtude du sysme
au voisinage de ses point&duilibre. Consiérons un sygtmez’ = f(x) sur X et soita
un point déquilibre (ainsif (a) = 0). Le syseme lireaire

0 af;
2 = Ax, avecA = 8—£(a) = (83]; (a)) (8)

s'appelle Idinéari$ du systme au point:.

3.1. Sysemes lireaires. Etant don@ un systme lirgairex’ = Az dansR", on consi@ére
les valeurs propres de la matriced, qui sont complexes et non distinctes émgral, et
les sous espaces vectoriels carastiques assoes £. On cefinit

le sous espace stable  E° = ®rex<oFn,
le sous espace instable E" = ®grer>o0F),
le sous espace central  E° = Grea—oF.

Il est bien connu que
EF®dE*®E°=R"

et que

A A

w =0, wEE":>tlim ew = 0.

oo —— 00

weE*= lim &
t—+
Par congéquent toutes les solutions issues de conditions initiales dans le sous espace sta-
ble sont attiees vers l'origine tandis que celles issues de conditions initiales dans le sous
espace instable sont repoées par 'origine. En particulier, lorsque® = R”™ toutes les
solutions tendent vers l'origine qui est apgelunpuits et lorsqueE™ = R™ toutes les
solutions proviennent de I'origine qui est appelunesource Sini E4, ni E* n'est eduit

a{0}, etqueE*“ = {0} I'origine est appdde unpoint selle

3.2. Theoreme de Hartman-Grobman. On se propose de comparer, dans un voisinage
d’un point dequilibrea, les solutions du systmex’ = f(z), et celles de son lEari€ (8).

Définition 3.1. Le point déquilibrea du sysémez’ = f(x) est dit hyperbolique lorsque
toutes les valeurs propres de la matiifg 0x(a) sont de partieéelle non nulle.

Deéfinition 3.2. Deux flots¢; et; sont dits topologiquemergquivalents dans des voisi-
nages de pointsauilibre, s’il existe un ho@omorphisme. qui envoie le point cquilibre
du premier flot en le point équilibre du deux@me flot et qui conjugue les flots, c'est
direh o ¢y = 1); o h.

Théoreme 3.3(Hartman-Grobman) Consicrons un systmex’ = f(x), de flote;. Sia
est un point déquilibre hyperbolique, alors il existe un voisindgeadea sur lequel le flot
¢ est topologiquemerdquivalent au flot du lieari€ du systme enu.

En d'autres termes le #oeme signifie que dans le voisinafied’'un point dequili-
bre, les orbites d’'un sysine peuvengtre ceformees continuement dans les orbites de son
linéari€. En particulier, si toutes les valeurs propres dédiie sont de partiegelle stricte-
ment régative, alors toutes les solutions issues du voisifiagendent vers Bquilibre
lorsquet — +oo. De la néme margre, lorsque toutes les valeurs propres sont de partie
réelle strictement positive, alors toutes les solutions issues du voisinagedent vers
I' équilibre lorsque — —oo. Cette remarque justifie l&éfinition suivante.



8 TEWFIK SARI

Définition 3.4. Un point déquilibrea d’un sysémez’ = f(x) est apped unpuits (resp.
unesourcg si toutes les valeurs propres de la mattig¢ox(a) sont de partieéelle stricte-
ment régative (resp. positive). Un pointé&tjuilibre hyperbolique qui n’est ni un puits, ni
une source est appgelinpoint selle

3.3. Vari étés invariantes. La variéte stablelV* d’'un point déquilibrea du sysemez’ =
f(z) est une vaéte differentiable qui est tangente au sous espace stgbbiu linéarie

(8) ena et telle que toutes les solutions issuedié tendent vers quandt — +oco. De
méme lavariéte instablelW* du point dequilibrea est une vaéte differentiable qui est
tangente au sous espace instableet telle que toutes les solutions issuedidé tendent
versa quandt — —oco. Enfin la varété centraldV ¢ est une va@éte tangente au sous espace
central E¢. Le comportement asymptotique des orbites contenues dansétantrale
n'est pas étermire par le lircari€ du systme eru. Iy a unicite des va@tes stabldV®

et instableiV*, par contre il y a une infinkt de varétes centrales.

Théoreme 3.5(Théoeme de la vaéte centrale) Considrons un sysime admettary
comme point céquilibre. Soient*, E* et E° les sous-espace stable, instable et central
du linéari€ du systme er0. Alors le syseme admet des vatés invariante$V e, W*
etW¢ passant par le poifit et tangentes respectivement aux sous-espateg™ et E°.

Les solutions issues d&° (resp.W*) tendent exponentiellement vérguandt — +oo
(resp.t — —o0). Le comportement des solutions dans la&@niv ¢ est cetermiré par les
termes non ligaires.

Théoreme 3.6(Théoreme de &duction) Il existe un voisinage de 0 sur lequel le sys-
téme est topologiquemeBtuivalent au produit direct des deaguations suivantes : la
restriction du systmea la varée We et la “selle standard”

/

_ !’ s [
Ty = —Ts, Ty = Ty, Ty € B, z, € EY.

Exemple Consicerons le sysime suiR?
' =z, y = —y+ 2. 9)
L'origine est un point céquilibre. Le lireari® en ce point dquilibre est
¥ =z, y = —y.

LafonctionZ(z,y) = y—x2/3 vérifie Z' = —Z. D'aprés la Proposition 1.12, la parabole
y = x2/3 est un ensemble invariant. On a (voir Fig. 1)

W ={(z,y) :y= x2/3}, EY ={(x,y) : y =0},
W =FE°={(z,y): x =0}.

N

Eu

N e

FIGURE 1. Variétés invariantes du sy&mne (9) et de son lgari.

ol
il
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ExempleNoeud-Col : Consiédrons le sysime dans le plan
=2 oy =—y (10)
L'origine est un point céquilibre. Le lireari€ en ce point dquilibre est
' =0, y = —v.
On a (voir Fig. 2)
W*=FE*={(z,y) :x =0}, E°={(z,):y=0}
We={(z,y):y=0siz >0, y=Ce/%siz <0},

avecC une constanteéelle. La vate centrale n’est pas unique. Elle n'est pas analytique,
sauf siC' = 0.

Wc Ec

4 A 4
wef o B

FIGURE 2. Variétés invariantes du sy&ne (10) et de son léaris.

4. MODELE COSMOLOGIQUE DEWAINWRIGHT ET HSU

4.1. Cosmologies de Bianchi.Une cosmologie de Bianchi est un nabel d'univers dont

la métrique admet un groupe d’isd@tries de dimension 3 qui agit de mare simplement
transitive sur les hypersurfaces de type espace, qui sont donc des surfaces étidog
dans I'espace temps (pour lestdils et des @finitions pEcises, voir le capitre 1 de [11]).
Ces cosmologies sont claséis par leur akpres de Lie des champs de Killing. Dans un
syseme de coordorées bien choisi, lesquations Bvolution des cosmologies de Bianchi
dites de classe A (voir le chapitre 6 de [11]) sont deempar le sysme diferentiel sur
RS suivant

D, = —(2-9)%+ -S4
o= —2-g9X--S-
N = (-4T)N (11)
Ny = (q+2%4 +2V32_)Ny
N, = (¢+2%4 —2V3X_)N;
ou 1
S+=g (Nz—Ns)z—Nl(le_NQ_N?’)}’
1
87:7 N _N N _N _N ?
2\/3( 3 2) (V1 2 3)
1 3
0= 56721 - K)+52 -7} +32),

_ L

K=
12

[N2+ N2+ N — 2(Ny Ny + NaNs + N3Ny)] .
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Ici v repiesente un parag@tre gel tel que
2/3<y<2.

Chague solution:(t) = (X4(t), X_(t), N1(t), Na(t), N3(t)) du syskme (11) repsente
I'un des univers de Bianchi de classe A. Les coordmsx | ety décrivent I'anisotropie
du flot de Hubble du mazle et les coordorgesN|, Ny, N3 décrivent le type de Bianchi
de son groupe d'isoétrie (voir [11, 12]). Consiérons la fonction

Q=1- (23 +%%)-K.
Ona
Q' =2¢—3y-2)Q.
Donc I'ensemblds défini par
B={Q>0,N; >0,N, = N3 =0} (12)

est invariant. Sur cet ensemble le gyse (11) devient

Y, o= —(2-¢q)%; + §N?
o= —(2-9%- (13)
N = (454N
ou
—1(3 —2)(1—iN2)+§(2— )(E2 +%2)
q—2 Y 121 2 Y& -/

Dans la suite on se propose deétidier le flot du sygme (13), qui écrit I'évolution
d’'un mockle cosmologique dit univers de Bianchi Il (voir [11, 12]). Les plag$irds
respectivement pat _ = 0 et parN; = 0, ainsi que l'ellipside

9:1—(22++22_)—1i21v1:0

sont des ensembles invariants du sgst 13. Comme ce syshe est aussi invaraint par la
transformatior_ — —X_, le flot est syrétrique par rapport au plaa_ = 0.

4.2. Points d’equilibre.

4.2.1. Univers de Friedmann-Leritge plat. Cet univers correspond au poineduilibre
F du syséme (13) éfini par

Y, =%_=0, N, =0
Les valeurs propres du Bari€ sont
1
)\1:)\2:—*(2—’)/)<07 )\325(3’7—2)>0.
Les sous-espace propres sont
E*={N, =0}, E'={¥, =% =0}

Comme le planV; = 0 est invariant on &¢ = {N; = 0}. La varét invariantel/* est
de dimension 1. Elle seradrite plus loin (voir la section 4.3.2).
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4.2.2. Univers de Collins-Stewart (I)Cet univers correspond au poing&duilibre P du
syséme (13) éfini par
1 1
Yy = §(37 —-2), ¥_-=0, Ni= Vv 2-=70By-2).
Les valeurs propres du Earig verifient
A1 <0, Ao <0, Az < 0.
Par congquentE® = R3, donc le point déquilibre P est un puits.
4.2.3. Vide de KasnerCet univers correspond au cercle de poinésgdilibres/C défini
par
14322 =1, Ny =0.
Les valeurs propres du Bari€ au point dequilibre(X, ¥ _, 0) sont dongées par
A1 :3(2—’)/) > 0, )\2:0, )\3:2(1—2E+)
Par conéquent on a

1 sz #£1)2,
dimE { 2 si %, =1/2.
w2 si Xy <1/2,
dimE _{ 1 si ¥, >1/2.
e [0 si Xy <1/2
dimE _{ 1 si 2, >1/2.

Les varétes centraléV <, instablelV* et stabldV* du point déquilibre de Kasnef>, X _, 0)
seront écrites dans la section suivante.

4.3. Dynamique sur les vargtés invariantes.

4.3.1. Dynamique dans la ve&ie N; = 0. Dans ce plan, le sysine sécrit
¥o=-2-93, XL =-(2-¢%-

Ce syséme cbcrit I'évolution d'un moéle cosmologique dit univers de Bianchi I. Les
orbites sont radiales (voir Fig 3). Ainsi la vat& instable d’un point &quilibre de Kasner
(34,%_,0) contient le rayon passant pg@t,>_).

> 4 Nt

P

> - —

F >,

FIGURE 3. Dynamique du sysime (13) dans le plaN,; = 0 (a gauche)
et dans le plaix._ = 0 (a droite).
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4.3.2. Dynamique dans la vagte Y. _ = 0. Dans ce plan le syBine sécrit
1
Y,=—-2-¢)%; + ng, N| = (¢ — 4%,)Ny.
La demi ellipses? + ﬁN% = 1 est invariante. Le point équilibre de Collins-Stewair®
attire toutes les solutions du domairifidi parN; > 0 et>? + %Nf < 1 (voir la section
4.4). Par conaquent la vaété instable du point @&quilibre de Friedmann-Leritee F' tend
vers P (voir Fig 3).

4.3.3. Dynamique dans la vagte Q@ = 0. On \érifie que 'on aX_ = k(X4 — 2),
aveck une constante arbitraire. Par cégsent (voir Fig 4), les orbites sont da&@s par
I'intersection des plans verticaux passant par le p@nt) avec le demi ellipsiae

1
z’i+22_+ﬁN12:1, N; > 0.

Ces orbites s'appelent des univers de Taub. Chaque plan vertical coupe le cercle de Kasner
en deux points @quilibre de Kasner: un tel qi&, < 1/2 etuntel que; > 1/2. Une

orbite de Taub est contenue dans la&t@rinstable du premier et dans la \&ii stable du
second.

Nt
Y- T Orbites de Taub P !
. Cercle de
2 ¥, Kasner B
.
/
o O_rbi tes detype
Bianchi |

FIGURE 4. Projection dans le plaf®,>_) des orbites du sysme
(13) correspondard I'ensemble invarian® = 0 (a gauche) et orbites
de ce systme dans laggiony._ > 0 du domaine invarian8 défini par
(12) (@& droite).

4.4. Attracteurs futur et passé. Soit.S = {Q > 0,N; > 0,N, = N3 = 0}. On
construit une fonction strictement croissattgositive dansS \ P telle queZ(z) — 0
guandx — 0S5 et on applique le principe de monotonie (voir [11], page 151). On obtient
alors.

Proposition 4.1. Pour tout: € S on aw(x) = P.

Par congquent les orbites sont comme sur la figure 4. Le poigtdilibre P est
l'attracteur futur. Lensemblé(X,,X_) € £ : ¥ < 1/2} est l'attracteur pags Dans
la figure 4 on a ref@sent le demi espacE_ > 0. Les orbites du demi espage. < 0
se ceduisent par sy#étrie par rapport au plan invarialt. = 0. Ainsi tous les univers
de type Bianchi Il, c’esh dire ceux de I'ensemble invariafit tendent asymptotiquement
vers l'univers de Collins-Stewart sauf ceux des ensembles invariaits= 0 ou{)2 = 0,
c’esta dire les univers de Taub, de Kasner ou de type Bianchi I.
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