
Introductionà la th́eorie du contr̂ole

Claude Lobry Tewfik Sari

Ce volume contient des cours qui ontét́e donńes pendant l’́ecole du CIMPACon-
trôle non lińeaire et Applicationsqui s’est tenùa Tlemcen du 26 avril au 8 mai 2003.
Le cours de Hassane Alla (Université de Grenoble),Syst̀emesà év̀enements discrets
baśe sur les ouvrages [9] et [19] n’est pas reproduit dans ce volume. Il en est de même
du cours de Rachid Chabour (Université de Metz)Fonctions de Lyapounov et stabilité
des syst̀emes d́eterministes[5], du cours de Jean Michel Coron (Université de Paris-
Sud),Contrôlabilité et stabilisation des systèmes non lińeaires, baśe sur les articles
[6, 7, 8] et du cours de Jean Luc Gouzé (INRIA, Sophia Antipolis),Automatique des
bioproćed́es, baśe sur [2, 3]. Pour permettre au lecteur de situer les questions abordées
dans ce volume dans le contexte géńeral de la th́eorie du contr̂ole, on expose dans ce
premier chapitre quelques notions de base de cette théorie.

1 Introduction

1.1 Syst̀eme contr̂olé

Un syst̀eme contr̂olé (ou command́e) est un système diff́erentiel de la forme

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), x(t) ∈ M, u(·) ∈ U . (1)

En ǵeńeral le vecteur deśetatsx(t) appartient̀a une varíet́e différentielleM de di-
mensionn (on supposera ici queM est un ouvert connexe deRn), et les contr̂oles
u(·) appartiennent̀a un ensemble de contôles admissiblesU , qui est un ensemble de
fonctions localement intégrables d́efinies sur[0,+∞) à valeurs dansU ⊂ Rm. On
suppose le champ de vecteurf suffisament ŕegulier, de sorte que pour toute condition
initiale x0 ∈ M et tout contr̂ole admissibleu(·) ∈ U , le syst̀eme (1) admet une unique
solutionx(t) telle quex(0) = x0, et que cette solution soit définie sur[0,+∞). On
notera cette solution parxf (t, x0, u(·)). Quand il n’y a pas de risque de confusion,
on pourra ommettre dans cette notation le champf , la condition initialex0, ou bien
le contr̂ole u(·). Le syst̀eme (1) est dit en boucle ouverte et est représent́e par le
diagramme suivant
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- ẋ = f(x, u) - xu

Parmi les objectifs principaux de la théorie du contr̂ole qui seront abord́es dans ce
volume,il y a les notions decont̂olabilité et destabilisation. On se propose de définir
ces notions et de rappeler les principaux résultats de contrôlabilité, de stabilisation et
d’observabilit́e des syst̀emes lińeaires (pour l’essentiel on trouvera les détails et les
preuves dans [1]) :

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), (2)

où A est une matricen × n appeĺee matrice d’́etat etB une matricen × m appeĺee
matrice de commande. Les solutions de (2) sont données par

x(t, x0, u(·)) = etAx0 +
∫ t

0

e(t−s)ABu(s)ds. (3)

Il faut noter que certains problèmes pratiques sont mieux modélisés par deśequations
aux d́erivées partielles [7, 8, 17] ou bien par des systèmesà évènements discrets [9,
19].

1.2 Approximation lin éaire d’un syst̀eme contr̂olé

Le syst̀eme lińeaire (2) s’obtient ǵeńeralement par lińearisation du système non lińeai-
re (1) autour d’un point́equilibre(xe, ue) pour lequelf(xe, ue) = 0. En effet, si on
pose :

X = x− xe, U = u− ue, A =
∂f

∂x
(xe,ue), B =

∂f

∂u
(xe,ue),

on obtient l’́equation :
Ẋ = AX + BU + o(X, U)

Le syst̀eme lińeaire command́e Ẋ = AX + BU s’appelle alors l’approximation
linéaire (ou le linéariśe tangent) du syst̀eme non lińeaire (1). Un des objectifs de
l’automaticien consistèa d́eduire les propríet́es du syst̀eme non lińeaire (1) de celles
de son lińeariśe tangent.

2 Controlabilit é

Un syst̀eme est dit contr̂olable si on peut le ramenerà tout état pŕed́efini au moyen
d’un contr̂ole. Plus pŕeciśement on pose la définition suivante
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Définition 1 On dit que le système (1) est contrôlable (ou commandable) si pour tous
lesétatsx0, x1 ∈ M , il existe un temps finiT et un contr̂ole admissibleu(·) : [0, T ] →
U tel quex1 = x(T, x0, u(·)).

2.1 Critère de contr̂olabilit é de Kalman

Il existe une caractérisation alǵebrique de la contrôlabilité d’un syst̀eme lińeaire due
à Kalman.

Théorème 1 Le syst̀eme lińeaire (2) est contr̂olable si et seulement si la matrice de
contrôlabilité (ou de commandabilité) de Kalman

(B,AB, · · · , An−1B)

est de rangn. On dit alors que la paire(A,B) est commandable.

Noter que la paire(A, B) est commandable si et seulement s’il existeT > 0 tel que
la matrice

CT =
∫ T

0

esABB′esA′ds

soit inversible. IciA′ et B′ désignent les matrices transposées des matricesA et B.
Le contr̂oleu(·) qui transf̀erex0 enx1 = x(T, x0, u(·)) est simplement donné par

u(s) = B′e(T−s)A′C−1
T (x1 − eTAx0)

comme on peut le v́erifier en utilisant la formule (3).

2.2 Contrôlabilit é locale d’un syst̀eme non lińeaire

Définition 2 On dit que le système (1) est localement contrôlable au pointx0 s’il
existe un voisinageA dex0 tel que pour toutx1 ∈ A, il existe un temps finiT et un
contrôle admissibleu(·) : [0, T ] → U tel quex1 = x(T, x0, u(·)).
On ne dispose pas de condition nécessaire et suffisante de contrôlabilité pour un
syst̀eme non lińeaire. On a une condition suffisante de contrôlabilité locale qu’on
peut obtenir par lińearisation (voir [13], p. 32 et 366).

Théorème 2 Supposons qu’il existeu0 ∈ Rm tel queU soit un voisinage deu0 et
f(x0, u0) = 0. Soient

A =
∂f

∂x
(x0,u0), B =

∂f

∂u
(x0,u0)

Si le rang de la matrice(B,AB, · · · , An−1B) estégalà n (c’està dire que le système
linéaireẋ = Ax+Bu est contr̂olable), alors le système non lińeaire (1) est localement
contrôlable enx0.
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Noter que la contr̂olabilité du lińeariśe n’est pas une condition nécessaire de contrôla-
bilit é du syst̀eme non lińeaire. En fait, pour les systèmes non lińeaires, il existe un
critère simple, rappelant le critère de Kalman, qui permet d’aborder les questions de
contr̂olabilité. Expliquons le sur le système particulier :

ẋ = f(x) + ug(x), |u| ≤ 1

On appelle crochet de Lie des deux champs de vecteursf et g le champ de vecteur
défini par la formule :

x → [f, g](x) = Df(x)g(x)−Dg(x)f(x)

et l’algèbre de Lie engendrée parf etg, not́eeL(f, g), la plus petite famille close pour
l’opération de crochet qui contiennef et g. Le rang enx de (f, g) est la dimension
de l’espace vectoriel engendré par les valeurs enx deséléments deL(f, g). Appelons
ensemble deśetats accessibles̀a partir dex0 l’ensemble des points qui peuventêtre
atteintsà partir dex0 un utilisant tous les contrôles admissibles. Un résultat fonda-
mental est que, si le rang enx0 de (f, g) est égal à n, alors l’ ensemble deśetats
accessiblèa partir dex0 est d’int́erieur non vide. De ce résultat on d́eduit le crit̀ere de
Kalman. En effet, consid́erons le syst̀eme

ẋ = Ax + bu, u ∈ R
où le contr̂oleu est non borńe. Lesétats accessibles du système

ẋ = Ax + bu, |u| ≤ 1

sont contenus dans l’espace vectoriel desétats contr̂olableà partir dex0 du syst̀eme
où le contr̂ole est non borńe. Si ceśetats accessibles sont d’intérieur non vide quel
que soitx0 le syst̀eme sera contrôlable, puisqu’un sous espace vectoriel d’intérieur
non vide est l’espace tout entier. Calculons les crochets :

[(x → Ax), (x → b)] (x) = Ab,
[(x → Ax), (x → Ab)] (x) = A2b,
· · ·[
(x → Ax), (x → An−2b)

]
(x) = An−1b.

0n voit que le crit̀ere de Kalmańequivautà la condition du rang. Quelques aspects
élémentaires de cette méthode sont exposés dans [14] et un exposé complet se trouve
dans [11].

3 Stabilisation

Un contrôle (ou unecommande) en boucle ouverteest une applicationt → u(t) d’un
intervalle de temps dans l’espace des contrôles. Uncontrôle en boucle ferḿee, appeĺe
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aussi unerétroaction, ou unbouclage, ou encore unfeed back, est une application
u → R(x) définie sur les variables d’état du syst̀eme. Un des objectifs de la théorie
du contr̂ole est de d́eterminer des ŕetroactions qui stabilisent le système en uńetat
particulier.

3.1 Bouclage statique

Définition 3 (Bouclage statique). On dit queu est un bouclage statique du système
(1) si sa valeuru(t) à l’instant t ne d́epend que dex(t), c’està dire u = R(x) où R
est une fonction.

Ce syst̀eme s’́ecrit tout simplement

ẋ = f(x,R(x)) (4)

Il est repŕesent́e par le diagramme suivant.

- ẋ = f(x, u)

u = R(x)

&%

'$
¾

xu

Le probl̀eme de lastabilisation(ou régulation) consisteà maintenir le système pr̀es
d’un équilibrex∗. Il s’agit donc de construire une loi de commande telle quex∗ soit
un équilibre asymptotiquement stable du système en boucle ferḿee (4).

3.2 Concepts de stabilit́e

On se donne un système
ẋ = f(x) (5)

tel quef(0) = 0, admettantx = 0 commeéquilibre (noter que par un changement de
variable on peut toujours ramener l’équilibreà l’origine).

Définition 4 L’ équilibre x = 0 du syst̀eme (5) est dit stable si pour toutε > 0, il
existeη > 0 tel que pour toute solutionx(t) de (5) on ait

‖x(0)‖ < η ⇒ ∀t ≥ 0 ‖x(t)‖ < ε.

Si l’ équilibre n’est pas stable on dit qu’il est instable.



6 C. LOBRY ET T. SARI

Définition 5 L’ équilibrex = 0 du syst̀eme (5) est dit attractif s’il exister > 0 tel que
pour toute solutionx(t) de (5) on ait

‖x(0)‖ < r ⇒ lim
t→∞

x(t) = 0.

L’ équilibrex = 0 du syst̀eme (5) est dit globalement attractif si pour toute solution
x(t) de (5) on alimt→∞ x(t) = 0.

L’ensembleB défini par la propríet́e

x(0) ∈ B ⇒ lim
t→∞

x(t) = 0

s’appelle le bassin d’attraction de l’origine. Ainsix = 0 est attractif siB est un
voisinage de 0. Il est globalement attractif siB = Rn.

Définition 6 L’ équilibrex = 0 du syst̀eme (5) est dit asymptotiquement stable s’il est
stable et attractif. Il est dit globalement asymptotiquement stable (GAS) s’il est stable
et globalement attractif.

Définition 7 L’ équilibre x = 0 du syst̀eme (5) est dit exponentiellement stable s’il
exister > 0, M > 0 etα > 0 tels que pour toute solutionx(t) on ait

‖x(0)‖ < r ⇒ ‖x(t)‖ ≤ M‖x(0)‖e−αt, pour toutt ≥ 0.

L’ équilibre x = 0 du syst̀eme (5) est dit globalement exponentiellement stable s’il
existeM > 0 et α > 0 tels que pour toute solutionx(t) de (5) on a‖x(t)‖ ≤
M‖x(0)‖e−αt pour toutt ≥ 0.

On montre que, en géńeral (voir [12]), stablen’implique pasattractif, attractifn’impli-
que passtable, exponentiellement stableimpliqueasymptotiquement stable, et asymp-
totiquement tablen’implique pasexponentiellement table.

3.3 Stabilité des syst̀emes lińeaires

Dans le cas des systèmes lińeaires,attractif impliquestable(doncasymptotiquement
stableéquivautà attractif) et asymptotiquement stabléequivautà exponentiellement
stable. De plus l’attractivit́e est toujours globale. En effet considérons le syst̀eme
linéaire

ẋ = Ax (6)

où A est une matrice carrée d’ordren. La solution de (6) s’́ecrit

x(t) = etAx(0). (7)

La matrice exponentielleetA est d́efinie par la śerie

etA = I + tA +
1
2!

t2A2 + · · ·+ 1
n!

tnAn + · · · (8)
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Pour calculer cette matrice exponentielle on cherche lesvaleurs propresde la matrice
A, c’està dire les racines dupolyn̂ome caract́eristique

PA(λ) = det(A− λI).

Le polyn̂ome caract́eristique est de degré n enλ. Il admet doncs racines distinctes
λ1, · · · , λs de multiplicit́es alǵebriquesm(λi) satisfaisant

m(λ1) + · · ·+ m(λs) = n.

Par conśequent
PA(λ) = (λ− λ1)m(λ1) · · · (λ− λs)m(λs).

L’indice ν(λ) d’une valeur propreλ est le premier entier tel que la suite croissante des
noyaux

Ker(A− λI)ν ⊆ Ker(A− λI)ν+1

soit stationnaire pourν ≥ ν(λ). Pour toute valeur propreλ deA on a

1 ≤ ν(λ) ≤ m(λ).

Le polyn̂ome minimalMA(λ) deA est donńe par

MA(λ) = (λ− λ1)ν(λ1) · · · (λ− λs)ν(λs).

Les valeurs propres deA sont ŕeelles ou complexes. Si elles sont complexes, alors
elles sont conjugúees deux̀a deux. Les composantesxi(t), i = 1, · · · , n de la solution
(7) sont des combinaisons linéaires,̀a coefficients constants, de termes de la forme

1. tjetλ où λ est une valeur propre réelle deA et0 ≤ j < ν(λ),

2. tjeta cos bt et tjeta sin bt, c’està dire les parties réelles et imaginaires detjetλ,
où λ = a + ib est une valeur propre complexe deA et0 ≤ j < ν(λ).

On en d́eduit alors le ŕesultat suivant.

Théorème 3 1. Si∃j Re(λj) > 0 ou si∃k Re(λk) = 0 etν(λk) > 1 alorsx = 0
est instable.

2. Si∀j Re(λj) < 0 alorsx = 0 est globalement exponentiellement stable.

3. Si∀j Re(λj) ≤ 0 etRe(λj) = 0 ⇒ ν(λj) = 1 et s’il existek tel queRe(λk) =
0 alorsx = 0 est stable mais non attractif.

Par conśequent pour un système lińeaireẋ = Ax les propríet́es suivantes sontéquiva-
lentes: 1) l’origine est attractive, 2) l’origine est globalement attractive, 3) l’origine
est asymptotiquement stable, 4) l’origine est globalement asymptotiquement stable, 5)
l’origine est exponentiellement stable, 6) l’origine est globalement exponentiellement
stable, 7) toutes les valeurs propres deA sont de partie ŕeelle strictement ńegative (on
dit que la matriceA est de Hurwitz).
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3.4 Approximation lin éaire d’un syst̀eme

Consid́erons un système

ẋ = f(x), (9)

tel quef(x∗) = 0, de sorte quex = x∗ soit unéquilibre du syst̀eme. On note

A =
∂f

∂x
(x∗)

la matrice jacobienne def évalúee au pointx∗. Le syst̀eme lińeaire

ẋ = Ax (10)

s’appelle lelinéariśe (ou l’approximation lińeaire) du syst̀eme non lińeaire (9) en
x∗. L’ étude de la stabilité de l’origine pour le lińeariśe permet dans certains cas de
caract́eriser la stabilit́e de l’́equilibrex = x∗ de (9). Plus pŕeciśement on a le ŕesultat
suivant connu sous le nom de théor̀eme de Lyapounov.

Théorème 4 Si x = 0 est exponentielement stable pour (10) alorsx = x∗ l’est pour
(9).

3.5 Stabilisation d’un syst̀eme linéaire

Définition 8 On appelle bouclage d’état linéaire (ou ŕegulateur lińeaire) du syst̀eme
(2) une loi de commande du type

u = Kx

où K, matricem × n est dite matrice de gain. Une telle loi est dite stabilisante si
l’origine du syst̀eme en boucle ferḿee

ẋ = (A + BK)x (11)

est asymptotiquement stable.

Théorème 5 Si la paire(A, B) est commandable, on peut choisir la matrice de gains
K pour placer arbitrairement les valeurs propres de la matriceA + BK.

Ce ŕesultat, connu sous le nom de théor̀eme deplacement des p̂oles (ou deplace-
ment des modes propres du régulateur), montre que l’on peut choisir la matriceK de
telle sorte que la matriceA + BK soit de Hurwitz et que l’origine du système (11)
soit asymptotiquement stable. Donc tout système lińeaire contr̂olable est stabilisable
(globalement).
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3.6 Stabilisation locale d’un syst̀eme non lińeaire

On a montŕe dans la section préćedente qu’un système lińeaire contr̂olable peut̂etre
stabiliśe asymptotiquement par un contrôle linéaire (donc continu). Cette propriét́e
n’est pas vraie pour un système non lińeaire. Il y a des systèmes non lińeaires, locale-
ment (et m̂eme globalement) contrôlables, qu’on ne peut pas stabiliser par un contrôle
continu [6, 7]. Cependant si l’approximation linéaire du syst̀eme est contr̂olable, alors
on peut le stabiliser par un contrôle continu (et m̂eme lińeaire). En effet consid́erons
un syst̀eme command́e

ẋ = f(x, u), f(0, 0) = 0. (12)

On se propose de construire une loi de commandeu = R(x) telle que le syst̀eme en
boucle ferḿee

ẋ = f(x,R(x))

admet l’origine comméequilibre asymptotiquement stable. On considère alors l’ap-
proximation lińeaire

ẋ = Ax + Bu (13)

où les matricesA etB sont d́efinies par

A =
∂f

∂x
(0, 0), B =

∂f

∂u
(0, 0).

Supposons que(A, B) soit commandable. Il existe alors une matriceK telle que
la matriceA + BK soit de Hurwitz. Par conséquent le contr̂ole u = Kx stabilise
globalement le système lińeaire (13).

Théorème 6 Le contr̂oleu = Kx stabilise localement le système (12).

En effet le syst̀eme en boucle ferḿee s’́ecrit

ẋ = F (x) = f(x,Kx).

On a
∂F

∂x
(0) =

∂f

∂x
(0, 0) +

∂f

∂u
(0, 0)K = A + BK.

Doncx = 0 est asymptotiquement stable pour le linéariśe. Le th́eor̀eme de Lyapounov
(Théor̀eme 4) permet alors d’affirmer quex = 0 est asymptotiquement stable pour le
syst̀eme non lińeaireẋ = F (x).

3.7 Fonctions de Lyapounov

Les fonctions de Lyapounov sont un outil puissant pourétudier la stabilit́e d’unéquili-
bre. Consid́erons de nouveau le système

ẋ = f(x), (14)
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tel quef(0) = 0, admettantx = 0 commeéquilibre . SoitV : Ω → R une fonction
définie dans un voisinageΩ de l’origine et admettant des dérivées partielles continues.
On note

V̇ (x) =
∂V

∂x
(x) · f(x) =

i=n∑

i=1

∂V

∂xi
(x)fi(x)

la dérivée de la fonctionV dans la direction du champ de vecteursf . Cette d́erivée
s’appelle aussi la d́erivée de Lie deV et se noteLfV . Pour toute solutionx(t) de (14)
on a

d

dt
V (x(t)) = V̇ (x(t)).

Définition 9 On dit queV est une fonction de Lyapounov pour le système (14) en
x = 0 dansΩ, si pour toutx ∈ Ω on a

• V (x) > 0 sauf enx = 0 où V (0) = 0

• V̇ (x) ≤ 0.

Théorème 7 1. S’il existe une fonction de Lyapounov pour (14) enx = 0 dans un
voisinageΩ de 0, alorsx = 0 est stable.

2. Si de plusx 6= 0 ⇒ V̇ (x) < 0 alorsx = 0 est asymptotiquement stable.

3. Si de plusΩ = Rn etV (x) →∞ quand‖x‖ → ∞ alorsx = 0 est GAS.

Définition 10 Une matrice carŕeeP d’ordre n est dite d́efinie positive si et seulement
si pour toutx ∈ Rn

x 6= 0 ⇒ x′Px > 0.

Si P est une matrice syḿetrique alors ses valeurs propres sont réelles et on a

λmin‖x‖ ≤ x′Px ≤ λmax‖x‖.
Pour v́erifier qu’une matrice syḿetriqueP est d́efinie positive, on peut utiliser le
critère de Sylvester (P est d́efinie positive si et seulement si tous ses mineurs prin-
cipaux sont positifs).

Théorème 8 Consid́erons un système lińeaire

ẋ = Ax. (15)

L’origine x = 0 de (15) est asymptotiquement stable si et seulement si pour toute
matrice d́efinie positiveQ il existe une matrice d́efinie positiveP telle que

A′P + PA + Q = 0. (16)

En ce casV (x) = x′Px est une fonction de Lyapounov pour (15) enx = 0.
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Pour la preuve de ce théor̀eme il suffit d’observer que

V̇ (x) = ẋ′Px + x′Pẋ = x′(A′P + PA)x = −x′Qx.

Donc le th́eor̀eme de Lyapounov s’applique et montre quex = 0 est asymptotique-
ment stable. Pour la réciproque on d́efinit

P =
∫ +∞

0

esA′QesAds.

Cette int́egrale est bien convergente car toutes les valeurs propres de la matriceA et
donc aussi de sa transposéeA′ sont de partie ŕeelle strictement ńegative. La matrice
P est d́efinie positive car

x 6= 0 ⇒ ∀s ≥ 0
(
esAx

)′
QesAx > 0 ⇒ x′Px > 0.

Par ailleurs on a

A′P + PA =
∫ +∞

0

[
A′esA′QesA + esA′QesAA

]
ds.

Comme
d

ds
esA = AesA = esAA,

on en d́eduit que

A′esA′QesA + esA′QesAA =
d

ds
esA′QesA.

Par conśequent

A′P + PA =
(
esA′QesA

)s=+∞

s=0
= −Q.

DoncP vérifie l’équation (16) appelée l’équation matricielle de Lyapounov.

Pour construire une fonction de Lyapounov pour le système (15) il faut proćeder
de la manìere suivante :

• Choisir une matrice d́efinie positiveQ (par exempleQ = Id)

• Résoudre l’́equation de Lyapounov (16). Si on a choisiQ symétrique alorsP
sera syḿetrique aussi.

• Vérifier queP est d́efinie positive.
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4 Observabilité

4.1 Syst̀eme command́e-observ́e

Dans beaucoup de situations pratiques, une partie seulement de l’état du syst̀eme,
appeĺee la sortie ou la variable observée, est mesurée. Un syst̀eme command́e-observ́e
est un syst̀eme diff́erentiel de la forme

ẋ = f(x, u),
y = h(x), (17)

où le vecteurx est le vecteur deśetats du système, le vecteuru celui des contr̂oles
(entŕees) et le vecteury celui des variables observées (sorties). Ce système est dit en
boucle ouverte et est représent́e par le diagramme suivant.

- ẋ = f(x, u)
y = h(x)

- yu

Le syst̀eme non lińeaire sera dit observable si la sortiey(t) permet de retrouver l’état
x(t). On ne donnera pas de définition pŕecise ici renvoyant̀a la lt́erature [10] pour les
détails. Un observateur pour le système (17) est un système

˙̂x(t) = g(x̂(t), y(t), u(t)) (18)

ayant comme entréesu(t) ety(t) (la sortie du syst̀eme (17)) et tel que l’erreur

e(t) = x(t)− x̂(t)

tende vers 0 quandt →∞. L’ équation de l’erreur est

ė = f(x, u)− g(x− e, h(x), u)

Selon quee = 0 est unéquilibre GAS, asymptotiquement stable, ou exponentielement
stable, on dira que l’observateur est global, local ou exponentiel.

4.2 Critère d’observabilité de Kalman

Consid́erons le syst̀eme lińeaire command́e-observ́e

ẋ = Ax + Bu, x ∈ Rn, u ∈ Rm,
y = Cx, y ∈ Rk.

(19)
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Définition 11 On dit que le système lińeaire (19) est observable si pour toutétat
x0 ∈ Rn, il existe un temps finiT et un contr̂ole admissibleu(·) : [0, T ] → U tel que
la connaissance dey(t) pour t ∈ [0, T ] permet de d́eterminerx0.

Il existe une caractérisation alǵebrique de l’observabilité d’un syst̀eme lińeaire duèa
Kalman.

Théorème 9 Le syst̀eme lińeaire (19) est observable si et seulement si la matrice
d’observabilit́e de Kalman 



C
CA

...
CAn−1




est de rangn. On dit alors que la paire(A,C) est observable.

Noter que la paire(A,C) est observable si et seulement s’il existeT > 0 tel que la
matrice

OT =
∫ T

0

esA′C ′CesAds

soit inversible.

4.3 Observateur de Luenberger d’un syst̀eme linéaire

Comme la matrice d’observabilité de Kalman est de rangn, il existe une matriceL
d’ordre n × p telle que la matriceA + LC soit de Hurwitz. Consid́erons alors le
syst̀eme

˙̂x = Ax̂ + Bu + L(Cx̂− y)

L’ équation de l’erreure = x̂− x est

ė = (A + LC)e

Donce = 0 est GAS.

4.4 Stabilisation par un bouclage dynamique

Supposons que l’on sait construire un bouclage statiqueu = R(x) qui stabilise le
syst̀eme (17). Comme l’étatx n’est pas connu, on ne peut pas utiliser ce bouclage.
Supposons que le système (17) poss̀ede un observateur (18). On aimerait stabiliser le
syst̀eme (17) en utilisant le bouclageu = R(x̂), c’està dire consid́erer le syst̀eme en
boucle ferḿee

ẋ = f(x, u), y = h(x),
˙̂x = g(x̂, y, u), u = R(x̂).

On obtient alors un bouclage dynamique :
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Définition 12 (Bouclage dynamique). On dit queu est un bouclage dynamique du
syst̀eme (17) s’il est la sortie d’un système ayanty comme entŕee, c’est̀a dire

ż = g(y, z),
u = R(z).

Dans ce cas le système en boucle ferḿee est repŕesent́e par le diagramme suivant.

- ẋ = f(x, u)
y = h(x)

ż = g(y, z)
u = R(z)

¾

yu

Ce syst̀eme s’́ecrit tout simplement

ẋ = f(x,R(z)),
ż = g(h(x), z).

Un syst̀eme lińeaire contr̂olable et observable est stabilisable par bouclage dynamique.

Théorème 10 Consid́erons le syst̀eme lińeaire command́e-observ́e (19). Supposons
que la paire(A,B) soit commandable et que la paire(A,C) soit observable. Soient
K et L des matrices de gains telles que les matricesA + BK et A + CL soient de
Hurwitz. Alors le syst̀eme

˙̂x = Ax̂ + Bu + L(Cx̂− y)
u = Kx̂

stabilise asymptotiquement le système (19).

En effet dans les variables(x, e = x− x̂) on obtient le syst̀eme

ẋ = (A + BK)x + BKe
ė = (A + LC)e

L’origine de ce syst̀eme lińeaire est GAS.

5 Autres problèmes de la th́eorie du contrôle

5.1 Contrôle optimal

Dans un probl̀eme de contr̂ole optimal, en plus du modèle

ẋ = f(x, u)
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on se donne uńetat initialx(0) = x0, une ciblex(T ) = x1 et une fonction côut

C(u) =
∫ T

0

L(x(t), u(t))dt

que l’on se propose de minimiser. Ainsi il faut chercher, parmi les contrôles admissi-
bles,u(·) celui qui ŕealise

min
u
C(u), x(0) = x0, x(T ) = x1.

LorsqueT est fini, le probl̀eme de contr̂ole optimal est dit en horizon fini. Lorsque
T = +∞ on parle d’optimisation en horizon infini. Pour plus de détails voir [4]. On
discute simplement ici un problème d’optimisation en horizon infini pour le système
linéaire

ẋ = Ax + Bu

et le côut quadratique

C(u) =
∫ +∞

0

[u(s)′Ru(s) + x(s)′Qx(s)] ds, x(0) = x0, x(+∞) = 0 (20)

où R et Q sont des matrices syḿetriques d́efinies positives. On a le résultat suivant
(voir [1] pour la preuve).

Théorème 11 Supposons qu’il existe une matrice symétrique positiveS, telle queS
soit solution de l’́equation de Ricatti alǵebrique :

A′S + SA− SBR−1B′S + Q = 0, (21)

telle que la matriceA−BR−1B′S soit de Hurwitz. Alors le minimum du critère (20)
vaut

min
u
C(u) = x′0Sx0.

De plus ce minimum est atteint pour la commande

u∗(t) = −R−1B′Sx∗(t)

où x∗(t) est la solution du système

ẋ = (A−BR−1B′S)x

de condition initialex∗(0) = x0.

Une condition suffisante pour que l’équation de Ricatti alǵebrique (21) admette une
solution est que la paire(A,B) soit commandable (voir [13], p. 198). SiS est une
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solution de (21) alors la matriceA − BR−1B′S est de Hurwitz. En effet l’́equation
(21) s’́ecrit

(A−BR−1B′S)′S + S(A−BR−1B′S) + Q + SBR−1B′S = 0. (22)

C’est l’équation de Lyapounov (16). La matrice

SBR−1B′S = (R−1B′S)′R(R−1B′S)

est positive et la matriceQ est d́efinie positive. Comme l’équation (22) admet la
solutionS, on en d́eduit que la matriceA − BR−1B′S est de Hurwitz. Pour plus de
détails voir [18].

5.2 Contrôles discontinus

Nous consid́erons maintenant un autre type de problème de contr̂ole optimal : le
probl̀eme de contr̂ole en temps minimum. Prenons par exemple le système :

ẋ = f0(x) +
p∑

i=1

uif
i(x);

p∑

i=1

u2
i ≤ 1, x ∈ R

et supposons pour commencer quef0 est identiquement nul, quep = n et que les
champs de vecteursf i sont lińeairement ind́ependant en tous points. Il est alors facile
de se convaincre que le problème de la recherche d’un contrôle en temps minimum
pour aller d’un pointà un autre est le mme que celui de la recherche de l’arc de
longueur minimale qui relie ces deux points pour la métrique riemannienne définie
comme suit : le produit scalaire de deux vecteursV etW est

< V,W >x=
p∑

i=1

αiβi; V =
p∑

i=1

αif
i; W =

p∑

i=1

βif
i

Bien entendu lorsquef0 n’est pas nul etp < n le probl̀eme de contr̂ole en temps
minimum ne se ŕeduit plusà une question de géoḿetrie riemannienne et les techniques
classiques du calcul des variation ne s’appliquent plus. Des conditions nécessaires
d’optimalité qui portent le nom de “principe du maximum” ontét́eétablies et il s’av̀ere
que les trajectoires optimales pour le retourà l’origine n’ont plus la structure régulìere
des ǵeod́esiques issues d’un point. Nous le voyons sur l’exemple très simple suivant,
dit du “chauffeur homicide” :

ẍ = u, |u| ≤ 1

Les trajectoires optimales sont manifestement des trajectoires pour lesquellesu vaut
+1 puis est suivi de−1 et inversement. Sur la figure 1 de [4] on voit que le contrôle
en boucle ferḿee qui correspond aux trajectoires optimales vaut+1 au dessous de la
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courbeζ , −1 au dessus. Ce qui pose le problème de la d́efinition d’uneéquation
diff érentielleà second membre discontinu. On est amené à construire des lois de
commande discontinues du type

u(x) =
{

u+(x) si s(x) > 0
u−(x) si s(x) < 0

Le syst̀eme en boucle ferḿee ẋ = f(x, u(x)) assocíe à cette loi de commande est
en ǵeńeral discontinu. La notion usuelle de solution d’uneéquation diff́erentielle ne
s’applique plus et on parle de solution au sens de Filippov. On obtient la notion de
contrôle en mode glissant. Pour plus de d́etails voir [4, 15].

5.3 Perturbations singulìeres

Dans les mod̀eles ŕeels coexistent souvent des dynamiques très diversifíees compor-
tant deux ou m̂eme plusieurśechelles de temps. Une façon simple de décrire ces
échelles est de considérer que les mod̀elesétudíes d́ependent d’un petit param̀etreε et
de les voir alors comme des perturbations du problème obtenu en posantε = 0. Cette
démarche conduit̀a des ḿethodes sṕeciales de stabilsation [16].
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