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Ce volume contient des cours qui d@# donrés pendant Ecole du CIMPACon-
trdle non lirtaire et Applicationsjui s’est tenua Tlemcen du 26 avril au 8 mai 2003.
Le cours de Hassane Alla (Univeksitie Grenoble)Sysémesa évenements discrets
ba$ sur les ouvrages [9] et [19] n’est pas reproduit dans ce volume. Il en estrde m
du cours de Rachid Chabour (Univegsite Metz)Fonctions de Lyapounov et stabdlit
des systmes éterministeg5], du cours de Jean Michel Coron (Univeéside Paris-
Sud), Controlabilité et stabilisation des sysnes non ligaires bag sur les articles
[6, 7, 8] et du cours de Jean Luc G@WENRIA, Sophia Antipolis) Automatique des
bioproccdes bas sur [2, 3]. Pour permettre au lecteur de situer les questionsé&dmord
dans ce volume dans le contextengral de la téorie du contble, on expose dans ce
premier chapitre quelques notions de base de ceiteith

1 Introduction

1.1 Syseéme contlée

Un syseme contblé (ou commang) est un sysme diferentiel de la forme
i(t) = f(z(t),u(t), =@t)eM, u()el. 1)

En geréral le vecteur deétatsz(t) appartienta une vate differentielleM de di-
mensionn (on supposera ici qué/ est un ouvert connexe d®"), et les contbles
u(+) appartiennend un ensemble de cdies admissible&, qui est un ensemble de
fonctions localement iggrables éfinies surf0, +00) a valeurs dang/ C R™. On
suppose le champ de vecteusuffisament&gulier, de sorte que pour toute condition
initiale o € M et tout contdle admissible:(-) € U, le syséme (1) admet une unique
solutionz(t) telle quex(0) = zo, et que cette solution soidinie sur[0, +c0). On
notera cette solution par’ (¢, zo,u(-)). Quand il n’y a pas de risque de confusion,
on pourra ommettre dans cette notation le chainfa condition initialex,, ou bien

le contdle u(-). Le syseme (1) est dit en boucle ouverte et est espné par le
diagramme suivant
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Parmi les obijectifs principaux de la&brie du confble qui seront abokbs dans ce
volume,il y a les notions deon®labilité et destabilisation On se propose deéinir
ces notions et de rappeler les principaésultats de condtabilité, de stabilisation et
d’observabilie des systmes lireaires (pour I'essentiel on trouvera lestails et les
preuves dans [1]) :

z(t) = Ax(t) + Bu(t), @)

ou A est une matrices x n appebe matrice dBtat etB une matricen x m appeée
matrice de commande. Les solutions de (2) sont desmar

¢
z(t, zo,u(-)) = ez +/ e =4 Bu(s)ds. (3)
0

Il faut noter que certains pradines pratiques sont mieux n@idés par degquations
aux cerivees partielles [7, 8, 17] ou bien par des épstsa évenements discrets [9,
19].

1.2 Approximation lin éaire d’'un syseme conttolé

Le syseme lirtaire (2) s’obtient gréralement par liéarisation du sygme non lieai-
re (1) autour d’un poinéquilibre (z., u.) pour lequelf(z.,u.) = 0. En effet, si on
pose :

_of

X=x—x.,, U=u—u,, A=
ox

(z67u€)7 B = 7(1’87”8)3
on obtient [équation : .
X =AX + BU +0o(X,U)

Le syséme lireaire commanel X = AX + BU s'appelle alors Bpproximation
linéaire (ou le linéarise tangent du syseme non ligaire (1). Un des objectifs de
I'automaticien consista deduire les propétés du systme non ligaire (1) de celles
de son lireari€ tangent.

2 Controlabilit &

Un syséme est dit confilable si on peut le ramenaértoutétat pedefini au moyen
d’un contdle. Plus pecigment on pose laédinition suivante
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Définition 1 On dit que le sysime (1) est condlable (ou commandable) si pour tous
lesétatszg, 1 € M, il existe un temps fif et un contble admissible(-) : [0, 7] —
U tel quex; = x(T, o, u(")).

2.1 Critere de contdlabilité de Kalman

Il existe une caraétrisation algbrique de la conblabilité d’'un syséme lireaire due
a Kalman.

Théoreme 1 Le syséme lireaire (2) est confilable si et seulement si la matrice de
controlabilité (ou de commandabié) de Kalman

(B,AB,--- ,A""'B)
est de range. On dit alors que la pairé A, B) est commandable.

Noter que la pair¢ A, B) est commandable si et seulement s'il existe- 0 tel que
la matrice

T
CT:/ eSABB e ds
0

soit inversible. IciA’ et B’ désignent les matrices transpes des matriced et B.
Le contdle u(-) qui transkrexzq enxzy = (T, zo, u(+)) est simplement dor@par

u(s) = B'eT=4'Col (2 — eT4aq)

comme on peut leérifier en utilisant la formule (3).

2.2 Controlabilité locale d’'un syséme non lineaire

Définition 2 On dit que le sysime (1) est localement cobtable au pointz, s'il
existe un voisinagel de zq tel que pour toutr; € A, il existe un temps firfll” et un
contrdle admissible:(-) : [0,7] — U tel quex; = x(T, zo, u(:)).

On ne dispose pas de conditiokaessaire et suffisante de cdmabilite pour un
syskme non ligaire. On a une condition suffisante de colatbilité locale qu’on
peut obtenir par ligarisation (voir [13], p. 32 et 366).

Théoréme 2 Supposons gu'il existe, € R™ tel queU soit un voisinage deg et
f(zg,up) = 0. Soient

af af

A= —(z B=_—-

5 (F0.0); 5y, (£0.0)
Sile rang de la matricé B, AB, - - - , A»~! B) estégalan (c’esta dire que le sygtme
linéaire: = Ax+ Bu est contdblable), alors le systme non ligaire (1) est localement
contrdlable enxy.
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Noter que la confilabilité du lirtari® n’est pas une conditiorenessaire de cotia-
bilité du systme non liaire. En fait, pour les sy&ines non ligaires, il existe un
critere simple, rappelant le céite de Kalman, qui permet d’aborder les questions de
contllabilité. Expliquons le sur le sysne particulier :

&= f(z) +ug(z),  |ul <1

On appelle crochet de Lie des deux champs de vectgets; le champ de vecteur
défini par la formule :

z— [f,9l(x) = Df(z)g(x) — Dy(x)f(x)

etl'algebre de Lie engende parf etg, noteL(f, g), la plus petite famille close pour
I'opération de crochet qui contienrfeet g. Le rang enz de (f, g) est la dimension
de I'espace vectoriel engerédpar les valeurs endesélements deC( f, g). Appelons
ensemble destats accessibles partir dex, I'ensemble des points qui peuvegtre
atteintsa partir dexo un utilisant tous les corfites admissibles. Urésultat fonda-
mental est que, si le rang en de (f,g) estégalan, alors I' ensemble destats
accessiblé partir dex, est d’'inerieur non vide. De ceesultat on éduit le criere de
Kalman. En effet, consi&tons le sysime

T = Ax + bu, u€R
ou le contble u est non bora. Lesétats accessibles du syste
& = Ax + bu, lu] <1

sont contenus dans I'espace vectoriel digs confblablea partir dexy du syseme
ou le contble est non borda. Si cesttats accessibles sont démteur non vide quel
gue soitxg le syseme sera conbtable, puisqu’un sous espace vectoriel dmtur
non vide est I'espace tout entier. Calculons les crochets :

[(z — Az), (z — b)] (z) = Ab,
[(z — Az), (x — Ab)] (x) = A2b,

[(z — Az), (x — A"72b)] (z) = A" 'b.

On voit que le crigre de Kalmaréquivauta la condition du rang. Quelques aspects
élementaires de cetteathode sont expés dans [14] et un expesomplet se trouve
dans [11].

3 Stabilisation

Un contrble (ou unecommandgen boucle ouvertest une application — u(t) d'un
intervalle de temps dans I'espace des dies. Uncontrdle en boucle ferie appeé
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aussi unerétroaction ou unbouclage ou encore urfeed backest une application
u — R(x) définie sur les variables éfat du systime. Un des objectifs de laébrie
du contble est de dterminer desétroactions qui stabilisent le sgshe en urétat
particulier.

3.1 Bouclage statique

Définition 3 (Bouclage statique) On dit queu est un bouclage statique du Syste
(1) si sa valeurnu(t) a I'instant¢ ne cepend que de(t), c'esta direw = R(z) oU R
est une fonction.

Ce syskéme sécrit tout simplement

& = f(x, R(x)) (4)

Il est repéseng par le diagramme suivant.

Ct:f(xvu)

Le probEme de lastabilisation(ou régulatior) consistea maintenir le sygme pes
d’'un équilibrez*. Il s’agit donc de construire une loi de commande telle glisoit
un équilibre asymptotiquement stable du gyse en boucle ferae (4).

3.2 Concepts de stabili¢

On se donne un sy&mne
z = f(x) (5)

tel quef(0) = 0, admettantz = 0 commeéquilibre (noter que par un changement de
variable on peut toujours ramenegduilibrea I'origine).

Définition 4 L'équilibrez = 0 du syseéme (5) est dit stable si pour toat> 0, il
existen > 0 tel que pour toute solution(t) de (5) on ait

lz(0)| <n =Vt =0 z()] <e.

Si I'équilibre n’est pas stable on dit qu'il est instable.
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Définition 5 L'équilibrexz = 0 du syséme (5) est dit attractif s'il existe > 0 tel que
pour toute solutiorz:(¢) de (5) on ait

lz(0)]| < 7= tlim z(t) = 0.
L'équilibrez = 0 du syséme (5) est dit globalement attractif si pour toute solution
x(t) de (5) on alim;_, z(t) = 0.
L'ensembleB défini par la propiéte

2(0) € B= lim z(t) =0

t—o0
s'appelle le bassin d’'attraction de I'origine. Aingi = 0 est attractif si3 est un
voisinage de 0. Il est globalement attractitsi= R™.

Définition 6 L'équilibrex = 0 du syséme (5) est dit asymptotiquement stable s'il est
stable et attractif. Il est dit globalement asymptotiquement stable (GAS) s'il est stable
et globalement attractif.

Définition 7 L'équilibre x = 0 du syséme (5) est dit exponentiellement stable s'il
exister > 0, M > 0 et > 0 tels que pour toute solution(t) on ait

lz(0)|| <r = ||z(t)|| < M|z(0)|[e"**, pour toutt > 0.

L'équilibrez = 0 du syskme (5) est dit globalement exponentiellement stable s'il
existeM > 0 eta > 0 tels que pour toute solutiom(t) de (5) on a|z(t)|| <
M ||z(0)]|e~** pour toutt > 0.

On montre que, enéagéral (voir [12]), stable'implique pasattractif, attractii’'impli-
que passtable, exponentiellement stalepliqueasymptotiquement stable, et asymp-
totiquement tabl@'implique pasexponentiellement table.

3.3 Stabilite des systmes lireaires

Dans le cas des syshes lirgaires attractif implique stable(doncasymptotiquement
stableéquivauta attractif) et asymptotiguement stabéguivauta exponentiellement
stable De plus I'attractivié est toujours globale. En effet considns le systme
linéaire
= Ax (6)
ou A est une matrice cae d’'ordren. La solution de (6) €crit
z(t) = e'2(0). (7)

La matrice exponentielle” est ctfinie par la érie

1 1
etA:I+tA+5t2A2+-~-+—|t"A”+~-- (8)
. n.
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Pour calculer cette matrice exponentielle on cherchgdésurs propregle la matrice
A, c’esta dire les racines dpolyndme carackristique

Pa(\) = det(A — AI).

Le polyrdme caradtristique est de degm en . 1l admet doncs racines distinctes
A1, -+, As de multiplicites alg@briquesn();) satisfaisant
mAL) + -+ m(As) = n.
Par conéquent
PA()\) = ()\ — Al)m(h) . ()\ _ )\S)m()\s).

Lindice v() d'une valeur propre est le premier entier tel que la suite croissante des
noyaux
Ker(A — XI)” C Ker(A — XI)" !

soit stationnaire pour > (). Pour toute valeur proprede A on a
1< v(\) <m(\).
Le polyndme minimallM 4 () de A est dong par
Ma() = (A= A) 0 (A= A

Les valeurs propres dé sont €elles ou complexes. Si elles sont complexes, alors
elles sont conjugees deux deux. Les composantegt),i = 1,--- ,n de la solution
(7) sont des combinaisons &iaires a coefficients constants, de termes de la forme

1. te** ou A est une valeur propréelle ded et0 < j < v()),

2. thel® cos bt ettiet® sin bt, c’'esta dire les partieselles et imaginaires déet?,
oU A\ = a + ib est une valeur propre complexe deet0 < j < v(\).

On en @duit alors le esultat suivant.

Théoreme 3 1. Si3dj Re()\;) > 0ousidk Re(\;) = 0etv(\;) > 1alorsz =0
est instable.

2. SiVj Re(};) < 0 alorsz = 0 est globalement exponentiellement stable.

3. SiVj Re(\;) < 0etRe(Aj) = 0= v(A;) =1 ets'il existek tel queRe(\x) =
0 alorsz = 0 est stable mais non attractif.

Par conéquent pour un sysine lireairez = Ax les proprétes suivantes somguiva-
lentes: 1) I'origine est attractive, 2) I'origine est globalement attractive, 3) I'origine
est asymptotiquement stable, 4) I'origine est globalement asymptotiguement stable, 5)
I'origine est exponentiellement stable, 6) I'origine est globalement exponentiellement
stable, 7) toutes les valeurs propresAlsont de partie&elle strictement&gative (on

dit que la matriced est de Hurwitz).
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3.4 Approximation lin éaire d'un syseme

Consictrons un sygime
&= f(x), ©)

tel quef(z*) = 0, de sorte que: = z* soit unéquilibre du systme. On note

of
A= —(z"
ox )
la matrice jacobienne dgévaliee au point:*. Le syseme lirtaire
i = Ax (20)

s’appelle lelinéaris (ou I'approximation ligaire) du syseme non liaire (9) en
z*. L' étude de la stabil de I'origine pour le ligari€ permet dans certains cas de
caraceriser la stabili de I'equilibrex = z* de (9). Plus pgcig€ment on a leésultat
suivant connu sous le nom deetheme de Lyapounov.

Théoreme 4 Siz = 0 est exponentielement stable pour (10) alers: x* I'est pour

(9).

3.5 Stabilisation d’un syseme linéaire

Définition 8 On appelle bouclage @tat lingaire (ou Egulateur lireaire) du systme
(2) une loi de commande du type

u=Kx

ou K, matricem x n est dite matrice de gain. Une telle loi est dite stabilisante si
I'origine du syséme en boucle ferpe

t=(A+ BK)z (11)
est asymptotiquement stable.

Théoreme 5 Si la paire( A, B) est commandable, on peut choisir la matrice de gains
K pour placer arbitrairement les valeurs propres de la matrite- BK.

Ce tesultat, connu sous le nom deetheme deplacement des@es (ou deplace-
ment des modes propres degulateuy, montre que I'on peut choisir la matrid€ de
telle sorte que la matricd + BK soit de Hurwitz et que l'origine du sy&me (11)
soit asymptotiguement stable. Donc tout &ysé lireaire contblable est stabilisable
(globalement).
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3.6 Stabilisation locale d’'un syseme non liréaire

On a monte dans la section predente qu’un syseme lireaire contblable peuttre
stabili€ asymptotiquement par un cadli linéaire (donc continu). Cette propte
n'est pas vraie pour un syshe non liaire. Il y a des syémes non ligaires, locale-
ment (et néme globalement) coritlables, qu’on ne peut pas stabiliser par un detr
continu [6, 7]. Cependant si I'approximationé&aire du systme est conélable, alors
on peut le stabiliser par un codte continu (et reme lirgaire). En effet cons&ons
un syseme commarl

= f(z,u), £(0,0) = 0. (12)

On se propose de construire une loi de commanee R(x) telle que le sysime en
boucle fernge

&= f(z, R(z))
admet I'origine commequilibre asymptotiguement stable. On cogsilalors I'ap-
proximation lireaire

& = Ax + Bu (13)
ou les matricesA et B sont &finies par
of of
A=ZL B=—- .
am (030)? au (070)

Supposons quéA, B) soit commandable. |l existe alors une matrigetelle que
la matriceA + BK soit de Hurwitz. Par comsjuent le contile u = K stabilise
globalement le sysme lireaire (13).

Théoreme 6 Le contble u = K« stabilise localement le sysne (12).
En effet le systme en boucle ferge sécrit
= F(z) = f(z, Kz).

ona OF of of

= (0) = =L —- K = A+ BK.

—(0) = 5(0.0) + 5(0.0)K = A+

Doncz = 0 est asymptotiquement stable pour l&€bmi€. Le tteoeme de Lyapounov
(Théoreme 4) permet alors d'affirmer que= 0 est asymptotiquement stable pour le

syséme non ligairez = F(z).

3.7 Fonctions de Lyapounov

Les fonctions de Lyapounov sont un outil puissant petudier la stabilié d’'unéquili-
bre. Consiérons de nouveau le sgshe

&= f(x), (14)
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tel quef(0) = 0, admettant: = 0 commeéquilibre . Soitl” : & — R une fonction
définie dans un voisinage de I'origine et admettant de€dvées partielles continues.
On note _

: oV w— IV

V(z) = %(I) flz) = 2 %(I)fi(x)
la dérivée de la fonctiorl” dans la direction du champ de vecteiftsCette @&rivee
s'appelle aussi la&fivee de Lie dé et se note V. Pour toute solutior(t) de (14)

ona
d

V(@) = V().

Définition 9 On dit queV est une fonction de Lyapounov pour le sysé (14) en
x = 0 dans{?, si pour toutz € Q on a

o V(z)>0saufere =000V (0) =0
e V(z) <0.

Théoreme 7 1. S'il existe une fonction de Lyapounov pour (14yes 0 dans un
voisinagel) de 0, alorsz = 0 est stable.

2. Side plust # 0 = V(z) < 0 alors z = 0 est asymptotiquement stable.
3. Side plu€? = R™ etV (z) — oo quand||z|| — oo alorsz = 0 est GAS.

Définition 10 Une matrice caree P d'ordre n est dite @finie positive si et seulement
si pour toutz € R™
z#0= 2Pz >0.

Si P est une matrice syéatrique alors ses valeurs propres s@dalles et on a

A

izl < @' P <A,z

Pour \erifier gu’'une matrice sy#étrique P est ckfinie positive, on peut utiliser le
critere de SylvesterK est ckfinie positive si et seulement si tous ses mineurs prin-
cipaux sont positifs).

Théoreme 8 Considcerons un sysime lireaire
&= Ax. (15)

L'origine x = 0 de (15) est asymptotiquement stable si et seulement si pour toute
matrice ckfinie positive? il existe une matrice &finie positiveP telle que

AP+PA+Q=0. (16)

En ce cad/(x) = 2’ Pz est une fonction de Lyapounov pour (15).es 0.
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Pour la preuve de ceé&oreme il suffit d’observer que
V(z) = i' Pz +a2'Pi = 2'(AP+ PA)x = —2'Qu.

Donc le tteoeme de Lyapounov s’applique et montre que- 0 est asymptotique-
ment stable. Pour l&ciproque on éfinit

+oo ,
pP= / s Qe*Ads.
0

Cette inégrale est bien convergente car toutes les valeurs propres de la mdagice
donc aussi de sa transjgesA’ sont de partieéelle strictement @gative. La matrice
P est cefinie positive car

r#£0=Vs>0 (eSA:c)/QeSAx >0= 2'Px>0.

Par ailleurs on a

+oo
A'P+PA= / [A'eSA QeA 4 e QesAA} ds.
0

Comme
d , ;
7esA — AesA _ 6.514147
ds
on en eéduit que
1 sA’ sA sA’ sA d sA’ sA
A'e Qe + e°” Qe A:d—e Qe
S
Par congquent
A ysA) T
AP+ PA= (es Qe’® ) =-Q.
s=0

Donc P vérifie I'équation (16) appék I'équation matricielle de Lyapounov

Pour construire une fonction de Lyapounov pour le &yt (15) il faut proéder
de la mangre suivante :

e Choisir une matrice &finie positiveQ (par exemple&) = Id)

e Résoudre Equation de Lyapounov (16). Si on a chdisisymétrique alorsP
sera syratrique aussi.

e Veérifier queP est cfinie positive.
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4 Observabilitée

4.1 Syséme comman@-obsene

Dans beaucoup de situations pratiques, une partie seulemerétaiedu systme,
appeke la sortie ou la variable obsée, est mesée. Un systme commangtobsere
est un systme diferentiel de la forme

&= f(‘T’ U),
y = h(z), (7

ou le vecteurx est le vecteur destats du systme, le vecteur, celui des confiles
(entiees) et le vecteuy celui des variables obsdres (sorties). Ce syshe est dit en
boucle ouverte et est regsené par le diagramme suivant.

Le syseéme non ligaire sera dit observable si la sorig) permet de retrouverétat
x(t). On ne donnera pas défthition piecise ici renvoyar la Iterature [10] pour les
détails. Un observateur pour le sgste (17) est un sy&sine

2(t) = g(&(1), y(1), u(t)) (18)

ayant comme eresu(t) ety(t) (la sortie du systme (17)) et tel que 'erreur

tende vers 0 quand— oo. L’ équation de I'erreur est
€= f(xau) - g((L’ - e,h(az),u)
Selon ques = 0 est unéquilibre GAS, asymptotiquement stable, ou exponentielement

stable, on dira que I'observateur est global, local ou exponentiel.

4.2 Critére d’observabilitée de Kalman

Consicerons le systme lireaire commanglobsere

& = Ax + Bu, reR"™ wueR™,

y = Cu, y € RF. (19)
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Définition 11 On dit que le sysime lireaire (19) est observable si pour toétat
xo € R”, il existe un temps fifl” et un contble admissible.(-) : [0,7] — U tel que
la connaissance dg(t) pourt € [0, 7] permet de 8terminerzy.

Il existe une caraétisation al@brique de I'observabilt d’'un syséme lireaire duea
Kalman.

Théoreme 9 Le syseéme lireaire (19) est observable si et seulement si la matrice

d’observabilie de Kalman
C

CA

CAn—1
est de range. On dit alors que la pairé A, C) est observable.

Noter que la pairé A, C) est observable si et seulement s'il exi%te> 0 tel que la
matrice

T
Or = / A C'CetAds
0

soit inversible.

4.3 Observateur de Luenberger d'un systme linéaire

Comme la matrice d’observabgitde Kalman est de rang il existe une matrice.
d’'ordre n x p telle que la matriced + LC' soit de Hurwitz. Consiérons alors le
syséme

& = A% + Bu+ L(C# —y)

L’ équation de l'erreu¢ = & — x est
é=(A+ LC)e

Donce = 0 est GAS.

4.4 Stabilisation par un bouclage dynamique

Supposons que I'on sait construire un bouclage statique R(x) qui stabilise le
syséme (17). Comme &tatz n’est pas connu, on ne peut pas utiliser ce bouclage.
Supposons que le sgshe (17) possde un observateur (18). On aimerait stabiliser le
syseme (17) en utilisant le bouclage= R(%), c’esta dire consiérer le systme en

boucle fernge )
i=flru), y=h)
T =g(&,y,u), u=R(Z).
On obtient alors un bouclage dynamique :
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Définition 12 (Bouclage dynamique) On dit queu est un bouclage dynamique du
syseéme (17) s'il est la sortie d'un syshe ayanyy comme eng&e, c’'est dire

zZ= g(y,z),
u= R(z).

Dans ce cas le sysine en boucle ferée est re@seng par le diagramme suivant.

= f(z,u)
y = h(z)
U Yy
=gy, 2)
u= R(z)

Ce syskéme sécrit tout simplement

&= [f(z,R(2)),
z2 = g(h(z), 2).

Un syseme lireaire contblable et observable est stabilisable par bouclage dynamique.

Théoreme 10 Consicerons le systme lireaire commang-obsere (19). Supposons
que la paire(A, B) soit commandable et que la paifel, C') soit observable. Soient
K et L des matrices de gains telles que les matrides BK et A + C'L soient de
Hurwitz. Alors le systme

&= Ai + Bu+ L(C& —y)
u= Kz

stabilise asymptotiquement le sste (19).
En effet dans les variablés, e = = — &) on obtient le systme

&= (A+ BK)z + BKe
é=(A+LC)e

L'origine de ce sysime lireaire est GAS.

5 Autres problemes de la tieorie du contrdle

5.1 Controle optimal

Dans un prot#me de confile optimal, en plus du made
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on se donne uétat initialz(0) = g, une ciblex(T") = z; et une fonction cot

T
Clu) = /0 L(x(t), u(t))dt

gue I'on se propose de minimiser. Ainsi il faut chercher, parmi les dtegradmissi-
bles,u(-) celui qui alise

min C(u), 2(0) =9, x(T)=x1.

u

LorsqueT est fini, le probkme de confile optimal est dit en horizon fini. Lorsque
T = +oco on parle d’optimisation en horizon infini. Pour plus d&alls voir [4]. On
discute simplement ici un prorine d’optimisation en horizon infini pour le sgste
linéaire

i = Ax + Bu

et le cait quadratique
+oo
C(u) = /0 [u(s) Ru(s) + x(s)'Qxz(s)] ds, z(0) =y, x(+o00) =0 (20)

ou R et @ sont des matrices syatriques @finies positives. On a leésultat suivant
(voir [1] pour la preuve).

Théoreme 11 Supposons qu'il existe une matrice gtrique positives, telle queS
soit solution de Equation de Ricatti algbrique :

A'S+SA—-SBR'B'S+Q =0, (21)

telle que la matriced — BR~! B’S soit de Hurwitz. Alors le minimum du cgite (20)
vaut
min C(u) = xySxy.

De plus ce minimum est atteint pour la commande
u*(t) = —R™'B'Sx*(t)
ou z*(t) est la solution du sy8tne
i=(A—-BR'B'S)
de condition initialex*(0) = zo.

Une condition suffisante pour queédfjuation de Ricatti aiprique (21) admette une
solution est que la paire4, B) soit commandable (voir [13], p. 198). Siest une
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solution de (21) alors la matricé — BR~'B’S est de Hurwitz. En effet &quation
(21) s’ecrit

(A—BR'B'S)S+S(A—-BR 'B'S)+Q+ SBR'B'S =0. (22)
C'est I'équation de Lyapounov (16). La matrice
SBR™'B'S = (R 'B'S)R(R™'B'S)

est positive et la matric€) est ck&finie positive. Comme &quation (22) admet la
solution S, on en @&duit que la matricel — BR~!B’S est de Hurwitz. Pour plus de
détails voir [18].

5.2 Contrdles discontinus

Nous consiérons maintenant un autre type de pesbé de confile optimal : le
probleme de confile en temps minimum. Prenons par exemple lessyst:

P P
x':fo(x)—FZuifi(:c); Zufgl, zeR
i=1 i=1

et supposons pour commencer gffeest identiguement nul, que = n et que les
champs de vecteur sont lirtairement indpendant en tous points. Il est alors facile
de se convaincre que le prehe de la recherche d’'un codig en temps minimum
pour aller d’'un pointa un autre est le mme que celui de la recherche de I'arc de
longueur minimale qui relie ces deux points pour latrigue riemannienneédinie
comme suit : le produit scalaire de deux vectéurst W est

p p p
<SVIW >,=> aifls V=Y aif'; W= Bif
i=1

i=1 i=1

Bien entendu lorsqug® n’est pas nul ep < n le probeme de contile en temps
minimum ne se&duit plusa une question deggnetrie riemannienne et les techniques
classiques du calcul des variation ne s’appliquent plus. Des conditenessaires
d’optimalité qui portent le nom de “principe du maximum” @ établies et il s'agre
gue les trajectoires optimales pour le retaliiorigine n'ont plus la structureeguliere
des gocksiques issues d'un point. Nous le voyons sur I'exempgie simple suivant,
dit du “chauffeur homicide” :

T =u, lul <1
Les trajectoires optimales sont manifestement des trajectoires pour lesquedles
+1 puis est suivi de-1 et inversement. Sur la figure 1 de [4] on voit que le cOletr
en boucle ferrae qui correspond aux trajectoires optimales valau dessous de la
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courbe( , —1 au dessus. Ce qui pose le prafile de la dfinition d’uneéquation
différentiellea second membre discontinu. On est agmarconstruire des lois de
commande discontinues du type

Le syseéme en boucle fergei = f(z,u(x)) assodt a cette loi de commande est

en ¢eréral discontinu. La notion usuelle de solution d’wguation diferentielle ne
s’applique plus et on parle de solution au sens de Filippov. On obtient la notion de
contrdle en mode glissanPour plus de étails voir [4, 15].

5.3 Perturbations singulieres

Dans les modles Eels coexistent souvent des dynamiques tliversifees compor-
tant deux ou réme plusieur€chelles de temps. Une facon simple derite ces
échelles est de conditer que les magesétudies cependent d’'un petit paratres et

de les voir alors comme des perturbations du grotd obtenu en posant= 0. Cette

demarche condui des nethodes sgciales de stabilsation [16].
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