Equations diférentielles
a second membre discontinu
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1 Introduction

Apres une introduction justifiant I'igérét de Ietude desquations difrentiellesa
second membre discontinu nous proposons trois approchésedifés de la ques-
tion. La premere, celle de Filippov est ancienne et bien connue. Les deux autres,
qui, on le verra, sontlémentaires, se retrouvent de fagon plus ou moinséeadans

la littérature, mais ne semblent pas avoir fait I'objet d'un ekpdslactique. Pour
éviter que des difficults techniques ne cachent degad tés simples nous nous re-
streindronsa des fonctionsliscontinues &gulieresde R? ou deR?. Nous entendons

par la la ¢eréralisation naturelle de fonctions continues par morceaux. @'elte

des fonctions éfinies par la dorge d’un nombre fini de sous vatés egulierement
plongges se coupant transversalement telles que le @ngpitaire de leuréunion

soit constité localement d’un nombre fini d’'ouverts ; sur chacun de ces ouverts la
fonction est la restriction d’'une fonction diffentiable éfinie sur I'espace tout entier.
Pour simplifier encore nous supposerons que les fonctions sont globalemergsorn
La géreralisation desésultats expdsa des fonctionsagulieres @finies sur des es-
paces de dimension seeure eta des fonctions non boees, voire des fonctions
admettant des points d’accumulation de discontéwjiest imrédiate. En revanche

la géréralisationa des fonctions mesurables quelconques nous semble poser quelques
problemes que nous n'abordons pas. D’un point de vue pratique, les fonctions dis-
continues eégulieres sont suffisantes. Les trois approches sont c@apat des simu-
lations sont pesengées en dimension 2 et dimension 3. En conclusion nous montrons
pourquoi il n'existe pas de concept de solution meilleur gu’un autre dans I'absolu.
Tout est une question de meldsation et c'est la&alite de ce qui est repseng par les
équations qui doit nous indiquer le meilleur choix.

Définition 1 Soit f : R® — R™ une fonction continue. On appelle solution du
probléme de Cauchy

a'(t) = f(z(t),  2(0) =0 (1)
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une application continue, défentiable en tout point, — z(¢), telle quez(0) = z
et qui sur tout I'intervallef0, T satisfait la relationz’(¢t) = f(x(¢)).

Une fonctiont — «(t) est solution du proeime de Cauchy (1) si et seulement si

x(t) = xo + /Ot f(z(s))ds, pourtoutt € [0,T].

Soit maintenant la fonction non continuesrsimple :
r<0= f(x)=+1, f(0)=a, x>0= f(z)=-1, 2

et voyons ce que pourraitre une solution du probine de Cauchy de condition ini-
tialex(0) = 1. Tant quex est strictement positif nous prenons Efidition classique,

ce qui donne dong(t) = 1 — ¢ tant quet est strictement plus petit que 1. Comment
continuer la solution ? On voit qu’il n'est pas possible de “traverser” I'axe 0 car,

sitdt quex est regatif, il faut “remonter”. Il faut que la solution reste le long de I'axe

x = 0 (voir Fig. 1,a gauche). Le probme est donc de trouver unéfahition qui ac-
cepte que les solutions de condition initiale 0 restent identiquement nulles puisqu’on
ne peut ni remonter ni descendre. La formulatio@gnale ne &sout pas la question
puisqu’elle exige les idenés ci-dessous :

z(t)=0= /0‘ f(z(s))ds = at.

.

V.
: /.
S A N Y t

/
"4
"4

Figure 1: Les champs de vecteurs discontinus(@auche, et (33 droite.

Une notion desolution faiblecomme :
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pour toute fonctionp, C> a support compact ne convient pas non plus car potjr
identiquement nul elle impose aussi qusoit nul.

Il ne faut pas confondre le prabhe de€quations diftrentiellesa second membre
discontinu avec celui dejuations de la forme't) = f(z(t),t) ou la fonctionf est
continue par rappo# la variabler et localement iréigrable par rappot la variable
t. Dans ce cas, une solution du préfole de Cauchy sera une fonction absolument
continué telle que :

x(t) = xo + /t f(z(s),s)ds, pourtoutt € [0,T].
0

Pour voir que ce cas ne pose pas de ot il suffit d'imaginer qu'il y a une seule
discontinuié ent = 1.

t<1l= f(z,t) =—1, t>1= f(z,t) =1. (3)

Jusqu’ert = 1 nous avons un probime ggulier, la solution du probime de Cauchy
tend vers une limite que nous reprenons comme condition initiale {peurl (voir
Fig. 1,a droite).

Donc, le point de vue de laéinition 1 obligea se restreindra des fonctiong qui
sont continues de la variable&datz. Or il y a de bonnes raisorsvouloir consiérer
deséquations a le second membre est discontinu. En voici quelques exemples :

Exemple 1Un premier exemple classique, t&ajtar Andronov, Vitt et Chaikin [1] est
celui des forces de “frottement sec” qui, en prereiapproximation, sont de module
constant et opp@esa la vitesse. Pour le dispositifénanique de la Fig. 2 cela donne

2''t) + a(sgn(2'(t)) + kz(t) = 0.

Dans I'espace des phases, on obtienEkpsations ci-dessous :

=y, : L ' =y, . o
{ Y = —kx—a, siy est positif, { = —kz+a, siy estregatif.  (4)
Tout le segment—a/k, +a/k| de I'axe des: est constité de points fixes, car, sur ce
dernier, la force de rappel du ressort n’est pas capable de vaincre la force de frottement
(voir Fig. 2, et Remarque 1).

Exemple 2Soit le syséme contblé :
a'(t) =1—y*(t) + (u—1(u+1),
y'(t) = u,
1Les fonctions absolument continues sont les fonctidmivables presque partout qui ont la prégi

d’étre la primitive de leurérivee, ce qui n’est pas le cas de la fonction de Cantor qui est continue, monotone,
croissante de @ 1 et dont la drivée, &finie presque partout, est nulle.

—1<u<l,
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oy

Figure 2: Ressort avec frottement sec et portrait de phase du champ discontinu (4)
correspondant. Dans le demi plan> 0, les trajectoires sont des ellipses céef
en(—a/k,0), d’équationg)? + (kx + a)? = Constante. Dans le demi plagy < 0,

les trajectoires sont des ellipses céss ena/k, 0), d’équationg)? + (kx — )? =
Constante.

et supposons que nougsirions nous rendre le plus vite possible du p¢iho) au
point(1,0). Si nous prenons le coiie » = 0 nous avons :

o(t) = —y*(1), () =0,
ce qui ne convient pas. Si nous faisans- —1 nous avons :
o) =1-9°(t), Yt =-1,
et pouru = 1 nous avons :
d()=1-y°(t), yt)=1

Nous voyons que pour aller le plus vite possible vers le p@in®) il convient de
s’éloigner le moins possible de I'axe desdonc prendre-1 si y est positif et vice-
versa. Consiédrons le champé&fini par

o'(t) =1 —y2(t) + (w(z,y) — D(ulz,y) + 1),
y'(t) = u(z,y),
—1siy >0
avecu(z,y) = indetermirg siy = 0
1siy<0

Ce champ n’est pas continu le long gle= 0, toutefois nous serions @isa accepter
qu'il possde la solutior(z(t) = ¢, y(t) = 0), qui serait consiérée comme la limite
des solutiongz,, (), y.(t)) des sysmes

o'(t) =1—y*(t) + (un(t) = D(ua(t) +1),  z(0) =0,

Y (8) = un(t), y(0) = 0, ®)
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ou les fonctionss,, () sont cefinies par la Fig. 3.

Figure 3: Le confble u, (t) correspondant au sgshe (5).

Exemple 3Un dernier exemple (propégar Brunovsky [7]) est le suivant. On con-
sidere le systme :

2y (t) = =21 () + u,
wy(t) = w2(t) + ug,

1 -1 0.5 0.5
avecw; = 0 , Wo = 0 , W3 = 1 , Wq = 1 )

etconv{ A} désigne I'enveloppe convexe deements de 'ensemblé. On cherche

la rétroaction qui assure le retour des points de la bawde 1 & I'origine en temps
minimum. Lapplication du principe du maximum de Pontriaguine permet de voir
immédiatement que les trajectoires optimales correspondent aux poirésiaxts du
convexe regseng dans la Fig. 4. On se convainc facilement que la fonction discon-
tinue ci-dessous :

< Zl ) € conv {wy, wa, w3, w4} (6)
2

Wy Si zo > 0,
ul(xl,xg) _ ws sSi To < 0, (7)
uz(xl,xg) Wa Si o =0etx; > 07

wy Si xo=0etx; < 0,

définit un champ discontinu dont Ieslutions n&essont optimales (voir Fig. 4).
Parsolutions nd&ves nous entendons le concept suivant qeéitadevelopge pour
les syntleéses de conbte optimal et que nous appellerosslutions néves de champs
differentiables par morceauxOn se donne darnR? une partition de I'espace con-
stituee d’ouverts);, consictres comme des sous vetés de dimension 2, de courbes
(localement en nombre fin{y; consiceres comme des sous V@iés de dimension 1
(sans bord etégulierement plonges), et de point®;. Sur ces vaétés I'on se donne
des champs de vecteugguliers (au minimum continus). Les solutions sogfires
comme le raccordement “boatbout” de solutions&finies sur les sous vates. Pour
plus de @tails sur ces solutions, on pourra se repaatéarticle de Boltyanskii [6].
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Figure 4: Trajectoires ass@as aux quatre valeurs exnales du confle du systme
(6) (@ gauche) et solutions ivas de la syntbse du proldme de confile en temps
minimum (7) correspondana(droite).
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Dans [7] Brunovsky critique ces solutionsimas, nous verrons pourquoi au para-
graphe suivant (voir Remarque 2).

Cette situation est toud fait typique du proldime qui se pose en automatique.
Supposons que nous ayons un 8yst entee-sortie :z’ = f(z,u); x € U et sup-
posons que pour des raisons diverses nous ayefits dne étroaction, c’esi-dire
une application z — u(x). Il est tres fequent que cettétroaction pésente des dis-
continuies cefinies par des iegalies etegaliés. Le systme boud 2’ = f(x, u(z))
est, dans ce cas, udguation diferentiellea second membre discontinu.

2 Les solutions de Filippov

Dans [8] Filippov a propdsla cefinition suivante. Soif : R” — R"™ une application
borrée mesurable. Oréfinit 'ensemble :

Pz)= () conv{f(B(x,r)\ S} (8)

r>0,u(S)=0

ou B(x,r) désigne la boule de rayancentée enz et S n'importe quel ensemble de
mesure de Lebesgue nulle contenu dBs, r) et la barre sugrieure la fermeture.

Définition 2 Une solution (de Filippov) du probme de Cauchy :
d(t) = f(x(®),  (0) =0,
est une fonction absolument continue~- z(t), t € [0, 7], telle quex(0) = z, et

a'(t) € T(x(t)), (9)
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pour presque tout € [0, 7.

Leséquations de type (9) s'appellent des inclusionsdifiitielles. Elles font I'objet
de nombreux travaux [3] et constituent I'outil mathatique de base de laéitrie

de la viabilie [4]. Sous des hypolises assezégérales, lorsque I'ensemble(z)

est convexe pour tout, on peut montrer I'existence locale d’'une solution. Les in-
clusions diferentielles sonétudiées, entre autres raisons, pour leurs applicatons
'automatique. En effet, soit le syshe entee-sortie :

o' (t) = fla(t),u®), wel
x(0) = xo.

Notons :
F(z) ={f(z,u) :u e U}

pour tout contdle ¢t — w(t) la solution correspondante— x(t, u(-), zo) est solution
de l'inclusion differentielle

Z'(t) € F(x(t)), z(0) = o.

Toutefois le lien entre les inclusions difentielles et legquations direntielles
réserve une petite surprise. Prenons par exemple :

' (t) = z(t)u, ueR
z(0) = 0.

quel que soit le condle u(-), la solution correspondanteg(t, u(-),0) est identique-
ment nulle. Prenons l'inclusion défentielle correspondante :

2'(t) € F(x(t)), R siz # 0,
{x()—o, a"eCF(x):{()six—o.

Lapplicationt — t2, qui n'est pas identiquement nulle, est une solution de cette
inclusion differentielle.
Examinons maintenant sur des exemples ce que peétrenes solutions de Fil-

ippov.

Exemple 4La discontinuié stable Soit le champ d&?, repieseng dans la Fig. 5 et
defini poury positif ety négatif respectivement, ainsi que sur I'axe dqsar :

1 . -1 3 .
san=( 3 ) siveo swor=( 75 ). = (7 ) siv<o
(10)
Plagons nous pour commencer en un pginty) qui n'est pas sur I'axe des, au
dessus par exemple. Léfihition del” (8) nous invitea consi@rer une boule de rayon
r centée en(x, y) eta prendre I'image de cette boule par la fonctjgrmpies en avoir
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retiré un ensemble de mesure nulle. Comfnest constante sur la boule (si le rayon
est assez petit), quel que soit le rayon et I'ensembleérégiresultat est toujours le
méme : la valeur d¢ au point(x,y). Donc :

F(x,y)z{( O )} Siy >0

et de néme, au dessous de I'axe des

F(x,y):{< i’ )} siy <0

Les choses sont plus &ressantes sur I'axe desSur toute boule cerée en(z,0) la
fonction f prend trois valeurs :

(4) () ()

Sinous enlevons un ensemble de mesure nulle les deuxgneswialeurs sont toujours
prises, en revanche, si nous enlevons I'axexdistroisiéme valeur n’est plus prise.
Donc, dans ce cas,ona:

o =eon {( 4).(2))

La premere constatation est donc que Efidition ne change rien aux pointa ¢ est
continue. La seconde est qua,dl il y a discontinuié, ce qui se passe sur les ensem-

F 3 r'y

AN NNy

- -

L 4

x X

7 -

Figure 5: Le champ de vecteurs discontinu (10) et sa vitesse au sens de Filippov sur
la ligne de discontinug.

bles de mesure nulle est non pertinent. Eéition del” oublie ce que nous avions
dit de la ckfinition def sur I'axe dese. Les solutions de l'inclusion diéirentielle sont,
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bien entendu :

t— (zo+t,yo—t) dans le demi-plan s@pieur,
t— (zo+3t,yo+1) dans le demi-plan ifrieur
t— (20 + 2t,0) le long de I'axe des.

Cette derrére affirmation se voit en constatant que toute solution issueJ8) ne
peut pas quitter 'axe des et que sa vitesse horizontale estatmiree par le seul
vecteur horizontal d&(z, 0) (voir Fig. 5).

Avant de faire des commentaires plusngraux nous examinons deux autres cas
particuliers en laissant au lecteur le soin de se convaincreedaliats annorés.

Exemple 5La discontinuié instable Soit le champ d&?, repieseng dans la Fig. 6
et cefini par :

tan= (1) siv>o s@o=( 7). sen=( ) siv<o
(11)
Les solutions de Filippov en sont :

t— (zo+3t,yo +1t) dans le demi-plan s@pieur,

t— (zo +t,yo — 3t) dans le demi-plan i&rieur,

t— (zg+ 2t,0) le long de I'axe des puis suivre n'importe quelle
solution du demi plan sugsieur ou inérieur.

r 3 &
¥ hd

S,
NN NN

Figure 6: Les champs de vecteurs discontinus &dauche, et (123 droite.

Exemple 6La discontinuié perngéable Soit le champ d&?, repieseng dans la Fig.
6 et cefini par :

fa=( 3 ) stv=o0. swor=( g ). sen=( ) siv<o
12
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Les solutions de Filippov en sont :

t— (xo+3t,yo—1) dans le demi-plan s@pieur, suivies de
t— (xo+t,yo—t) dans le demi-plan i&frieur

Ainsi, la discontinuié est simplement travezs.
Il est tres facile de @montrer le gsultat suivant :

Proposition 1 Soitf une fonction continue&finie sur un ouvert d&”. Les solutions
classiques et les solutions de Filippov dérmmident.

Les champs discontinusgsentent des nouveaux types de points stationnaires le
long des lignes de discontinég, dont nous donnons un exemple ci-dessous.

Exemple 7Soit le champ d&®2, repésenk dans la Fig. 7 eté&fini par :

f(x,y)z(:§>siy>o, f(x7y>=(‘f)siy<o (13)

et f(x,0) est non @fini. L'origine est un point stationnaire asymptotiquement stable

du syséme (13)

Figure 7: Point stationnaire, sur la ligne de discontiesiiu champ de vecteurs dis-
continu (13).

Remarque 1Reprenons maintenant I'Exemple 1 du frottement sec. Nous avons le
champ (4). Le long du segmepta/k, +a/k] de I'axe desr, nok S, le convexe
I'(x,0) est le segment vertic{h-kz — o, —kz + o] et tous les points d& sont des
points stationnaires. Le concept de solution de Filippov rend donc bien compte du
phénonene physique.

Remarque 2 Prenons maintenant I'Exemple 3 de la sye#tl du confile optimal.
Dans la Fig. 8a gauche nous avons téate portrait de phase rid, a droite celui
donre par lessolutions de FilippovOn voit que, loin détre optimales pour le retoar

0 en temps minimum, comme le sont les solutiorivemde la synthse, les solutions
de Filippov convergent vers le poiffi.5,0) ! Dans son article Brunovsky argumente



EQUATIONS DIFFERENTIELLESA SECOND MEMBRE DISCONTINU 247
& 4

RIRTER RV
Figure 8: Solutions riges @ gauche) et solutions de Filippoa (roite) du systme

(7).

que les solutions de Filippov sont plusatistes que les solutionsimas. En effet,
imaginons que nous impinentions notre syndise sur un dispositif physique. Il faudra
des capteurs pouiédider @l se trouve Etat(x, y) du syseme. Létat correspondadt
I'axe desx étant de mesure nulle n’a aucune chandédrd’re@rée par un quelconque
capteur. Engalite on tetectera en permanence @nj positif, tanbt y negatif, d'al

un “crépitement” autour de la valeyr = 0 qui est bien rendu par le concept de
solution de Filippov.

3 Equations difféerentielles et sckma d’Euler perturb &

Dans ce paragraphe, nous abordons, dans le cas d’'un second membre discontinu, le
point de vue classique qui consistevoir dans unexquation dif€rentielle la limite
d’'une ecurrence diséte de pas de plus en plus petit.

Définition 3 Soit f : R®™ — R"™ une application borge (|f(x)|| < M). Une
marche de pas infilgsimalest la famille suivante de suites :

zh =z donrg, al, = +hf (:U?) , h >0,
gue nous consgterons (par interpolation ligaire) comme une famille d’applications
continueg — x"(¢) de|0, 1] dansR™.

Commef est boriee, on erifie immédiatement qu’une telle famille estjuicontinue

et borree et donc, d’ags le tleome d’'Ascoli, elle posde des valeurs d’aérence.
Ces valeurs d’addrence sont legacesde la marche infinésimale. On remarquera
que, dans cettedinition, il est inutile de supposer qug est continue, ni @mMe
mesurable (Bquicontinuié vient de ce que les pas sont mépparh ). D’autre
part il est bien connu (c’est uneehonstration possible de I'existence des solutions
d’'une équation diferentielle) et facile de&montrer que, sf est continue, les traces
des marches de pas infiaiimal sont des fonctiongdvablest — z(t), solution du
probeme de Cauchy’(t) = f(z(t)), z(0) = xo.
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Les traces de marches de pas inéisitnale sont donc des candidates valables pour
etre des solutions dguations diferentiellesa second membre discontinu, mais nous
ne les retiendrons pas pour la raison suivante.

Exemple 8Soit f(z) = 1siz > 0, f(0) = 0etf(x) = —1siz < 0. Toutes les suites
de condition initialed sont identiquement nulles. La trace de la marche ifamhale
issue de ce point est donc la fonctior- z(¢) = 0 . Le carackre instable dé n’est
pas percu par cetteefinition. En voici une nouvelle qui tente de pallier cfalit :

Définition 4 f : R™ — R™ une application borée (| f(x)|| < M). Unemarche de
pas infiniesimal perturbeest la famille suivante de suites :

xg’s = x( donrg, x?_fh = z?’a +h [f (9:?5) + 6?} , h >0,

ou les suiteg! parcourent 'ensemble des suites inédes par h satisfaisant les pro-
priétes
h : h
5 0 lim e = 0.
¢ 70, oot

Comme peccdemment nous congckrons (par interpolation laaire) ces suites
comme des applications continues, elles sont eneguécontinues. Les valeurs d’ad-
hérence de ces suites sontiescesde la marche infinésimale perturbe.

Avec cette éfinition, nous voyons apparatre dans 'Exemple 8 des solutions qui
quittent I'origine. L'idée de cetteéfinition est claire : nous devons imaginer que notre
syseéme physique est soumasun petit bruit qui fait que leasultat d’'un pas pedttre
Iegerement diferent de ce qug prédisait. Mais il existe une autre mang de traduire
l'incertitude. C’est de supposer gucthaque pas la valeur qui est “obgssV pour
I'étatz du syseme n’est pas exactement ce qu’elle estéalitt. Nous introduisons
une erreur d’observation, ce qui donne une nouveifiniion :

Définition 5 f : R™ — R™ une application borée (| f(x)|| < M). Unemarche de
pas infiniesimal perturbeest la famille suivante de suites :

zp® = x4 donreg, xffh =2+ hf (m?g + 6?) ) h >0,

ol les suiteg! parcourent 'ensemble des suites inédes par h satisfaisant les pro-
priétes
h : h __
ed #0, lim e = 0.
h—0
Comme peccdemment nous congrtkrons (par interpolation lgaire) ces suites
comme des applications continues, elles sont eneguécontinues. Les valeurs d’ad-
hérence de ces suites sont temcesde la marche infinésimalea observation per-
turbée. Il est facile de &rifier que lorsquef est continue les traces des marches in-
finitésimales pertuées, oua observation pertuée, sont des solutions classiques du
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probleme de Cauchy correspondant. Mais ces dé&dimiions ne sont pas totalement
satisfaisantes en raison de I'exemple suivant.

Exemple 9Soit f(z) = 1 si « est rationnel, 0 sinon. Nous voudrions bien que
cetteéquation diferentielle n'ait pas d’autre solution que la solutior> z(t) = 0,
comme le fait le concept de solution de Filippov. Or que ce soit avec I'une ou l'autre
des @finitions pecedentes si nous prenohgationnel et des suiteg® a valeurs ra-
tionnelles nous auroris— z(t) = ¢t comme trace possible.

4 Reégularisation par convolution

Les deux nethodes exp@es en dans les Sections 2 et 3 ne sont pas “constructives”
dans le sens suivant : Supposons que nous voulions calculer avec un ordinateur des
solutions de Filippov. Nous pouvons imaginer un&ula d'Euler du genre :

xz(t+h) = z(t) + hy, y € ['(z(t)),

mais nous devons “indiqued I'ordinateur comment choisir usiémenty dans I'en-
sembld’(x(t)). De méme, dans le cas d’'un saima d’Euler pertur®, nous devons dire
comment sont choisies les suites perturbatrices. Nous proposons dans ce paragraphe
un pro@&cé plus constructif. On not® = {y, : A > 0} une famille de lois de
probabilies sulR™ définies par une dengidifferentiable, telles que :

/ xpy(z)dx =0, lim 22y (2)dx = 0.
n A—0 Jrn

Une famille de gaussiennesadart type\ est un exemple de telle famille. Soit main-
tenant une applicatiofi : R® — R™ mesurable et bo&e. Le produit de convolution

v froa@)= [ F)eale—s)ds

définit un champ de vecteur diffentiable, donc qui s'iegre sans probme. On note
x(t, A\, o) la solution du prol#me de Cauchy :

2 (t) = fxoa(z(t)), 2(0) = zo.
Définition 6 On appelle®-solution du probdme de Cauchy :
o (t) = f(z(t),  (0) ==

et on notex(t, ®, zy) une application dg0, T] dansR" telle qu'il existe une suite
An — 0, une suitex,, — o, telles quex(¢, A,, x,) converge uniforrament vers
z(t, @, xo).
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Comme notre famille@gularisante est telle que giest continuef * vy (z) — f(z)
nous en @éduisons sans difficiltque lorsqug’ est continue le®-solutions sont des
solutions classiques. En particulier, lorsgtiest lipschitzienne, il y a unidt donc
les ®-solutions sont inépendantes du choix de la famille On se convainc facile-
ment que pour des champs discontineguliers lesb-solutions sont des solutions de
Filippov.

Les solutions ont une intergiation probabiliste iressante en terme de bruit sur
I'observation. Supposons que nous ayons legsystcontdlé :

2 (t) =10, UeR"™,

(ce qui est un peu artificiel, mais nous verrons plus loin commer#rgliser) et que
pour epondrea une question (par exemple stabiliser en 0), nous ayéfisidine
rétroaction (discontinue) — f(x). Nous supposons quéest une fonction discon-
tinue eguliere. Supposons que ce ysie soit impdmené physiquement et que la
rétroaction soit calcéle pratiquement sur un pastdhantillonnage &s courth, ce
qui veut dire qu’entre et¢ + h on consi@&reraf comme constante. &volution du
syseéme est donc repsengée par le schma d’Euler:

x(l—)b = X donl’é, ‘(L.i};’h = x? + hf (x?)

gue nous avonsgja consi@ré. Nous supposons queest tes petit par rappom la
borneM de f (disons quéh est de I'ordre dea0~%M pour fixer les i&es). Nous sup-
posons maintenant que le dispositif physique qui permet de mesetagr!'n’est pas
parfait. Il donne pourésultatz; — V; ou lesV; sont une famille de variableséatoires
i.i.d. (independantes, identiquement distéles), de moyenne nulle, de variance petite
mais grande par rappaath (un centeme deM). Que se passe-t-il pendant 1000 pas
de temps coréutifs ? Le pointr; bouge tés peu, moins d’un mikime de)M. Nous
pouvons imaginer en pregtie approximation qu'il est fixe. &crivons le scéma
d’'Euler :

Topn = x+hf(xy —Vp)
Tiyon = Tiph + hf (Tipn = Vien) = Topn + hf (20 — Vign)
+h[f (@e4n — Vien) = [ (20 = Vign)]

Tip(er1yh =  Terkn R (@eprn — Vivrn) = Tegrn + hf (20 — Vigrn)
Fh[f (@irrn — Vigrn) = f (@0 = Vigrn))

T141000h = L4099k + R f (Teyro00n — Vigooon) = Tero9on + Af (21 — Vitooon)
+h [f (219000 — Vigooon) — [ (¢ — Vigogon)] -

Les termes correctifs (entre crochet) sont presque toujours petits chaque fois que le
bruit V; nous fait tomber en dehors d’une discontiguiBi nous &gligeons la somme
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de toutes ces corrections, il ne nous reste que :

999

Terr000n = e+ h Y f (@ = Vigrn)
k=0

ce qui, si nous poson&t = 1000~ , donne :

999

1
T4+ At = Tt + Atm kz_:of ((Et - V;tJrkh) )

En facteur deAt nous avons la moyenne de 1000 tirage€pehdants de la variable
aleatoireV;, soit approximativement son esance, qui est doiee par le produit de
convolution. Nous reconnaissons donc leésoha d’Euler approximatif :

Topar = Ty + AL(f * o) (74)

de I'équation egularige :
' (t) = f * oa(x(t))

Donc, selon ces arguments heuristiques,dlesolutions moélisent une &troaction
realisea travers urechantillonnage &s rapide, en @@sence d’un bruit sur I'observa-
tion. Le resultat matbmatique pecis demande I'introduction d’un peu de @iae¢l.

Définition 7 Soitk — Vj;, une suite de variables @htoires i.i.d. de loi dfinie par
la densi€ ). On appelle(y,, f, xo, h)-sctema d’Euler stochastique le processus
stochastique é&fini par :

§o = o, Sy = Ekh + f (Ekn — Vin) - (14)

Proposition 2 Quand i tend vers0 le (¢», f, xo, h)-sctema d’Euler stochastique
converge vers le séma d’Euler @terministe

Ternr = Ty + AL(f * ox)(zr)

au sens suivant : Il existe une fonction positive — II(At) tendant ver$) avecAt
telle que

Lim P ({[Enn — @0 + AL(f * a) ()| > L(AD)}) = 0,,  OuNh = Al.

DémonstratiorNous donnons une @&k d’une @monstration possible dans le cas de
fonctions discontinuesguliéres deR? qui sont, rappelons le, difentiables dans le
compEmentaire de surfaces qui se coupent transversalement. Comme |&tprapri
prouver est locale, il n’est pas restrictif de supposer que la fongtest constante sur
le compEmentaire de l'intersection de deux plafiset S;. Nous comparons la valeur
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xz(t+ At) = z(t) + At(f * oy )(x(t)) ala valeur terminal€y, de la suite éfinie par
le sckema d’Euler stochastique (14 &'k = At. Nous avons :

Eeriyn = Een+Rf (Een — Vin)
= &+ hf (& — Vin) + R [f En — Vin) — f (&0 — Vin)],

ce qui donne :

N-1 —1

Exn="C+h Y f(&—Vin)+h D If &n—Vin) = f (€ — Vin)]

k=0

=

=~
Il
<]

La premere somme peut&trire :

2

-1

f (& — Vin),

2=

N-1
hZf &0 — Vin) = At
k=0

E
I
o

qui tend, lorsqueV — oo, vers

AtE [f(§o — Vin)] = At(f * ©x)(o)-

La seconde somme peugéstire :

=2

-1
% [f (€kn = Vien) = f (€0 = Vin)]-

N-1
h Z fkh - th f (50 — th)] = At
k=0 0

b
Il

Or nous avons suppesjuef était constante en dehors des deux plans de discoiinuit
et nous savons que
1€0 — &knll < khM < AtM.

Cela veut dire que chaque fois que la variab&agdiref (£ — Vi) prend une valeur
distante de5; U S de plus deAtM nous sommes certains que la éiffnce

[f (€kn — Vin) — f (€0 — Vin)]

est nulle et dans le cas contraire elle peut prendre une valeur non nulle toujours
inférieurea2M . La quantié :

1N

H

I Ern = Vin) — f (o — Vin)]
k:O

est donc majdre par une quanétqui tend, quandv tend vers l'infini, vers la proba-
bilité :
P ({dist(§o — V, 51 U Sa) > AtM}) = II(At).
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ce qui ackve de @&montrer la proposition.

Notre argumentation n'a utissque desésultats tout fait elémentaires de la
théorie des probabils (la loi faible des grands nombres). Pétandre notre proposi-
tion a des situationstola fonctionf est simplement mesurable on pourrait, par exem-
ple, adapter de€sultats plus greraux (et plus difficiles) de [5] mais cela suppose une
intrusion plus profonde dans laébrie des probabilis. Voyons maintenant comment
étendre ceésultata un systme contbdlé plus Ealiste. Soit le sysme entee-sortie :

2(t) = flat),w),  y=g(@),

pour lequel on a éfini la boucle de&troactionu = r(y) que nous imaginons discon-
tinue. Le systme boud@ est donc Bquation diférentiellea second membre discon-
tinu :

a'(t) = f(x(t), r(g(x(t))))- (15)
Nous supposons maintenant qued&roaction est&ali€e pratiquemerd travers un
échantillonnage de pas de temps Ce qui veut dire quea chaque instanth, on
observe letaty(kh) = g(xz(kh)) et pendant I'intervalle de temggh, (k + 1)h] on
maintient le conible constant la valeuru;, = r(g(xz(kh))), (en anglais, ce type de
contile s'appelle “sample and hold”).

Si r est continue, quand tend vers 0O, les solutions du sgste échantillon@
convergent vers les solutions du syse bou@. Supposons maintenant quene
soit pas continue et qu'il y ait un bruit sur I'observation, c'astlire que :y(kh) =
g(z(kh)) + Vi) ou lesVy,, constituent une suite i.i.d. de loéfinie par la densitp,,.
Soitz +— F597%x(z) le champ de vecteurédini par :

Fhorex(z)y = | f(z,r(g(x) +5)))ea(s)ds
]R‘n,
en reprenant les @&ks de la proposition @edente on @montrerait sans difficiét
proposition ci-dessous :

Proposition 3 Quand le pas d’échantillonnage du sy&ine tend vers 0, les solutions
du sysémeéchantilloné (“sample and hold”) correspondarit (15) convergent en
probabilité vers les solutions du sgste :

o/ (t) = F1omen(g(t)).

5 Champs deR? discontinus le long d’une courbe

Nous regardons ce que sont fesolutions quang est un champ d&? discontinu le
long d’'une courbe. Dans tout ce paragraphe, nous cerwmid une fonctionéguliere

g deRR? dansR définissant la courb8 = {z € R? : g(x) = 0} . Nous supposons que
le champ de vecteuf est la restrictio@ O™ = {z € R? : g(z) > 0} (respectivement
O~ = {z € R?: g(z) < 0}) d’un champf™ (resp.f ™) différentiable déR?.
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5.1 Champs traversant la courbe

Nous supposons que dans un ouvgrous avons pour tout pointde .S :
(f*(z),gradg(z)) > 0, et(f(z),gradg(z)) > 0.

Nous disons alors que le champ est traversant.

Proposition 4 Dans I'ouvertO les ®-solutions def sont des courbes iagrales de
f~ qui, éventuellement, rencontrent transversalemgrgn un pointz; ou elles se
prolongent en une courbe igrale du chamg*.

Démonstration : Trivial (Voir Fig. 9).

grad g

foN

Figure 9: Champ de vecteurs traversant.

5.2 Champs convergent vers la courbe de discontinugt
Nous supposons que dans un ouverous avons pour tout pointde S :

(f~ (), gradg(z)) > 0, et{f*(z), gradg(z)) < 0
Nous disons que le champ est convergent sgers

Exemple 10Nous consiérons le chamg = (f1, f») deR? défini par :

B 1sizy >0, _ | —1lsizy >0,

Le champ est ingtermiré sizo = 0. Notons :

Pl (21, 20) = / or(s1— @1, 52 — z2)ds1ds,,
s9>0
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P (z1,29) = / ox(s1 — x1, 82 — x2)ds1dss.
s2<0

Nous avongvidemment :
faron(@) = [ alshon(s)ds =285 (&) ~ Py (o)
R2

d’ou nous @duisons que la seconde composante du champ, (z) est nulle le long
de la droitex, = d ou d est cfini par :

' 2
P;(xl,d) = / ox(s1 — 1, 82 — d)ds1dsy = 3 (16)

s9>0

Dans le cas d’'une gaussienne de covariaéc% 2 > la valeur ded est0.43c

Le champf x ¢, (z) pos&de donc comme trajectoire la droite = d, parcourue
alavitessd,1 = (2/3)1 + (1/3)1,3. Dans tous les cas, lorsquetend vers O cette
trajectoire tend vers I'axes = 0 (voir Fig. 10).

R S
PP

Figure 10: Solutions du champgulari€z’ = fx*p,(z), ol f estle champ discontinu
de I'Exemple 10& gauche), eb-solutions def (a droite).

Proposition 5 Soit O un ouvert sur lequel le champ estconvergentersS. Alors
les ®-solutions def issues d’'un point dé&' sont des courbes iagrales du chamg?
tangenta S appartenanty I'enveloppe convexe de"(z) et f~(z), précigment :

foa) = aff(x) + (1 —a)f~(2),
ou le parangtre o est cetermiré par | 'équation(f9(x), gradg(z)) = 0.
Démonstration : On imite ce qui vientétre fait sur 'exemple ci-dessus. On note

Sx =z : (f * palx), gradg(z)) = 0}.
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Il faut vérifier queS, est une courbe qui tend ves Comme les trajectoires de
f * ) issues d’'un point d&, restent dan$', par construction, leurs limites sont des
trajectoires de5' solution def?. Ce qui ackve la @monstration.

Il est remarquable que la vitesse le long $iesoit determiree de fagcon unique,
indépendamment de la familfe. On verra plus loin que ce n’est pas toujours le cas
lorsque la discontinuit est de co-dimension plus grande que 1. Donc, dans le cas
convergent, pour toute famillé, une uniqueb-solution est issue de tout point, c'est
la solution de Filippov. Nous regardons maintenant ce que donnédiiation du
(¢a, f, xo, h) sckema d’Euler stochastique ass®eiu champy.

. st
il

%

Figure 11: Solutions ddp,, f, xzo, h) sckema d’Euler stochastique ass®eau champ
discontinuf de I'Exemple 10 correspondaatune gaussienng, d’écart type 0.01¢
gauche). A unéchelle beaucoup plus fina €iroite) on constate que les solutions sont
a une distance de I'ordre de 0.0043 de I'axe= 0.

Dans I'exgerience regsenge dans la Fig. 11, nous avons siydour la fonction
f de 'Exemple 10 ci-dessus avec pour fonctippune gaussienne @cart type 0,01.
Sur I'écran,a cetteéchelle, les trajectoires sembleréterministes. Elles partent de
I'axe vertical et rejoignent I'axe horizontal qu’elles suivent ensaitee distance in-
visible a cetteechelle. Avec les @mes donges (voir Fig. 15 droite), nous regardons
le processus uneéchelle beaucoup plus fine. On observe bien que les trajectoires
sont celles d’'un processustaltoire (elles sont tremisks) et qu’elles sontétollées
d’environ 0.43 fois lecart type ce qui corresporda valeur pevue.

5.3 Champ divergent de la courbe de discontinu@

Nous supposons que dans un ouvgrious avons pour tout pointde S :
lranglef™ (), gradg(x)) < 0, et (f*(z),gradg(z)) > 0

Nous disons que le champ est divergentSde
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Exemple 11Nous consiérons le chamyg deR? défini par :

_ Isizg >0, _ Isizy >0,
fl(ml’“)_{ 13sias <0, fZ(xl’u)_{ —2siz <0,

Le champ est ingtermiré sizo = 0. Comme dans le cas convergent noadwsons
que la seconde composante du chgimp, () est nulle le long de la droite, = d ou

d est cefini par I'equation (16). Le champ x ¢, (x) posede donc comme trajectoire
la droitexs = d parcouruea la vitessel, 1. Dans tous les cas, lorsqueend vers 0
cette trajectoire tend vers I'axe = 0 (voir Fig. 12).

7y v
TN

Figure 12: Solutions du champgulari€z’ = fx*p,(z), ol f estle champ discontinu
de 'Exemple 11& gauche), eb-solutions def (a droite).

- |

Proposition 6 SoitO un ouvert sur lequel le champ est divergentdieAlors les®-
solutions def issues d’'un point d& sont des courbes iagrales du champ? tangent
a S appartenant I'enveloppe convexe de"(z) et f~(x), préciment :

f@) = af (@) + (1 - a)f(z),

ou le parangtre « est cetermiré par | 'équation< f9(x), gradg(z) >= 0, ainsi que
toutes les trajectoires qui aps avoir suivi le champ ci-dessus pendant un certain
temps le quittent pour suivre une trajectoire de .

Démonstration : Il nous suffit de regarder ce qui se passe sur I'exemple. La trajectoire
portee par la droiter, = d converge vers la trajectoire péd par I'axer, = 0. Si

nous prenons pour conditions initiales les poifats,, z2,) = (0,d * e, ), en faisant
tendree,, versO plus ou moins vite nous obtiendrons des limites qui longent plus ou
moins longtemps la courb® et quittent vers le haut ou vers le bas.

Nous allons maintenant regarder comment se comporte,lef, zo, h) sctema
d’Euler stochastique assécau champ. Nous le faisons sur le champ :

1sizy >0, 1size >0,
f1($1,l‘2)={ lsiwz<0, fQ(xl’xQ):{ 725ix2<0, (A7)
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dont la composante horizontale est continue (le champ eétandiré sizo = 0).
Ceci justifie que nous prenions comme bruit uniguement un Bruite dimension
le long de la composante verticale (ce qui diminue laédudes simulations !). En
principe, pour um non nul, les trajectoires di., f, zo, h) sckema d’Euler stochas-
tique issues d’'un point, convergent en probabititir tout intervalle de temps b@n
vers la trajectoire de &quation egularige.

En particulier il est intressant d’observer, dans le cas d’un bruit gaussien, com-
ment se fait cette convergence vers la trajectoire instable :

xl(t) = t, .Tg(t) = 0.43)\

ou \ est I'ecart type du processus. Dans la Fig. 13 noésemtons legsultat d’'une

Y

Figure 13: Solutions dup,, f, zo, h) sckema d’Euler stochastique ass®au champ
discontinu (17) correspondaatune gaussienng, d’écart type 1. Les solutions sont
a une distance de I'ordre de 0.437 de 'axe= 0

experimentation. Les simulations oité faites avec un pas de 0.0001. Pour trois
conditions initiales difrentes, nous faisons 10 &ences. La valeur 0.437 obsées
sembleétre un peu forte pour la valeur de la solution instablédtiguement 0.432..).

Il est possible que la faible quditle la ealisation de notre suite de variablesabires
soita l'origine de cette diffrence. La dissygtrie entre les trajectoires qui montent et
celles qui descendent s’explique simplement par la digsyendu champ.

Nous allons maintenant observer unépbnenea premere vue paradoxal. Le
bruit peut stabiliser des trajectoires instables. Prenons le champ discontiatrigye
(le champ est ingtermiré sizo = 0) :

1six, >0,
1six, <0,

1 sizs > 0,

—1sizy <0, (18)

fi(z1,z2) = { folwy, z0) = {

Pour ce champ, I'axe horizontal est instable. &&dcommune est qu'engsence de
bruit, il sera tes difficile de suivre cette trajectoire, d’autant plus que le bruit sera plus
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fort. Ce n’est pas si simple et il fautgeiser ce qui est entendu par bruit. Nous avons
le bruit sur I'observationdu sclema d’Euler stochastiqueef introduit :

§o = o, Serkryn = Sevrn + f (Sekn + Vigrn)

qui agit sur 'argument de la fonctiofi qu’il faut distinguer d’unbruit additif sur
I étatqui agita I'extérieur de I'argument de la fonction.

Figure 14: Solutions dup,, f, zo, h) sckema d’Euler stochastique ass®eaiu champ
discontinu (18). Celles qui quittent 'axe, = 0 tout de suite correspondeat\ =
0.01, celle qui en restent proches correspondent= 1. Les solutions interi@diaires
correspondera A = 0.1.

D’apres la Proposition 3 le processus corresponddatpésence d'un bruit sur
I'observation converge vers le chamggulari€ f = ¢, qui sera d’autant pluggulier
(moins instable) en 0 que sera grand, c’esa-dire le bruit sera grand. Donc, partant
de 0, nous nous attendoagester pes de 0 d’autant plus longtemps quedart type
sera grand. Sur la Fig. 14 nous montronsésultat de simulations avec le champ
divergent (18). On voit que pour un graédart type les trajectoires édollent” plus
lentement de I'axe.

6 Discontinuité le long d’'une courbe dansR?

Il est manifeste que dans le cas de disconté@wie long d’une courbe d&? ce qui
compte ce n'est pas sa dimensi@ydlea 1) de la courbe, mais sa codimension qui
vautégalement 1. Nous laissons au lecteur le soin de se convaincre que ce que nous
avons mis erevidence dans le paragraphé&gadent, notamment l'uni@tde la solu-
tion, est valable sur toute surface de discontimgibnvergente de co-dimension 1 de
R.. Ce nouveau paragraphe est consada codimension deux.

Revenons au concept de solution de Filippov. Soit une soust&atide le long
de laquelle le champ est discontinu. Le longdkes solutions de Filippov vont suivre
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un champ de vecteur la fois tangend S et appartenard I'enveloppe convexg(x)
determirée suivant la praadure @finie dans la Section 2. Quasdest de codimension
1 le convexe est&termire par les deux valeurs prises de chagdté desS, il est donc

de dimension 1. La solution est unique. Sila codimension est plus grande le convexe

I'(x) peutétre de dimension plus grande que 2 et la solution n'a pas de raigoe d’
unique. Voyons un exemple.

Figure 15: Solutions du champ* ¢, correspondant au champ discontinu (193 et
une loi normale isotrope dtart typed.01.

Exemple 12Nous consiérons le champ de vecteur B& défini par les expressions

ci-dessous : _
flsizy > 0etxy >0,

f2siz; > 0etxy <0,
f3sizy <0etry <0,
fisizy <0etxy >0,

f(fL'l,.’EQ,fL'g) = (19)

avec
-2 -1 3 1
flz -1 P f2: 2 5 f3: 3 P f4: -3
0 1 1 0

Ce champ psente la particulaBtdétre discontinu le long de I'axe vertical =
x9 = 0. L'étude de ce champ sésumea celle du chamgf;, f2) dans le plan
(z1,22). Une fois le portrait de phag&tabli dans ce plan, il suffit de conéigr la
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composante verticale. Comme les discontigsiit’existent que pour les variableg
22 hous ne égularisons gu’en utilisant une mesure perpar le plar{zy, z2). Dans
les exemples, nous prendrons une loi normale.

Figure 16: Solutions du champ* ¢, correspondant au champ discontinu (193 et
une loi normale isotrope étart type). 1.

Le champ pésente en dehors @@, 0) des discontinués convergentes, du type de
celleétudiee peedemment. Analysons ce qui se pagderigine. Notons :

Py (21,22) = / PA(s1 — 1, 82 — 22)ds dsa,
s1>0,52>0

P (w1, m2) = / oa(s1 — 21, 82 — w2)ds1dsg,
51>O,82<0

P}y, 20) = / oa(s1 — 21, $2 — x2)ds1dsg,
51<0,52<0

Pf(ml,xg) = / ox(s$1 — o1, 82 — 23)ds1dss.
51<0,52>0

Avec ces notations, nous avons :

froyn=Pif' + PRf2+ P3f3 + PYf*,
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ou encore, puisque la somme des 4 prob&siléségalea 1 :
Frox=P(fr =) +P(fP =)+ B (f° = 1)+

L'annulation des deux premiies composantes de ce champ impose dguations
pour trois inconnues, doric Py, P, PJ) d’appartenira un segment dans un espace
a trois dimensions. Comme ces déneis quantéis cependent de deux variables nous
avons, en gréral, une valeu(z, z3) , proche dg0,0) (si A est petit) pour laquelle
les deux prengires composantes du charfip ¢, sont nulles. D’autre part, le long
des axes , I'analyse du paragraphegdent montre que la dynamique est deagrers
l'origine. Nous en éduisons que, pourassez petit, la projection dfex ,, sur le plan
horizontal pésente un nud ps de l'origine. Sur la Fig. 15 nous montrons le portrait
de phase, sur le c&unig, pour une loi normale, cegt, isotrope dcart type).01.

A cetteéchelle on ne voit pas que les trajectoires ségelement écollees le long
des axes. A la @meéchelle, mais avec uecart type dé.1 on voit (Fig. 16 ) les
trajectoires se&coller approximativement de la distancévare au paragraphe 5.

Sur la Fig. 17, nous repsentons le sé@ma d’Euler stochastique assvau
champ (19) pour la loi normale isotropeédart typed.01. Nous changeonséthelle
d’observation. Les trajectoires soréablieesa approximativement la distanceepue
et sont égerement tremlées.

Figure 17: Solutions ddp,, f, zo, h) sckema d’Euler stochastique ass®eaiu champ
discontinu (19) correspondaatune loi normale isotrope @cart type).01.

Sur la Fig. 18, toujours pour la loi normale isotropéchrt type0.01, nous
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repesentons trois trajectoires difentes dans le plan et nous reprenons ces trajec-
toires, cette fois ci en repsentant la troisime composante en fonction du temps. La

9
£ @
_ /©
1 ;- ;:L
}l\
2 ®
&

Figure 18: Projections horizontales et croissance verticale de trois trajectoires du
champf @, assod@ au champ discontinu (19).

trajectoire no. 3 commence par traverser une partie de l'unique quadrénvitesse
verticale du champ est non nulle &galea un, la vitesse verticale sur cette portion
estégalea 1. Ensuite nous longeons sur sa droite la paégative de I'axer; et la
nouvelle vitesse verticale est une moyenne entre 1 éfidid par les composantes
horizontales du champ. Enfin, quand la trajectoire arrive en O sa vitesse verticale est
une moyenne portant sur un voisinage de l'origine. Comme la vitesse verticale est
nulle sur trois des quatre quadrants la moyenne est plus faible encore. On observe
donc deux “cassures” successives de la croissance verticale de la trajectoire no. 3.
Pour les némes raisons nous observons deux cassures successives pour la croissance
verticale de la trajectoire 2. La trajectoire 1 gérptre directement dans un voisinage

de l'origine ne posade qu’une seule cassure dans sa croissance verticale. On observe
bien que les vitesses verticales, dans la phase finale qui corredpamEsence au
voisinage de l'origine, sont identiques pour les trois trajectoires. A l'origine la vitesse
verticale et don@e en faisant la somme pderde

Frox(al,as,xs) = Py(ay, 23) 1+ PR (a1, 25) f2 + PR (e, 23) /2 + PR (e, 23) 4,
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ou (z7, x3) sont cetermirés par le sygime de Zquations :

—2P){(a:*1‘,x§) - P)%(vaxz) + 3P§(mf,x§) + Pf(lﬂfvl;) =0,
— Py (x},25) + 2P{ (7, #3) + 3P (27, x3) — 3Py (2}, 23) = 0.
Ceci donne, dans notre cas :
0

f*@A($T7x§’$3):P/%($Tax§) 0
1

Donc, si nous changeons de loi de probabjldomme nous allons le faire, nous pour-
rons obtenir des vitesses verticales@lifntes. Dans les simulations repenées dans

—3

«}_i@ % @*‘% =
% L ) >
@)/’

®

-

®

Figure 19: Trois gaussiennesgularisantes non isotropes pour uneme condition
initiale du champf * @, assoce au champ discontinu (19).

la Fig. 19 nous avons congi trois gaussiennes diffentes. La no.1 est isotrope, la
no.2 est anisotrope, sa mastant epartie le long de la premie bissectrice, la no.

3 estégalement anisotrope et a sa masgeartie le long de la seconde bissectrice.
Nous avons simél pour chacune de ces lois la trajectoire issue d’@mmpoint. Ces

trois trajectoires sont, commeguu, confondues en projection horizontale. Toujours
comme pévu, les troistmes composantes sont confondues tant que la projection hor-
izontale de la trajectoire n’atteint pas un voisinage de 0. A partiaadiés diferent.

La trajectoire no. 1 prend une pente d'environ 1/4 (la loi isotrope donne une proba-
bilité d’environ 1/4 au seul quadrarni ta composante verticale du champ discontinu
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est non nulle), la trajectoire no.2 a une pente quasiment nulle car la loi no.2 ne charge
pratiquement pas le quadrant ou la composante verticale est non nulle et enfin, pour la
raison synétrique, la loi no.3 donne presque la proba#ilif2 a ce quadrant, et donc

la pente finale de la trajectoire no.3 est proche de

7 Quelgues commentaires bibliographiques

C’est Hermes [9] qui a pésle probkme des perturbations sur ugroaction discon-

tinue et a propasd’appliquer les solutions de Filippov. Brunovsky a mis en avant que
dans la syntase d’'un confile optimal les solutions de Filippov pouvaient ne pas don-
ner le Esultat attendu par la syritbe “nédve”. Il a entrepris un travail de classification

des probdmes de condle optimal pour lesquels les sygetes intgees au sens de
Filippov donnent des trajectoires optimales. Nous ne connaissons pascdtmita
Filippov [9]. Il semble que ce soit R. Sentis [13] qui ait introduit les&olas d’Euler
perturkes par des suiteseterministes. Nous ne connaissons pas édeutenta I'idée

de egularisation par convolution, ce qui @bnnant tant I'iée est simple et classique

en analyse. Probablement existe-t-elle quelque part mais nous ignarobe arti-

cles plus ecents [2, 11, 12, 14] abordent la question du bruit dansdeationsx sec-

ond membre discontinu, mais nous n'y avons pas &atl@irement notre proposition

4.5. Cette der@ire est consiglée commetlémentaire par les ggialistes des proces-

sus stochastiques [5], mais ne semble figurer explicitement nulle part car ces derniers
n'ont pas de raison de travailler avec des seconds membres discontinus. Nous I'avons
expoge pour la prengre fois lors des jouges de la soéié matlematique 8régalaise

en janvier 2005 Dakar. On trouvera degftexions sur la moglisation dans [10] ©

I'on utilise I’Analyse Non Standard qui donne des formulatiégsivalentes mais plus
elégantes. Le prid payer est un petit investissement dans léthades de 'ANS.
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