
Equations diff́erentielles
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1 Introduction

Après une introduction justifiant l’intér̂et de l’́etude deśequations diff́erentiellesà
second membre discontinu nous proposons trois approches différentes de la ques-
tion. La premìere, celle de Filippov est ancienne et bien connue. Les deux autres,
qui, on le verra, sont́elémentaires, se retrouvent de façon plus ou moins cachée dans
la littérature, mais ne semblent pas avoir fait l’objet d’un exposé didactique. Pour
éviter que des difficult́es techniques ne cachent des idées tr̀es simples nous nous re-
streindrons̀a des fonctionsdiscontinues ŕegulìeresdeR2 ou deR3. Nous entendons
par l̀a la ǵeńeralisation naturelle de fonctions continues par morceaux. C’est-à-dire
des fonctions d́efinies par la donńee d’un nombre fini de sous variét́es ŕegulìerement
plonǵees se coupant transversalement telles que le complémentaire de leur réunion
soit constitúe localement d’un nombre fini d’ouverts ; sur chacun de ces ouverts la
fonction est la restriction d’une fonction différentiable d́efinie sur l’espace tout entier.
Pour simplifier encore nous supposerons que les fonctions sont globalement bornées.
La géńeralisation des ŕesultats expośesà des fonctions régulìeres d́efinies sur des es-
paces de dimension supérieure età des fonctions non bornées, voire des fonctions
admettant des points d’accumulation de discontinuités, est imḿediate. En revanche
la géńeralisatioǹa des fonctions mesurables quelconques nous semble poser quelques
probl̀emes que nous n’abordons pas. D’un point de vue pratique, les fonctions dis-
continues ŕegulìeres sont suffisantes. Les trois approches sont comparées et des simu-
lations sont pŕesent́ees en dimension 2 et dimension 3. En conclusion nous montrons
pourquoi il n’existe pas de concept de solution meilleur qu’un autre dans l’absolu.
Tout est une question de modélisation et c’est la ŕealit́e de ce qui est représent́e par les
équations qui doit nous indiquer le meilleur choix.

Définition 1 Soit f : Rn −→ Rn une fonction continue. On appelle solution du
problème de Cauchy

x′(t) = f(x(t)), x(0) = x0 (1)
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une application continue, différentiable en tout point,t 7→ x(t), telle quex(0) = x0

et qui sur tout l’intervalle[0, T ] satisfait la relationx′(t) = f(x(t)).

Une fonctiont 7→ x(t) est solution du problème de Cauchy (1) si et seulement si

x(t) = x0 +
∫ t

0

f(x(s))ds, pour toutt ∈ [0, T ].

Soit maintenant la fonction non continue très simple :

x < 0 ⇒ f(x) = +1, f(0) = a, x > 0 ⇒ f(x) = −1, (2)

et voyons ce que pourraitêtre une solution du problème de Cauchy de condition ini-
tialex(0) = 1. Tant quex est strictement positif nous prenons la définition classique,
ce qui donne doncx(t) = 1 − t tant quet est strictement plus petit que 1. Comment
continuer la solution ? On voit qu’il n’est pas possible de “traverser” l’axex = 0 car,
sitôt quex est ńegatif, il faut “remonter”. Il faut que la solution reste le long de l’axe
x = 0 (voir Fig. 1, à gauche). Le problème est donc de trouver une définition qui ac-
cepte que les solutions de condition initiale 0 restent identiquement nulles puisqu’on
ne peut ni remonter ni descendre. La formulation intégrale ne ŕesout pas la question
puisqu’elle exige les identités ci-dessous :

x(t) ≡ 0 ≡
∫ t

0

f(x(s))ds ≡ at.

Figure 1: Les champs de vecteurs discontinus (2)à gauche, et (3),̀a droite.

Une notion desolution faiblecomme :∫ T

0

ϕ(t)x′(t)dt =
∫ T

0

ϕ(t)f(x(t))dt



EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES À SECOND MEMBRE DISCONTINU 239

pour toute fonctionϕ, C∞ à support compact ne convient pas non plus car pourx(t)
identiquement nul elle impose aussi quea soit nul.

Il ne faut pas confondre le problème deśequations diff́erentielles̀a second membre
discontinu avec celui deśequations de la formex′t) = f(x(t), t) où la fonctionf est
continue par rapport̀a la variablex et localement int́egrable par rapport̀a la variable
t. Dans ce cas, une solution du problème de Cauchy sera une fonction absolument
continue1 telle que :

x(t) = x0 +
∫ t

0

f(x(s), s)ds, pour toutt ∈ [0, T ].

Pour voir que ce cas ne pose pas de problème il suffit d’imaginer qu’il y a une seule
discontinuit́e ent = 1.

t < 1 ⇒ f(x, t) = −1, t > 1 ⇒ f(x, t) = 1. (3)

Jusqu’ent = 1 nous avons un problème ŕegulier, la solution du problème de Cauchy
tend vers une limite que nous reprenons comme condition initiale pourt = 1 (voir
Fig. 1,à droite).

Donc, le point de vue de la D́efinition 1 obligeà se restreindrèa des fonctionsf qui
sont continues de la variable d’étatx. Or il y a de bonnes raisonsà vouloir consid́erer
deséquations òu le second membre est discontinu. En voici quelques exemples :

Exemple 1Un premier exemple classique, traité par Andronov, Vitt et Chaikin [1] est
celui des forces de “frottement sec” qui, en première approximation, sont de module
constant et opposéesà la vitesse. Pour le dispositif ḿecanique de la Fig. 2 cela donne

x′′t) + α(sgn(x′(t)) + kx(t) = 0.

Dans l’espace des phases, on obtient leséquations ci-dessous :{
x′ = y,
y′ = −kx− α,

si y est positif,

{
x′ = y,
y′ = −kx + α,

si y est ńegatif. (4)

Tout le segment[−α/k, +α/k] de l’axe desx est constitúe de points fixes, car, sur ce
dernier, la force de rappel du ressort n’est pas capable de vaincre la force de frottement
(voir Fig. 2, et Remarque 1).

Exemple 2Soit le syst̀eme contr̂olé :

x′(t) = 1− y2(t) + (u− 1)(u + 1),
y′(t) = u,

− 1 ≤ u ≤ 1,

1Les fonctions absolument continues sont les fonctions dérivables presque partout qui ont la propriét́e
d’être la primitive de leur d́erivée, ce qui n’est pas le cas de la fonction de Cantor qui est continue, monotone,
croissante de 0̀a 1 et dont la d́erivée, d́efinie presque partout, est nulle.
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Figure 2: Ressort avec frottement sec et portrait de phase du champ discontinu (4)
correspondant. Dans le demi plany > 0, les trajectoires sont des ellipses centrées
en(−α/k, 0), d’équationsy2 + (kx + α)2 = Constante. Dans le demi plany < 0,
les trajectoires sont des ellipses centrées en(α/k, 0), d’équationsy2 + (kx − α)2 =
Constante.

et supposons que nous désirions nous rendre le plus vite possible du point(0, 0) au
point (1, 0). Si nous prenons le contrôleu = 0 nous avons :

x′(t) = −y2(t), y′(t) = 0,

ce qui ne convient pas. Si nous faisonsu = −1 nous avons :

x′(t) = 1− y2(t), y′(t) = −1,

et pouru = 1 nous avons :

x′(t) = 1− y2(t), y′(t) = 1.

Nous voyons que pour aller le plus vite possible vers le point(1, 0) il convient de
s’éloigner le moins possible de l’axe desx, donc prendre−1 si y est positif et vice-
versa. Consid́erons le champ d́efini par

x′(t) = 1− y2(t) + (u(x, y)− 1)(u(x, y) + 1),
y′(t) = u(x, y),

avecu(x, y) =

 −1 si y > 0
indetermińe siy = 0
1 si y < 0

Ce champ n’est pas continu le long dey = 0, toutefois nous serions prêtsà accepter
qu’il poss̀ede la solution(x(t) = t, y(t) = 0), qui serait consid́eŕee comme la limite
des solutions(xn(t), yn(t)) des syst̀emes

x′(t) = 1− y2(t) + (un(t)− 1)(un(t) + 1), x(0) = 0,
y′(t) = un(t), y(0) = 0,

(5)
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où les fonctionsun(t) sont d́efinies par la Fig. 3.

Figure 3: Le contr̂oleun(t) correspondant au système (5).

Exemple 3Un dernier exemple (proposé par Brunovsky [7]) est le suivant. On con-
sidère le syst̀eme :

x′1(t) = −x1(t) + u1,
x′2(t) = x2(t) + u2,

(
u1

u2

)
∈ conv {w1, w2, w3, w4} (6)

avecw1 =
(

1
0

)
, w2 =

(
−1
0

)
, w3 =

(
0.5
1

)
, w4 =

(
0.5
−1

)
,

et conv{A} désigne l’enveloppe convexe deséléments de l’ensembleA. On cherche
la rétroaction qui assure le retour des points de la bande|y| < 1 à l’origine en temps
minimum. L’application du principe du maximum de Pontriaguine permet de voir
immédiatement que les trajectoires optimales correspondent aux points extrémaux du
convexe repŕesent́e dans la Fig. 4. 0n se convainc facilement que la fonction discon-
tinue ci-dessous :

(
u1(x1, x2)
u2(x1, x2)

)
=


w4 si x2 > 0,
w3 si x2 < 0,
w2 si x2 = 0 etx1 > 0,
w2 si x2 = 0 etx1 < 0,

(7)

définit un champ discontinu dont lessolutions näıvessont optimales (voir Fig. 4).
Parsolutions näıves, nous entendons le concept suivant qui aét́e d́evelopṕe pour

les synth̀eses de contrôle optimal et que nous appelleronssolutions näıves de champs
différentiables par morceaux. On se donne dansR2 une partition de l’espace con-
stituée d’ouvertsOi, consid́eŕes comme des sous variét́es de dimension 2, de courbes
(localement en nombre fini)Ci consid́eŕes comme des sous variét́es de dimension 1
(sans bord et ŕegulìerement plonǵees), et de pointsPi. Sur ces varíet́es l’on se donne
des champs de vecteurs réguliers (au minimum continus). Les solutions sont définies
comme le raccordement “boutà bout” de solutions d́efinies sur les sous variét́es. Pour
plus de d́etails sur ces solutions, on pourra se reporterà l’article de Boltyanskii [6].
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Figure 4: Trajectoires associées aux quatre valeurs extrémales du contrôle du syst̀eme
(6) (à gauche) et solutions naı̈ves de la synth̀ese du probl̀eme de contr̂ole en temps
minimum (7) correspondant (à droite).

Dans [7] Brunovsky critique ces solutions naı̈ves, nous verrons pourquoi au para-
graphe suivant (voir Remarque 2).

Cette situation est tout̀a fait typique du probl̀eme qui se pose en automatique.
Supposons que nous ayons un système entŕee-sortie :x′ = f(x, u); x ∈ U et sup-
posons que pour des raisons diverses nous ayons défini une ŕetroaction, c’est-̀a-dire
une application :x 7→ u(x). Il est tr̀es fŕequent que cette rétroaction pŕesente des dis-
continuit́es d́efinies par des ińegalit́es etégalit́es. Le syst̀eme boucĺex′ = f(x, u(x))
est, dans ce cas, uneéquation diff́erentielleà second membre discontinu.

2 Les solutions de Filippov

Dans [8] Filippov a propośe la d́efinition suivante. Soitf : Rn −→ Rn une application
borńee mesurable. On définit l’ensemble :

Γ(x) =
⋂

r>0,µ(S)=0

conv{f(B(x, r) \ S)} (8)

où B(x, r) désigne la boule de rayonr centŕee enx etS n’importe quel ensemble de
mesure de Lebesgue nulle contenu dansB(x, r) et la barre suṕerieure la fermeture.

Définition 2 Une solution (de Filippov) du problème de Cauchy :

x′(t) = f(x(t)), x(0) = x0,

est une fonction absolument continue :t 7→ x(t), t ∈ [0, T ], telle quex(0) = x0 et

x′(t) ∈ Γ(x(t)), (9)
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pour presque toutt ∈ [0, T ].

Leséquations de type (9) s’appellent des inclusions différentielles. Elles font l’objet
de nombreux travaux [3] et constituent l’outil mathématique de base de la théorie
de la viabilit́e [4]. Sous des hypothèses assez géńerales, lorsque l’ensembleΓ(x)
est convexe pour toutx, on peut montrer l’existence locale d’une solution. Les in-
clusions diff́erentielles sont́etudíees, entre autres raisons, pour leurs applicationsà
l’automatique. En effet, soit le système entŕee-sortie :

x′(t) = f(x(t), u(t)), u ∈ U
x(0) = x0.

Notons :
F (x) = {f(x, u) : u ∈ U}

pour tout contr̂ole t 7→ u(t) la solution correspondantet 7→ x(t, u(·), x0) est solution
de l’inclusion diff́erentielle

x′(t) ∈ F (x(t)), x(0) = x0.

Toutefois le lien entre les inclusions différentielles et leśequations diff́erentielles
réserve une petite surprise. Prenons par exemple :

x′(t) = x(t)u, u ∈ R
x(0) = 0.

quel que soit le contrôle u(·), la solution correspondantex(t, u(·), 0) est identique-
ment nulle. Prenons l’inclusion différentielle correspondante :{

x′(t) ∈ F (x(t)),
x(0) = 0,

avecF (x) =
{

R si x 6= 0,
0 si x = 0.

L’application t 7→ t2, qui n’est pas identiquement nulle, est une solution de cette
inclusion diff́erentielle.

Examinons maintenant sur des exemples ce que peuventêtre les solutions de Fil-
ippov.

Exemple 4La discontinuit́e stable. Soit le champ deR2, repŕesent́e dans la Fig. 5 et
défini poury positif ety négatif respectivement, ainsi que sur l’axe desx par :

f(x, y) =
(

1
−1

)
si y > 0, f(x, 0) =

(
−1

0

)
, f(x, y) =

(
3
1

)
si y < 0

(10)
Plaçons nous pour commencer en un point(x, y) qui n’est pas sur l’axe desx, au
dessus par exemple. La définition deΓ (8) nous invitèa consid́erer une boule de rayon
r centŕee en(x, y) et à prendre l’image de cette boule par la fonctionf , apr̀es en avoir
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retiré un ensemble de mesure nulle. Commef est constante sur la boule (si le rayon
est assez petit), quel que soit le rayon et l’ensemble retiré le ŕesultat est toujours le
même : la valeur def au point(x, y). Donc :

Γ(x, y) =
{(

1
−1

)}
si y > 0

et de m̂eme, au dessous de l’axe desx :

Γ(x, y) =
{(

3
1

)}
si y < 0

Les choses sont plus intéressantes sur l’axe desx. Sur toute boule centrée en(x, 0) la
fonctionf prend trois valeurs :(

1
−1

)
,

(
3
1

)
,

(
−1
0

)
.

Si nous enlevons un ensemble de mesure nulle les deux premières valeurs sont toujours
prises, en revanche, si nous enlevons l’axe desx la troisìeme valeur n’est plus prise.
Donc, dans ce cas, on a :

Γ(x, 0) = conv
{(

1
−1

)
,

(
3
1

)}
La premìere constatation est donc que la définition ne change rien aux points où f est
continue. La seconde est que, là òu il y a discontinuit́e, ce qui se passe sur les ensem-

Figure 5: Le champ de vecteurs discontinu (10) et sa vitesse au sens de Filippov sur
la ligne de discontinuit́e.

bles de mesure nulle est non pertinent. La définition deΓ oubliece que nous avions
dit de la d́efinition def sur l’axe desx. Les solutions de l’inclusion différentielle sont,
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bien entendu :

t 7→ (x0 + t, y0 − t) dans le demi-plan supérieur,
t 7→ (x0 + 3t, y0 + t) dans le demi-plan inférieur
t 7→ (x0 + 2t, 0) le long de l’axe desx.

Cette dernìere affirmation se voit en constatant que toute solution issue de(x0, 0) ne
peut pas quitter l’axe desx et que sa vitesse horizontale est détermińee par le seul
vecteur horizontal deΓ(x, 0) (voir Fig. 5).

Avant de faire des commentaires plus géńeraux nous examinons deux autres cas
particuliers en laissant au lecteur le soin de se convaincre des résultats annoncés.

Exemple 5La discontinuit́e instable. Soit le champ deR2, repŕesent́e dans la Fig. 6
et d́efini par :

f(x, y) =
(

3
1

)
si y > 0, f(x, 0) =

(
−1

0

)
, f(x, y) =

(
1

−1

)
si y < 0

(11)
Les solutions de Filippov en sont :

t 7→ (x0 + 3t, y0 + t) dans le demi-plan supérieur,
t 7→ (x0 + t, y0 − 3t) dans le demi-plan inférieur,
t 7→ (x0 + 2t, 0) le long de l’axe desx puis suivre n’importe quelle

solution du demi plan supérieur ou inf́erieur.

Figure 6: Les champs de vecteurs discontinus (11)à gauche, et (12),̀a droite.

Exemple 6La discontinuit́e perḿeable. Soit le champ deR2, repŕesent́e dans la Fig.
6 et d́efini par :

f(x, y) =
(

3
−1

)
si y > 0, f(x, 0) =

(
−1

0

)
, f(x, y) =

(
1

−1

)
si y < 0

(12)
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Les solutions de Filippov en sont :

t 7→ (x0 + 3t, y0 − t) dans le demi-plan supérieur, suivies de,
t 7→ (x0 + t, y0 − t) dans le demi-plan inférieur.

Ainsi, la discontinuit́e est simplement traversée.
Il est tr̀es facile de d́emontrer le ŕesultat suivant :

Proposition 1 Soitf une fonction continue d́efinie sur un ouvert deRn. Les solutions
classiques et les solutions de Filippov de coı̈ncident.

Les champs discontinus présentent des nouveaux types de points stationnaires le
long des lignes de discontinuités, dont nous donnons un exemple ci-dessous.

Exemple 7Soit le champ deR2, repŕesent́e dans la Fig. 7 et d́efini par :

f(x, y) =
(
−x
−1

)
si y > 0, f(x, y) =

(
−x

1

)
si y < 0 (13)

et f(x, 0) est non d́efini. L’origine est un point stationnaire asymptotiquement stable
du syst̀eme (13)

Figure 7: Point stationnaire, sur la ligne de discontinuités du champ de vecteurs dis-
continu (13).

Remarque 1Reprenons maintenant l’Exemple 1 du frottement sec. Nous avons le
champ (4). Le long du segment[−α/k, +α/k] de l’axe desx, not́e S, le convexe
Γ(x, 0) est le segment vertical[−kx − α,−kx + α] et tous les points deS sont des
points stationnaires. Le concept de solution de Filippov rend donc bien compte du
phénom̀ene physique.

Remarque 2 Prenons maintenant l’Exemple 3 de la synthèse du contr̂ole optimal.
Dans la Fig. 8,̀a gauche nous avons tracé le portrait de phase näıf, à droite celui
donńe par lessolutions de Filippov. On voit que, loin d’̂etre optimales pour le retourà
0 en temps minimum, comme le sont les solutions naı̈ves de la synth̀ese, les solutions
de Filippov convergent vers le point(0.5, 0) ! Dans son article Brunovsky argumente
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Figure 8: Solutions naı̈ves (̀a gauche) et solutions de Filippov (à droite) du syst̀eme
(7).

que les solutions de Filippov sont plus réalistes que les solutions naı̈ves. En effet,
imaginons que nous implémentions notre synthèse sur un dispositif physique. Il faudra
des capteurs pour décider òu se trouve l’́etat(x, y) du syst̀eme. L’́etat correspondantà
l’axe desx étant de mesure nulle n’a aucune chance d’être reṕeŕe par un quelconque
capteur. En ŕealit́e on d́etectera en permanence tantôt y positif, tant̂ot y négatif, d’òu
un “crépitement” autour de la valeury = 0 qui est bien rendu par le concept de
solution de Filippov.

3 Equations différentielles et sch́ema d’Euler perturb é

Dans ce paragraphe, nous abordons, dans le cas d’un second membre discontinu, le
point de vue classique qui consisteà voir dans unéequation diff́erentielle la limite
d’une ŕecurrence discrète de pas de plus en plus petit.

Définition 3 Soit f : Rn −→ Rn une application borńee (‖f(x)‖ ≤ M ). Une
marche de pas infinitésimalest la famille suivante de suites :

xh
0 = x0 donńe, xh

t+h = xh
t + hf

(
xh

t

)
, h > 0,

que nous consid́ererons (par interpolation lińeaire) comme une famille d’applications
continuest 7→ xh(t) de[0, 1] dansRn.

Commef est borńee, on v́erifie immédiatement qu’une telle famille estéquicontinue
et borńee et donc, d’après le th́eor̀eme d’Ascoli, elle poss̀ede des valeurs d’adhérence.
Ces valeurs d’adh́erence sont lestracesde la marche infinit́esimale. On remarquera
que, dans cette définition, il est inutile de supposer quef est continue, ni m̂eme
mesurable (l’́equicontinuit́e vient de ce que les pas sont majorés parhM ). D’autre
part il est bien connu (c’est une démonstration possible de l’existence des solutions
d’uneéquation diff́erentielle) et facile de d́emontrer que, sif est continue, les traces
des marches de pas infinitésimal sont des fonctions dérivablest 7→ x(t), solution du
probl̀eme de Cauchyx′(t) = f(x(t)), x(0) = x0.
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Les traces de marches de pas infinitésimale sont donc des candidates valables pour
être des solutions d’équations diff́erentielles̀a second membre discontinu, mais nous
ne les retiendrons pas pour la raison suivante.

Exemple 8Soitf(x) = 1 si x > 0, f(0) = 0 etf(x) = −1 si x < 0. Toutes les suites
de condition initiale0 sont identiquement nulles. La trace de la marche infinitésimale
issue de ce point est donc la fonctiont 7→ x(t) = 0 . Le caract̀ere instable de0 n’est
pas perçu par cette définition. En voici une nouvelle qui tente de pallier ce défaut :

Définition 4 f : Rn −→ Rn une application borńee (‖f(x)‖ ≤ M ). Unemarche de
pas infinit́esimal perturb́eeest la famille suivante de suites :

xh,ε
0 = x0 donńe, xh,ε

t+h = xh,ε
t + h

[
f

(
xh,ε

t

)
+ εh

t

]
, h > 0,

où les suitesεh
t parcourent l’ensemble des suites indexées par h satisfaisant les pro-

priét́es
εh

t 6= 0, lim
h→0

εh
t = 0.

Comme pŕećedemment nous considérerons (par interpolation linéaire) ces suites
comme des applications continues, elles sont encoreéquicontinues. Les valeurs d’ad-
hérence de ces suites sont lestracesde la marche infinit́esimale perturb́ee.

Avec cette d́efinition, nous voyons apparatre dans l’Exemple 8 des solutions qui
quittent l’origine. L’idée de cette d́efinition est claire : nous devons imaginer que notre
syst̀eme physique est soumisà un petit bruit qui fait que le résultat d’un pas peutêtre
lég̀erement diff́erent de ce quef prédisait. Mais il existe une autre manière de traduire
l’incertitude. C’est de supposer qu’à chaque pas la valeur qui est “observée” pour
l’ étatx du syst̀eme n’est pas exactement ce qu’elle est en réalit́e. Nous introduisons
une erreur d’observation, ce qui donne une nouvelle définition :

Définition 5 f : Rn −→ Rn une application borńee (‖f(x)‖ ≤ M ). Unemarche de
pas infinit́esimal perturb́eeest la famille suivante de suites :

xh,ε
0 = x0 donńe, xh,ε

t+h = xh,ε
t + hf

(
xh,ε

t + εh
t

)
, h > 0,

où les suitesεh
t parcourent l’ensemble des suites indexées par h satisfaisant les pro-

priét́es
εh

t 6= 0, lim
h→0

εh
t = 0.

Comme pŕećedemment nous considérerons (par interpolation linéaire) ces suites
comme des applications continues, elles sont encoreéquicontinues. Les valeurs d’ad-
hérence de ces suites sont lestracesde la marche infinit́esimaleà observation per-
turbée. Il est facile de v́erifier que lorsquef est continue les traces des marches in-
finitésimales perturb́ees, oùa observation perturbée, sont des solutions classiques du
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probl̀eme de Cauchy correspondant. Mais ces deux définitions ne sont pas totalement
satisfaisantes en raison de l’exemple suivant.

Exemple 9 Soit f(x) = 1 si x est rationnel, 0 sinon. Nous voudrions bien que
cetteéquation diff́erentielle n’ait pas d’autre solution que la solutiont 7→ x(t) = 0,
comme le fait le concept de solution de Filippov. Or que ce soit avec l’une ou l’autre
des d́efinitions pŕećedentes si nous prenonsh rationnel et des suitesεh

t à valeurs ra-
tionnelles nous auronst 7→ x(t) = t comme trace possible.

4 Régularisation par convolution

Les deux ḿethodes exposées en dans les Sections 2 et 3 ne sont pas “constructives”
dans le sens suivant : Supposons que nous voulions calculer avec un ordinateur des
solutions de Filippov. Nous pouvons imaginer un schéma d’Euler du genre :

x(t + h) = x(t) + hy, y ∈ Γ(x(t)),

mais nous devons “indiquer”̀a l’ordinateur comment choisir uńelémenty dans l’en-
sembleΓ(x(t)). De m̂eme, dans le cas d’un schéma d’Euler perturb́e, nous devons dire
comment sont choisies les suites perturbatrices. Nous proposons dans ce paragraphe
un proćed́e plus constructif. On noteΦ = {ϕλ : λ > 0} une famille de lois de
probabilit́es surRn définies par une densité différentiable, telles que :∫

Rn

xϕλ(x)dx = 0, lim
λ→0

∫
Rn

x2ϕλ(x)dx = 0.

Une famille de gaussiennes d’écart typeλ est un exemple de telle famille. Soit main-
tenant une applicationf : Rn −→ Rn mesurable et borńee. Le produit de convolution
:

x 7→ f ∗ ϕλ(x) =
∫

Rn

f(s)ϕλ(x− s)ds

définit un champ de vecteur différentiable, donc qui s’intègre sans problème. On note
x(t, λ, x0) la solution du probl̀eme de Cauchy :

x′(t) = f ∗ ϕλ(x(t)), x(0) = x0.

Définition 6 On appelleΦ-solution du probl̀eme de Cauchy :

x′(t) = f(x(t)), x(0) = x0.

et on notex(t, Φ, x0) une application de[0, T ] dansRn telle qu’il existe une suite
λn → 0, une suitexn → x0, telles quex(t, λn, xn) converge uniforḿement vers
x(t, Φ, x0).
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Comme notre famille ŕegularisante est telle que sif est continuef ∗ ϕλ(x) → f(x)
nous en d́eduisons sans difficulté que lorsquef est continue lesΦ-solutions sont des
solutions classiques. En particulier, lorsquef est lipschitzienne, il y a unicité, donc
lesΦ-solutions sont ind́ependantes du choix de la familleΦ. On se convainc facile-
ment que pour des champs discontinus réguliers lesΦ-solutions sont des solutions de
Filippov.

Les solutions ont une interprétation probabiliste intéressante en terme de bruit sur
l’observation. Supposons que nous ayons le système contr̂olé :

x′(t) = U, U ∈ Rn,

(ce qui est un peu artificiel, mais nous verrons plus loin comment géńeraliser) et que
pour ŕepondreà une question (par exemple stabiliser en 0), nous ayons défini une
rétroaction (discontinue)x 7→ f(x). Nous supposons quef est une fonction discon-
tinue ŕegulìere. Supposons que ce système soit impĺement́e physiquement et que la
rétroaction soit calculée pratiquement sur un pas d’échantillonnage très courth, ce
qui veut dire qu’entret et t + h on consid̀ereraf comme constante. L’évolution du
syst̀eme est donc représent́ee par le sch́ema d’Euler:

xh
0 = x0 donńe, xh

t+h = xh
t + hf

(
xh

t

)
que nous avons déjà consid́eŕe. Nous supposons queh est tr̀es petit par rapport̀a la
borneM def (disons queh est de l’ordre de10−6M pour fixer les id́ees). Nous sup-
posons maintenant que le dispositif physique qui permet de mesurer l’étatx n’est pas
parfait. Il donne pour ŕesultatxt−Vt où lesVt sont une famille de variables aléatoires
i.i.d. (indépendantes, identiquement distribuées), de moyenne nulle, de variance petite
mais grande par rapportà h (un centìeme deM ). Que se passe-t-il pendant 1000 pas
de temps conśecutifs ? Le pointxt bouge tr̀es peu, moins d’un millième deM . Nous
pouvons imaginer en première approximation qu’il est fixe. Ŕeécrivons le sch́ema
d’Euler :

xt+h = xt + hf (xt − Vt)
xt+2h = xt+h + hf (xt+h − Vt+h) = xt+h + hf (xt − Vt+h)

+h [f (xt+h − Vt+h)− f (xt − Vt+h)]
· · ·

xt+(k+1)h = xt+kh + hf (xt+kh − Vt+kh) = xt+kh + hf (xt − Vt+kh)
+h [f (xt+kh − Vt+kh)− f (xt − Vt+kh)]

· · ·
xt+1000h = xt+999h + hf (xt+999h − Vt+999h) = xt+999h + hf (xt − Vt+999h)

+h [f (xt+999h − Vt+999h)− f (xt − Vt+999h)] .

Les termes correctifs (entre crochet) sont presque toujours petits chaque fois que le
bruit Vt nous fait tomber en dehors d’une discontinuité. Si nous ńegligeons la somme
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de toutes ces corrections, il ne nous reste que :

xt+1000h = xt + h
999∑
k=0

f (xt − Vt+kh) ,

ce qui, si nous posons∆t = 1000h , donne :

xt+∆t = xt + ∆t
1

1000

999∑
k=0

f (xt − Vt+kh) ,

En facteur de∆t nous avons la moyenne de 1000 tirages indépendants de la variable
aléatoireVt, soit approximativement son espérance, qui est donnée par le produit de
convolution. Nous reconnaissons donc le schéma d’Euler approximatif :

xt+∆t ≈ xt + ∆t(f ∗ ϕλ)(xt)

de l’équation ŕegulariśee :
x′(t) = f ∗ ϕλ(x(t))

Donc, selon ces arguments heuristiques, lesΦ-solutions mod́elisent une ŕetroaction
réaliśeeà travers uńechantillonnage très rapide, en présence d’un bruit sur l’observa-
tion. Le ŕesultat math́ematique pŕecis demande l’introduction d’un peu de matériel.

Définition 7 Soitk 7→ Vkh une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi d́efinie par
la densit́e ϕλ. On appelle(ϕλ, f, x0, h)-sch́ema d’Euler stochastique le processus
stochastique d́efini par :

ξ0 = x0, ξ(k+1)h = ξkh + hf (ξkh − Vkh) . (14)

Proposition 2 Quandh tend vers0 le (ϕλ, f, x0, h)-sch́ema d’Euler stochastique
converge vers le schéma d’Euler d́eterministe

xt+∆t = xt + ∆t(f ∗ ϕλ)(xt)

au sens suivant : Il existe une fonction positive∆t 7→ Π(∆t) tendant vers0 avec∆t
telle que

lim
h→0

P ({‖ξNh − xt + ∆t(f ∗ ϕλ)(xt)‖ > Π(∆t)}) = 0, , òuNh = ∆t.

DémonstrationNous donnons une idée d’une d́emonstration possible dans le cas de
fonctions discontinues régulìeres deR3 qui sont, rappelons le, différentiables dans le
compĺementaire de surfaces qui se coupent transversalement. Comme la propriét́e à
prouver est locale, il n’est pas restrictif de supposer que la fonctionf est constante sur
le compĺementaire de l’intersection de deux plansS1 etS2. Nous comparons la valeur
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x(t + ∆t) = x(t)+∆t(f ∗ϕλ)(x(t)) à la valeur terminaleξNh de la suite d́efinie par
le sch́ema d’Euler stochastique (14) où Nh = ∆t. Nous avons :

ξ(k+1)h = ξkh + hf (ξkh − Vkh)
= ξkh + hf (ξ0 − Vkh) + h [f (ξkh − Vkh)− f (ξ0 − Vkh)] ,

ce qui donne :

ξNh = ξ0 + h
N−1∑
k=0

f (ξ0 − Vkh) + h
N−1∑
k=0

[f (ξkh − Vkh)− f (ξ0 − Vkh)]

La premìere somme peut s’écrire :

h
N−1∑
k=0

f (ξ0 − Vkh) = ∆t
1
N

N−1∑
k=0

f (ξ0 − Vkh) ,

qui tend, lorsqueN →∞, vers

∆tE [f(ξ0 − Vkh)] = ∆t(f ∗ ϕλ)(ξ0).

La seconde somme peut s’écrire :

h
N−1∑
k=0

[f (ξkh − Vkh)− f (ξ0 − Vkh)] = ∆t
1
N

N−1∑
k=0

[f (ξkh − Vkh)− f (ξ0 − Vkh)] .

Or nous avons supposé quef était constante en dehors des deux plans de discontinuité
et nous savons que

‖ξ0 − ξkh‖ ≤ khM ≤ ∆tM.

Cela veut dire que chaque fois que la variable aléatoiref(ξ0 − Vkh) prend une valeur
distante deS1 ∪ S2 de plus de∆tM nous sommes certains que la différence

[f (ξkh − Vkh)− f (ξ0 − Vkh)]

est nulle et dans le cas contraire elle peut prendre une valeur non nulle toujours
inférieureà2M . La quantit́e :

1
N

N−1∑
k=0

[f (ξkh − Vkh)− f (ξ0 − Vkh)]

est donc majoŕee par une quantité qui tend, quandN tend vers l’infini, vers la proba-
bilit é :

P ({dist(ξ0 − V, S1 ∪ S2) > ∆tM}) = Π(∆t).
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ce qui ach̀eve de d́emontrer la proposition.

Notre argumentation n’a utilisé que des ŕesultats tout̀a fait élémentaires de la
théorie des probabilités (la loi faible des grands nombres). Pourétendre notre proposi-
tion à des situations òu la fonctionf est simplement mesurable on pourrait, par exem-
ple, adapter des résultats plus ǵeńeraux (et plus difficiles) de [5] mais cela suppose une
intrusion plus profonde dans la théorie des probabilités. Voyons maintenant comment
étendre ce ŕesultatà un syst̀eme contr̂olé plus ŕealiste. Soit le système entŕee-sortie :

x′(t) = f(x(t), u), y = g(x),

pour lequel on a d́efini la boucle de ŕetroactionu = r(y) que nous imaginons discon-
tinue. Le syst̀eme boucĺe est donc l’́equation diff́erentielleà second membre discon-
tinu :

x′(t) = f(x(t), r(g(x(t)))). (15)

Nous supposons maintenant que la rétroaction est ŕealiśee pratiquement̀a travers un
échantillonnage de pas de tempsh. Ce qui veut dire que,̀a chaque instantkh, on
observe l’́etaty(kh) = g(x(kh)) et pendant l’intervalle de temps[kh, (k + 1)h] on
maintient le contr̂ole constant̀a la valeuruk = r(g(x(kh))), (en anglais, ce type de
contr̂ole s’appelle “sample and hold”).

Si r est continue, quandh tend vers 0, les solutions du systèmeéchantillonńe
convergent vers les solutions du système boucĺe. Supposons maintenant quer ne
soit pas continue et qu’il y ait un bruit sur l’observation, c’est-à-dire que :y(kh) =
g(x(kh))+Vkh) où lesVkh constituent une suite i.i.d. de loi définie par la densitéϕλ.
Soitx 7→ F f,g,r,ϕλ(x) le champ de vecteur défini par :

F f,g,r,ϕλ(x) =
∫

Rn

f(x, r(g(x) + s)))ϕλ(s)ds

en reprenant les id́ees de la proposition préćedente on d́emontrerait sans difficulté
proposition ci-dessous :

Proposition 3 Quand le pash d’échantillonnage du système tend vers 0, les solutions
du syst̀emeéchantillonńe (“sample and hold”) correspondant̀a (15) convergent en
probabilité vers les solutions du système :

x′(t) = F f,g,r,ϕλ(x(t)).

5 Champs deR2 discontinus le long d’une courbe

Nous regardons ce que sont lesΦ-solutions quandf est un champ deR2 discontinu le
long d’une courbe. Dans tout ce paragraphe, nous considérons une fonction régulìere
g deR2 dansR définissant la courbeS = {x ∈ R2 : g(x) = 0} . Nous supposons que
le champ de vecteurf est la restrictioǹaO+ = {x ∈ R2 : g(x) > 0} (respectivement
O− = {x ∈ R2 : g(x) < 0}) d’un champf+ (resp.f−) diff érentiable deR2.
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5.1 Champs traversant la courbe

Nous supposons que dans un ouvertO nous avons pour tout pointx deS :

〈f+(x), gradg(x)〉 > 0, et 〈f−(x), gradg(x)〉 > 0.

Nous disons alors que le champ est traversant.

Proposition 4 Dans l’ouvertO lesΦ-solutions def sont des courbes intégrales de
f− qui, éventuellement, rencontrent transversalementS en un pointx1 où elles se
prolongent en une courbe intégrale du champf+.

Démonstration : Trivial (Voir Fig. 9).

Figure 9: Champ de vecteurs traversant.

5.2 Champs convergent vers la courbe de discontinuité

Nous supposons que dans un ouvertO nous avons pour tout pointx deS :

〈f−(x), gradg(x)〉 > 0, et 〈f+(x), gradg(x)〉 < 0

Nous disons que le champ est convergent versS.

Exemple 10Nous consid́erons le champf = (f1, f2) deR2 défini par :

f1(x1, x2) =
{

1 si x2 > 0,
1.3 si x2 < 0,

f2(x1, x2) =
{
−1 si x2 > 0,

2 si x2 < 0.

Le champ est ind́etermińe six2 = 0. Notons :

P+
λ (x1, x2) =

∫
s2>0

ϕλ(s1 − x1, s2 − x2)ds1ds2,
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P−λ (x1, x2) =
∫

s2<0

ϕλ(s1 − x1, s2 − x2)ds1ds2.

Nous avonśevidemment :

f2 ∗ ϕλ(x) =
∫

R2
f2(s)ϕλ(s)ds = 2P−λ (x)− P+

λ (x),

d’où nous d́eduisons que la seconde composante du champf ∗ϕλ(x) est nulle le long
de la droitex2 = d où d est d́efini par :

P+
λ (x1, d) =

∫
s2>0

ϕλ(s1 − x1, s2 − d)ds1ds2 =
2
3
. (16)

Dans le cas d’une gaussienne de covariance

(
σ 0
0 σ

)
la valeur ded est0.43σ

Le champf ∗ ϕλ(x) poss̀ede donc comme trajectoire la droitex2 = d, parcourue
à la vitesse1, 1 = (2/3)1 + (1/3)1, 3. Dans tous les cas, lorsqueλ tend vers 0 cette
trajectoire tend vers l’axex2 = 0 (voir Fig. 10).

Figure 10: Solutions du champ régulariśex′ = f∗ϕλ(x), oùf est le champ discontinu
de l’Exemple 10 (̀a gauche), etΦ-solutions def (à droite).

Proposition 5 SoitO un ouvert sur lequel le champf estconvergentversS. Alors
lesΦ-solutions def issues d’un point deS sont des courbes intégrales du champfg

tangentà S appartenant̀a l’enveloppe convexe def+(x) etf−(x), préciśement :

fg(x) = αf+(x) + (1− α)f−(x),

où le param̀etreα est d́etermińe par l ’équation〈fg(x), gradg(x)〉 = 0.

Démonstration : On imite ce qui vient d’être fait sur l’exemple ci-dessus. On note

Sλ = {x : 〈f ∗ ϕλ(x), gradg(x)〉 = 0}.



256 C. LOBRY ET T. SARI

Il faut vérifier queSλ est une courbe qui tend versS. Comme les trajectoires de
f ∗ϕλ issues d’un point deSλ restent dansSλ par construction, leurs limites sont des
trajectoires deS solution defg. Ce qui ach̀eve la d́emonstration.

Il est remarquable que la vitesse le long deS soit d́etermińee de façon unique,
indépendamment de la familleΦ. On verra plus loin que ce n’est pas toujours le cas
lorsque la discontinuité est de co-dimension plus grande que 1. Donc, dans le cas
convergent, pour toute familleΦ, une uniqueΦ-solution est issue de tout point, c’est
la solution de Filippov. Nous regardons maintenant ce que donne l’intégration du
(ϕλ, f, x0, h) sch́ema d’Euler stochastique associé au champf .

Figure 11: Solutions du(ϕλ, f, x0, h) sch́ema d’Euler stochastique associé au champ
discontinuf de l’Exemple 10 correspondantà une gaussienneϕλ d’écart type 0.01 (̀a
gauche). A unéechelle beaucoup plus fine (à droite) on constate que les solutions sont
à une distance de l’ordre de 0.0043 de l’axex2 = 0.

Dans l’exṕerience repŕesent́ee dans la Fig. 11, nous avons simulé, pour la fonction
f de l’Exemple 10 ci-dessus avec pour fonctionϕλ une gaussienne d’écart type 0,01.
Sur l’écran,à cetteéchelle, les trajectoires semblent déterministes. Elles partent de
l’axe vertical et rejoignent l’axe horizontal qu’elles suivent ensuiteà une distance in-
visibleà cettéechelle. Avec les m̂emes donńees (voir Fig. 11̀a droite), nous regardons
le processus̀a uneéchelle beaucoup plus fine. On observe bien que les trajectoires
sont celles d’un processus aléatoire (elles sont tremblées) et qu’elles sont décolĺees
d’environ 0.43 fois l’́ecart type ce qui correspondà la valeur pŕevue.

5.3 Champ divergent de la courbe de discontinuit́e

Nous supposons que dans un ouvertO nous avons pour tout pointx deS :

lranglef−(x), gradg(x)〉 < 0, et 〈f+(x), gradg(x)〉 > 0

Nous disons que le champ est divergent deS.
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Exemple 11Nous consid́erons le champf deR2 défini par :

f1(x1, x2) =
{

1 si x2 > 0,
1.3 si x2 < 0,

f2(x1, x2) =
{

1 si x2 > 0,
−2 si x2 < 0.

Le champ est ind́etermińe six2 = 0. Comme dans le cas convergent nous déduisons
que la seconde composante du champf ∗ϕλ(x) est nulle le long de la droitex2 = d où
d est d́efini par l’équation (16). Le champf ∗ ϕλ(x) poss̀ede donc comme trajectoire
la droitex2 = d parcouruèa la vitesse1, 1. Dans tous les cas, lorsqueλ tend vers 0
cette trajectoire tend vers l’axex2 = 0 (voir Fig. 12).

Figure 12: Solutions du champ régulariśex′ = f∗ϕλ(x), oùf est le champ discontinu
de l’Exemple 11 (̀a gauche), etΦ-solutions def (à droite).

Proposition 6 SoitO un ouvert sur lequel le champ est divergent deS. Alors lesΦ-
solutions def issues d’un point deS sont des courbes intégrales du champfg tangent
à S appartenant̀a l’enveloppe convexe def+(x) etf−(x), préciśement :

fg(x) = αf+(x) + (1− α)f−(x),

où le param̀etreα est d́etermińe par l ’équation< fg(x), gradg(x) >= 0, ainsi que
toutes les trajectoires qui après avoir suivi le champ ci-dessus pendant un certain
temps le quittent pour suivre une trajectoire de .

Démonstration : Il nous suffit de regarder ce qui se passe sur l’exemple. La trajectoire
port́ee par la droitex2 = d converge vers la trajectoire portée par l’axex2 = 0. Si
nous prenons pour conditions initiales les points(x1n, x2n) = (0, d ± en), en faisant
tendreen versO plus ou moins vite nous obtiendrons des limites qui longent plus ou
moins longtemps la courbeS et quittent vers le haut ou vers le bas.

Nous allons maintenant regarder comment se comporte le(ϕλ, f, x0, h) sch́ema
d’Euler stochastique associé au champf . Nous le faisons sur le champ :

f1(x1, x2) =
{

1 si x2 > 0,
1 si x2 < 0,

f2(x1, x2) =
{

1 si x2 > 0,
−2 si x2 < 0,

(17)
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dont la composante horizontale est continue (le champ est indétermińe si x2 = 0).
Ceci justifie que nous prenions comme bruit uniquement un bruità une dimension
le long de la composante verticale (ce qui diminue la durée des simulations !). En
principe, pour unλ non nul, les trajectoires du(ϕλ, f, x0, h) sch́ema d’Euler stochas-
tique issues d’un point, convergent en probabilité sur tout intervalle de temps borné,
vers la trajectoire de l’équation ŕegulariśee.

En particulier il est int́eressant d’observer, dans le cas d’un bruit gaussien, com-
ment se fait cette convergence vers la trajectoire instable :

x1(t) = t, x2(t) = 0.43λ

où λ est l’écart type du processus. Dans la Fig. 13 nous présentons le ŕesultat d’une

Figure 13: Solutions du(ϕλ, f, x0, h) sch́ema d’Euler stochastique associé au champ
discontinu (17) correspondantà une gaussienneϕλ d’écart type 1. Les solutions sont
à une distance de l’ordre de 0.437 de l’axex2 = 0

exṕerimentation. Les simulations ontét́e faites avec un pas de 0.0001. Pour trois
conditions initiales diff́erentes, nous faisons 10 expériences. La valeur 0.437 observée
semblêetre un peu forte pour la valeur de la solution instable (théoriquement 0.432..).
Il est possible que la faible qualité de la ŕealisation de notre suite de variables aléatoires
soit à l’origine de cette diff́erence. La dissyḿetrie entre les trajectoires qui montent et
celles qui descendent s’explique simplement par la dissymétrie du champ.

Nous allons maintenant observer un phénom̀eneà premìere vue paradoxal. Le
bruit peut stabiliser des trajectoires instables. Prenons le champ discontinu symétrique
(le champ est ind́etermińe six2 = 0) :

f1(x1, x2) =
{

1 si x2 > 0,
1 si x2 < 0,

f2(x1, x2) =
{

1 si x2 > 0,
−1 si x2 < 0,

(18)

Pour ce champ, l’axe horizontal est instable. L’idée commune est qu’en présence de
bruit, il sera tr̀es difficile de suivre cette trajectoire, d’autant plus que le bruit sera plus
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fort. Ce n’est pas si simple et il faut préciser ce qui est entendu par bruit. Nous avons
le bruit sur l’observationdu sch́ema d’Euler stochastique déjà introduit :

ξ0 = x0, ξt+(k+1)h = ξt+kh + hf (ξt+kh + Vt+kh)

qui agit sur l’argument de la fonctionf qu’il faut distinguer d’unbruit additif sur
l’ étatqui agità l’extérieur de l’argument de la fonction.

Figure 14: Solutions du(ϕλ, f, x0, h) sch́ema d’Euler stochastique associé au champ
discontinu (18). Celles qui quittent l’axex2 = 0 tout de suite correspondentà λ =
0.01, celle qui en restent proches correspondentàλ = 1. Les solutions interḿediaires
correspondent̀aλ = 0.1.

D’après la Proposition 3 le processus correspondantà la pŕesence d’un bruit sur
l’observation converge vers le champ régulariśef ∗ ϕλ qui sera d’autant plus régulier
(moins instable) en 0 queλ sera grand, c’est-à-dire le bruit sera grand. Donc, partant
de 0, nous nous attendonsà rester pr̀es de 0 d’autant plus longtemps que l’écart type
sera grand. Sur la Fig. 14 nous montrons le résultat de simulations avec le champ
divergent (18). On voit que pour un grandécart type les trajectoires “décollent” plus
lentement de l’axe.

6 Discontinuité le long d’une courbe dansR3

Il est manifeste que dans le cas de discontinuités le long d’une courbe deR2 ce qui
compte ce n’est pas sa dimension (égaleà 1) de la courbe, mais sa codimension qui
vaut également 1. Nous laissons au lecteur le soin de se convaincre que ce que nous
avons mis eńevidence dans le paragraphe préćedent, notamment l’unicité de la solu-
tion, est valable sur toute surface de discontinuité convergente de co-dimension 1 de
R.. Ce nouveau paragraphe est consacré à la codimension deux.

Revenons au concept de solution de Filippov. Soit une sous variét́e S de le long
de laquelle le champ est discontinu. Le long deS les solutions de Filippov vont suivre
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un champ de vecteurà la fois tangent̀a S et appartenant̀a l’enveloppe convexeΓ(x)
détermińee suivant la proćedure d́efinie dans la Section 2. QuandS est de codimension
1 le convexe est d́etermińe par les deux valeurs prises de chaque côté deS, il est donc
de dimension 1. La solution est unique. Si la codimension est plus grande le convexe
Γ(x) peutêtre de dimension plus grande que 2 et la solution n’a pas de raison d’être
unique. Voyons un exemple.

Figure 15: Solutions du champf ∗ ϕλ correspondant au champ discontinu (19) età
une loi normale isotrope d’écart type0.01.

Exemple 12Nous consid́erons le champ de vecteur deR3 défini par les expressions
ci-dessous :

f(x1, x2, x3) =


f1 si x1 > 0 etx2 > 0,
f2 si x1 > 0 etx2 < 0,
f3 si x1 < 0 etx2 < 0,
f4 si x1 < 0 etx2 > 0,

(19)

avec

f1 =

 −2
−1
0

 , f2 =

 −1
2
1

 , f3 =

 3
3
1

 , f4 =

 1
−3
0

 .

Ce champ pŕesente la particularité d’être discontinu le long de l’axe verticalx1 =
x2 = 0. L’ étude de ce champ se résumeà celle du champ(f1, f2) dans le plan
(x1, x2). Une fois le portrait de phaséetabli dans ce plan, il suffit de considérer la
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composante verticale. Comme les discontinuités n’existent que pour les variablesx1,
x2 nous ne ŕegularisons qu’en utilisant une mesure portée par le plan(x1, x2). Dans
les exemples, nous prendrons une loi normale.

Figure 16: Solutions du champf ∗ ϕλ correspondant au champ discontinu (19) età
une loi normale isotrope d’écart type0.1.

Le champ pŕesente en dehors de(0, 0) des discontinuit́es convergentes, du type de
celleétudíee pŕećedemment. Analysons ce qui se passeà l’origine. Notons :

P 1
λ(x1, x2) =

∫
s1>0,s2>0

ϕλ(s1 − x1, s2 − x2)ds1ds2,

P 2
λ(x1, x2) =

∫
s1>0,s2<0

ϕλ(s1 − x1, s2 − x2)ds1ds2,

P 3
λ(x1, x2) =

∫
s1<0,s2<0

ϕλ(s1 − x1, s2 − x2)ds1ds2,

P 4
λ(x1, x2) =

∫
s1<0,s2>0

ϕλ(s1 − x1, s2 − x2)ds1ds2.

Avec ces notations, nous avons :

f ∗ ϕλ = P 1
λf1 + P 2

λf2 + P 3
λf3 + P 4

λf4,
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ou encore, puisque la somme des 4 probabilités est́egaleà 1 :

f ∗ ϕλ = P 1
λ

(
f1 − f4

)
+ P 2

λ

(
f2 − f4

)
+ P 3

λ

(
f3 − f4

)
+ f4.

L’annulation des deux premières composantes de ce champ impose deuxéquations
pour trois inconnues, donc̀a P 1

λ , P 2
λ , P 3

λ) d’appartenirà un segment dans un espace
à trois dimensions. Comme ces dernières quantit́es d́ependent de deux variables nous
avons, en ǵeńeral, une valeur(x∗1, x

∗
2) , proche de(0, 0) (si λ est petit) pour laquelle

les deux premìeres composantes du champf ∗ ϕλ sont nulles. D’autre part, le long
des axes , l’analyse du paragraphe préćedent montre que la dynamique est dirigée vers
l’origine. Nous en d́eduisons que, pourλ assez petit, la projection def ∗ϕλ sur le plan
horizontal pŕesente un nud près de l’origine. Sur la Fig. 15 nous montrons le portrait
de phase, sur le carré unit́e, pour une loi normale, centrée, isotrope d’́ecart type0.01.
A cetteéchelle on ne voit pas que les trajectoires sont lég̀erement d́ecolĺees le long
des axes. A la m̂emeéchelle, mais avec uńecart type de0.1 on voit (Fig. 16 ) les
trajectoires se d́ecoller approximativement de la distance prévue au paragraphe 5.

Sur la Fig. 17, nous représentons le schéma d’Euler stochastique associé au
champ (19) pour la loi normale isotrope d’écart type0.01. Nous changeons l’échelle
d’observation. Les trajectoires sont décolĺeesà approximativement la distance prévue
et sont ĺeg̀erement tremblées.

Figure 17: Solutions du(ϕλ, f, x0, h) sch́ema d’Euler stochastique associé au champ
discontinu (19) correspondantà une loi normale isotrope d’écart type0.01.

Sur la Fig. 18, toujours pour la loi normale isotrope d’écart type0.01, nous
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repŕesentons trois trajectoires différentes dans le plan et nous reprenons ces trajec-
toires, cette fois ci en représentant la troisième composante en fonction du temps. La

Figure 18: Projections horizontales et croissance verticale de trois trajectoires du
champf ∗ ϕλ assocíe au champ discontinu (19).

trajectoire no. 3 commence par traverser une partie de l’unique quadrant où la vitesse
verticale du champ est non nulle etégaleà un, la vitesse verticale sur cette portion
estégaleà 1. Ensuite nous longeons sur sa droite la partie négative de l’axex2 et la
nouvelle vitesse verticale est une moyenne entre 1 et 0 définie par les composantes
horizontales du champ. Enfin, quand la trajectoire arrive en 0 sa vitesse verticale est
une moyenne portant sur un voisinage de l’origine. Comme la vitesse verticale est
nulle sur trois des quatre quadrants la moyenne est plus faible encore. On observe
donc deux “cassures” successives de la croissance verticale de la trajectoire no. 3.
Pour les m̂emes raisons nous observons deux cassures successives pour la croissance
verticale de la trajectoire 2. La trajectoire 1 qui péǹetre directement dans un voisinage
de l’origine ne poss̀ede qu’une seule cassure dans sa croissance verticale. On observe
bien que les vitesses verticales, dans la phase finale qui correspondà la pŕesence au
voisinage de l’origine, sont identiques pour les trois trajectoires. A l’origine la vitesse
verticale et donńee en faisant la somme pondéŕee

f ∗ϕλ(x∗1, x
∗
2, x3) = P 1

λ(x∗1, x
∗
2)f

1 +P 2
λ(x∗1, x

∗
2)f

2 +P 3
λ(x∗1, x

∗
2)f

3 +P 4
λ(x∗1, x

∗
2)f

4,
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où (x∗1, x
∗
2) sont d́etermińes par le système de 2́equations :

−2P 1
λ(x∗1, x

∗
2)− P 2

λ(x∗1, x
∗
2) + 3P 3

λ(x∗1, x
∗
2) + P 4

λ(x∗1, x
∗
2) = 0,

−P 1
λ(x∗1, x

∗
2) + 2P 2

λ(x∗1, x
∗
2) + 3P 3

λ(x∗1, x
∗
2)− 3P 4

λ(x∗1, x
∗
2) = 0.

Ceci donne, dans notre cas :

f ∗ ϕλ(x∗1, x
∗
2, x3) = P 2

λ(x∗1, x
∗
2)

 0
0
1


Donc, si nous changeons de loi de probabilité, comme nous allons le faire, nous pour-
rons obtenir des vitesses verticales différentes. Dans les simulations représent́ees dans

Figure 19: Trois gaussiennes régularisantes non isotropes pour une même condition
initiale du champf ∗ ϕλ assocíe au champ discontinu (19).

la Fig. 19 nous avons considéŕe trois gaussiennes différentes. La no.1 est isotrope, la
no.2 est anisotrope, sa masseétant ŕepartie le long de la première bissectrice, la no.
3 estégalement anisotrope et a sa masse répartie le long de la seconde bissectrice.
Nous avons simulé pour chacune de ces lois la trajectoire issue d’un même point. Ces
trois trajectoires sont, comme prévu, confondues en projection horizontale. Toujours
comme pŕevu, les troisìemes composantes sont confondues tant que la projection hor-
izontale de la trajectoire n’atteint pas un voisinage de 0. A partir de là elles diff̀erent.
La trajectoire no. 1 prend une pente d’environ 1/4 (la loi isotrope donne une proba-
bilit é d’environ 1/4 au seul quadrant où la composante verticale du champ discontinu



EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES À SECOND MEMBRE DISCONTINU 265

est non nulle), la trajectoire no.2 a une pente quasiment nulle car la loi no.2 ne charge
pratiquement pas le quadrant ou la composante verticale est non nulle et enfin, pour la
raison syḿetrique, la loi no.3 donne presque la probabilité1/2 à ce quadrant, et donc
la pente finale de la trajectoire no.3 est proche de1/2.

7 Quelques commentaires bibliographiques

C’est Hermes [9] qui a posé le probl̀eme des perturbations sur une rétroaction discon-
tinue et a propośe d’appliquer les solutions de Filippov. Brunovsky a mis en avant que
dans la synth̀ese d’un contr̂ole optimal les solutions de Filippov pouvaient ne pas don-
ner le ŕesultat attendu par la synthèse “näıve”. Il a entrepris un travail de classification
des probl̀emes de contrôle optimal pour lesquels les synthèses int́egŕees au sens de
Filippov donnent des trajectoires optimales. Nous ne connaissons pas d’antéćedentà
Filippov [9]. Il semble que ce soit R. Sentis [13] qui ait introduit les schémas d’Euler
perturb́es par des suites déterministes. Nous ne connaissons pas d’antéćedentà l’idée
de ŕegularisation par convolution, ce qui estétonnant tant l’id́ee est simple et classique
en analyse. Probablement existe-t-elle quelque part mais nous ignorons où. Des arti-
cles plus ŕecents [2, 11, 12, 14] abordent la question du bruit dans leséquations̀a sec-
ond membre discontinu, mais nous n’y avons pas trouvé clairement notre proposition
4.5. Cette dernière est consid́eŕee comméelémentaire par les spécialistes des proces-
sus stochastiques [5], mais ne semble figurer explicitement nulle part car ces derniers
n’ont pas de raison de travailler avec des seconds membres discontinus. Nous l’avons
expośee pour la première fois lors des jourńees de la sociét́e math́ematique śeńegalaise
en janvier 2001̀a Dakar. On trouvera des réflexions sur la mod́elisation dans [10] òu
l’on utilise l’Analyse Non Standard qui donne des formulationséquivalentes mais plus
élégantes. Le prix̀a payer est un petit investissement dans les méthodes de l’ANS.
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U.M.I. (5) 15-B (1978), 724-742.

[14] Utkin V.I. and S.V. Drakunov , Stochastic regularization of systems with dis-
continuous controls, Sov. Phys. Dokl. 28, No. 10 (1983), 335-337.

C. L. T. S.
INRIA Sophia Antipolis, Laboratoire de Mathématiques,
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